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1. Введение

Известно, что на основе сингулярно возмущенных задач моделируются конвективно-
диффузионные процессы с преобладающей конвекцией. Применение классических раз-
ностных схем на равномерной сетке для численного решения таких задач приводит к
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существенным погрешностям, если малый параметр соизмерим с шагом сетки. Для до-
стижения равномерной по параметру сходимости разностных схем широко используются
сетки, сгущающиеся в пограничном слое.

Представляет интерес разработка сплайн-интерполяционных методов и формул чис-
ленного дифференцирования для функций с большими градиентами в пограничных сло-
ях, в том числе на сетках, на которых строятся равномерно сходящиеся разностные схе-
мы. Применение интерполяции Лагранжа и классических формул численного дифферен-
цирования, основанных на такой интерполяции [1], к функциям с большими градиентами
в пограничном слое может приводить к существенным погрешностям. Это было показано
в [2]. Для того, чтобы погрешность формул численного дифференцирования не зависела
от больших градиентов функции в пограничном слое, в [2–4] исследован подход, осно-
ванный на подгонке разностных формул для вычисления производных к составляющей,
отвечающей за большие градиенты функции в пограничном слое. При таком подходе
сетка может быть равномерной.

В работе [5] доказано, что если многочлен Лагранжа для интерполяции функций с
большими градиентами в экспоненциальном пограничном слое применять на сеткеШиш-
кина [6, 7], то оценка погрешности интерполяции становится равномерной по малому
параметру.

В данной работе исследуем возможность применения на сетке Шишкина классиче-
ских разностных формул для производных, построенных на основе дифференцирования
многочлена Лагранжа, к функциям с большими градиентами в экспоненциальном по-
граничном слое.

Итак, пусть функция u(x) представима в виде:

u(x) = q(x) + Φ(x), x ∈ [0, 1], (1.1)

где для составляющих q(x),Φ(x) справедливы оценки производных:

|q(j)(x)| ≤ C1, |Φ(j)(x)| ≤ C1

εj
e−αx/ε, 0 ≤ j ≤ m0, (1.2)

где α > 0, ε ∈ (0, 1], C1 — некоторая постоянная, не зависящая от параметра ε. Коэффи-
циент α отделен от нуля, m0 будет задано ниже.

Согласно (1.2), регулярная составляющая q(x) имеет производные, ограниченные до
некоторого порядка m0, а производные сингулярной составляющей Φ(x) не ограничены
равномерно по параметру ε.

В соответствии с [6–8], декомпозиция (1.1) функции u(x) в виде суммы регулярной и
сингулярной составляющих, с ограничениями (1.2), справедлива для решения сингуляр-
но возмущенной краевой задачи:

εu′′(x) + a1(x)u′(x)− a2(x)u(x) = f(x), u(0) = A, u(1) = B, (1.3)

где a1(x) ≥ α > 0, a2(x) ≥ 0, ε > 0, функции a1(x), a2(x), f(x) — достаточно гладкие.
При малых значениях параметра ε решение задачи (1.3) имеет погранслойную область
больших градиентов у границы x = 0, чему соответствует представление (1.1). Заметим,
что в виде (1.1) может быть представлено и решение сингулярно возмущенной задачи
Коши для дифференциального уравнения первого порядка [9, 10].

Таким образом, представление (1.1) справедливо для широкого класса функций, яв-
ляющихся решением сингулярно возмущенных задач.

На примере покажем, что если функция u(x) имеет представление (1.1), то погреш-
ность классической формулы для производной на равномерной сетке может быть суще-
ственной. Пусть u(x) = e−x/ε, x ∈ [0, 1]. Выпишем формулу для производной:
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u′(x) ≈ uk − uk−1
h

, x ∈ [xk−1, xk].

Тогда при ε = h будет ε|(u1 − u0)/h − u′(0)| = e−1. Получаем, что точность не повыша-
ется с уменьшением шага сетки при ε = h. Относительная погрешность формулы для
вычисления производной не равномерна по параметру ε. Итак, задача построения раз-
ностных формул для вычисления производных функций, имеющих представление (1.1),
актуальна.

Пусть C и Cj — положительные постоянные, не зависящие от параметра ε и числа
интервалов сетки N . Разные величины будем ограничивать одной постоянной C, если
это не вызывает недоразумений.

2. Анализ формул численного дифференцирования
на сетке Шишкина

В соответствии с [6], зададим на интервале [0, 1] кусочно-равномерную сетку:

Ω = {xk : xk = xk−1 + hk, k = 1, 2, . . . , N, x0 = 0, xN = 1} (2.1)

с шагом h в пограничном слое [0, σ] и с шагом H вне пограничного слоя:

hk = h =
2σ

N
, 1 ≤ k ≤ N

2
; hk = H =

2(1− σ)

N
,

N

2
< k ≤ N,

где σ ∈ (0, 1/2]. Параметр σ зададим ниже.
Оценим погрешность формул численного дифференцирования функций, имеющих

декомпозицию (1.1), на сетке Шишкина (2.1). При оценке погрешности будем считать,
что функция u(x) задана в узлах сетки.

При решении сингулярно возмущенных задач с применением разностной схемы функ-
ция u(x) в узлах сетки может быть найдена с некоторой погрешностью. Разностные схе-
мы на сетке Шишкина, сходящиеся равномерно по параметру ε, разрабатывались в ряде
работ, например в [6, 7]. Используя значения функции u(x) в узлах сетки, мы не учиты-
ваем влияние погрешностей в задании этой функции на погрешность формул численного
дифференцирования.

Итак, пусть заданы значения uk = u(xk), k = 0, 1, . . . , N . Влияние погрешности в за-
дании uk на погрешность формул численного дифференцирования обсудим в замечании.

Будем строить разностные формулы для вычисления производных функции u(x) на
подинтервалах сm узлами, покрывающих исходный интервал [0, 1].Предполагаем, чтоN
кратно 2(m− 1), чтобы каждый подинтервал, на котором строится формула для произ-
водной, был целиком внутри или вне области пограничного слоя [0, σ], σ = xN/2.

Итак, разбиваем исходный интервал [0, 1] на N/(m− 1) подинтервалов:

[0, 1] =
N−m+1⋃
k=0,m−1

[xk, xk+m−1].

Для построения разностной формулы для производной на интервале [xk, xk+m−1] осу-
ществляем на этом интервале интерполяцию функции u(x) многочленом Лагранжа:
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Lk,m(u, x) =
k+m−1∑
j=k

ujPj,k(x), uj = u(xj), (2.2)

где множитель Лагранжа Pj,k(x) имеет вид:

Pj,k(x) =

k+m−1∏
i=k
i 6=j

x− xi
xj − xi

.

Для сетки (2.1) зададим

σ = min
{1

2
,
mε

α
lnN

}
. (2.3)

В соответствии с (1.1), (1.2), в области пограничного слоя u(n)(x) = O(1/εn), где
параметр ε может быть близким к нулю. Поэтому перейдем к оценке относительной
погрешности, получаемой умножением абсолютной погрешности на εn.

Теорема 1. Пусть для функции u(x) справедливо представление (1.1) с ограничения-
ми (1.2) при m0 = m+ n, где m — число узлов в разностной формуле для производной,
n — номер вычисляемой производной. Пусть сетка Ω задана согласно (2.1), (2.3). Тогда
для некоторой постоянной C на каждом интервале [xk, xk+m−1] при
k = 0,m− 1, . . . , N −m+ 1 справедлива одна из оценок погрешности:

εn
∣∣u(n)(x)− L(n)

k,m(u, x)
∣∣ ≤ C( lnN

N

)m−n
, n ≥ 0, σ < 1/2, xk+m−1 ≤ σ, (2.4)

εn
∣∣u(n)(x)− L(n)

k,m(u, x)
∣∣ ≤ C[ 1

Nm
e−α(xk−σ)/ε +

εn

Nm−n

]
, n ≥ 0, σ < 1/2, xk ≥ σ, (2.5)

εn
∣∣u(n)(x)− L(n)

k,m(u, x)
∣∣ ≤ C(min

( lnN

N
,

1

Nε

))m−n
, n ≥ 0, σ = 1/2. (2.6)

Доказательство. Для погрешности интерполяции многочленом Лагранжа известно
представление [1, c. 89]:

u(x)− Lk,m(u, x) = wk,m(x)[x, xk, xk+1, . . . , xk+m−1]u, (2.7)

где [x, xk, xk+1, . . . , xk+m−1]u — разделенная разность для функции u(x) [1, c. 38],

wk,m(x) = (x− xk)(x− xk+1) · · · (x− xk+m−1).

На основе дифференцирования соотношения (2.7) в [1, c. 89] получена формула для
погрешности приближения n-й производной на основе многочлена Лагранжа:

u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x) =

n∑
j=0

n!

(n− j)!
w

(n−j)
k,m (x)[x, . . . , x︸ ︷︷ ︸

j + 1 раз

, xk, . . . , xk+m−1]u, n ≥ 0. (2.8)

В случае произвольных узлов y1, y2, . . . , yp для некоторого s ∈ (min{yj},max{yj})
справедливо представление [1, c. 40]:

[y1, y2, . . . , yp]u =
u(p−1)(s)

(p− 1)!
. (2.9)

Учитывая (2.9) в (2.8), при всех x ∈ [xk, xk+m−1] получаем
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|u(n)(x)−L(n)
k,m(u, x)|≤

n∑
j=0

n!

(n− j)!(m+ j)!
max

[xk,xk+m−1]
|u(m+j)(s)| |w(n−j)

k,m (x)|, n ≥ 0. (2.10)

Используем представление функции (1.1) и получаем

|u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x)| ≤ |q(n)(x)− L(n)

k,m(q, x)|+ |Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)|. (2.11)

Учитывая оценки (1.2), из (2.10) для некоторой постоянной C1 и для произвольного
интервала [xk, xk+m−1] получаем

|q(n)(x)− L(n)
k,m(q, x)| ≤ C1

n∑
j=0

n!

(n− j)!(m+ j)!
τm+j−n
k , n ≥ 0, (2.12)

где τk — шаг интервала [xk, xk+m−1].
Из (2.12) следует, что для некоторой постоянной C2:

|q(n)(x)− L(n)
k,m(q, x)| ≤ C2τ

m−n
k ≤ C3

Nm−n , x ∈ [xk, xk+m−1], n ≥ 0. (2.13)

Итак, получена оценка погрешности (2.13) для регулярной составляющей q(x).
Теперь получим оценку погрешности на сингулярной составляющей Φ(x).
Рассмотрим случай σ<1/2. При этом рассмотрим случаи, когда интервал [xk, xk+m−1]

находится в пограничном слое и вне его.
1). Пусть xk+m−1 ≤ σ. Тогда интервал [xk, xk+m−1] находится в погранслое, и в соот-

ветствии с (2.1)

τk =
2mε

αN
lnN. (2.14)

Учитывая (1.2), (2.10), для некоторой постоянной C4 получаем

|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C4

n∑
j=0

τm−n+jk

εm+j
.

Следовательно,

εn|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C4

n∑
j=0

(τk
ε

)m−n+j
.

Учитывая (2.14), для некоторой постоянной C5 получаем

εn|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C5

( lnN

N

)m−n
, x ∈ [xk, xk+m−1], xk+m−1 ≤ σ. (2.15)

Из оценок (2.11), (2.13), (2.15) следует (2.4).
2). Пусть xk ≥ σ. Используем оценку

εn
∣∣∣L(n)
k,m(Φ, x)− Φ(n)(x)

∣∣∣ ≤ εn∣∣∣L(n)
k,m(Φ, x)

∣∣∣+ εn|Φ(n)(x)|. (2.16)

В силу условий (1.2) и (2.3) при xk ≥ σ

εn|Φ(n)(x)| ≤ C6

Nm
e−α(xk−σ)/ε. (2.17)

Из (2.2) для некоторой постоянной C7 получаем
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|L(n)
k,m(u, x)| =

∣∣∣∣∣
k+m−1∑
j=k

ujP
(n)
j,k (x)

∣∣∣∣∣ ≤ max
k≤j≤k+m−1

|uj |
C7

τnk
. (2.18)

Учитывая (1.2), (2.3), из (2.18) получаем, что при xk ≥ σ

|L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C7

Nm−n e
−α(xk−σ)/ε. (2.19)

Из (2.11), (2.13), (2.16), (2.17), (2.19) получаем (2.5).
Рассмотрим случай σ = 1/2, когда сетка является равномерной. Из (2.10) имеем

εn|u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x)| ≤ C8

n∑
j=0

( 1

Nε

)m−n+j
≤ C9

( 1

Nε

)m−n
, n ≥ 0. (2.20)

Из условия σ = 1/2 следует, что ε ≥ α/(2m lnN). Тогда из (2.20) получаем

εn|u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x)| ≤ C10

( lnN

N

)m−n
, n ≥ 0. (2.21)

Из (2.20), (2.21) следует (2.6).

Заметим, что из оценок (2.4)–(2.6) следуют оценки погрешности, равномерные по
параметру ε. Полученная оценка погрешности (2.6) при ε = 1 соответствует известной
оценке погрешности в регулярном случае, когда производные функции являются равно-
мерно ограниченными [1].

Оценка погрешности вне пограничного слоя. Вне области пограничного слоя мож-
но получить оценку абсолютной погрешности, равномерную по ε.

Случай σ < 1/2. Из оценки (2.5) следует, что при xk ≥ σ для некоторой постоян-
ной C11: ∣∣u(n)(x)− L(n)

k,m(u, x)
∣∣ ≤ C11

Nm−n , x ∈ [xk, xk+m−1], (2.22)

если
e−αε

−1(xk−σ) ≤ (Nε)n. (2.23)

В случае ε ≥ 1/N неравенство (2.23) выполнено, поэтому справедлива оценка (2.22)
при xk ≥ σ.

Пусть ε < 1/N. Тогда оценка (2.23) выполняется, если

xk ≥ σ∗ = σ − nε

α
ln(Nε). (2.24)

Итак, в случае σ < 1/2 при ε ≥ 1/N , xk ≥ σ на интервале [xk, xk+m−1] для некоторой
постоянной C11 справедлива оценка погрешности (2.22). В случае σ < 1/2 при ε < 1/N
оценка (2.22) справедлива при выполнении условия (2.24).

Несложно показать, что 0 < σ∗ − σ ≤ n(αe)−1/N.
Случай σ = 1/2. Применяя неравенство (2.10) к функции Φ(x), учитывая (1.2) и

оценивая снизу ε в соответствии с (2.3), для некоторой постоянной C12 получаем

|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C12

( lnN

N

)m−n
ε−ne−αε

−1xk , n ≥ 0. (2.25)

Учитывая (2.11), (2.13), (2.25), имеем
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|u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x)| ≤ C3

Nm−n + C12

( lnN

N

)m−n
ε−ne−αε

−1xk , n ≥ 0. (2.26)

Условие ε−ne−αε−1xk ≤ 1 равносильно следующему:

xk ≥ −
nε

α
ln ε. (2.27)

Из (2.26) получаем, что в случае σ = 1/2 при выполнении условия (2.27) для некоторой
постоянной C13 справедлива оценка погрешности:

|u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x)| ≤ C13

(
lnN

N

)m−n
, x ∈ [xk, xk+m−1], n ≥ 0.

Замечание. Пусть функция u(x) в узлах сетки задана с погрешностью δ: ũk = uk+ δk,
|δk| ≤ δ, k = 0, 1, . . . , N. Тогда

|u(n)(x)−L(n)
k,m(ũ, x)| ≤ |u(n)(x)−L(n)

k,m(u, x)|+|L(n)
k,m(ũ−u, x)| ≤ |u(n)(x)−L(n)

k,m(u, x)|+C14δ

τnk
,

где C14 — некоторая постоянная, τk — шаг сетки на интервале [xk, xk+m−1]. Оценка
погрешности складывается из оценки погрешности формулы численного дифференци-
рования и оценки вычислительной погрешности. Оценка вычислительной погрешности,
связанной с неточностью задания u(x), согласуется с [1, c. 93].

3. Оценка погрешности формул
численного дифференцирования

на равномерной сетке вне пограничного слоя

Во введении показано, что на равномерной сетке относительная погрешность формул
численного дифференцирования в области пограничного слоя может быть порядка O(1).
Исследуем применимость этих формул вне области пограничного слоя. Пусть Ωh — рав-
номерная сетка интервала [0, 1] с шагом h и узлами xk = kh, k = 0, 1, . . . , N.

Теорема 2. Пусть
ε ≥ h, xk ≥ −

εm

α
ln ε

или
ε ≤ h, xk ≥ −

ε

α

[
n ln

ε

h
+m ln ε

]
.

Тогда для некоторой постоянной C справедлива оценка погрешности:

|u(n)(x)− L(n)
k,m(u, x)| ≤ Chm−n, x ∈ [xk, xk+m−1]. (3.1)

Доказательство. В соответствии с (2.10), для некоторой постоянной C15:

|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C15

n∑
j=0

(h
ε

)m−n+j
ε−ne−αxk/ε, x ∈ [xk, xk+m−1]. (3.2)

Случай ε ≥ h. Из (3.2) получаем, что для некоторой постоянной C16:

|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C16h

m−nε−me−αxk/ε, x ∈ [xk, xk+m−1]. (3.3)
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Несложно проверить, что неравенство ε−me−αxk/ε ≤ 1 при ε ∈ (0, 1] можно записать в
виде

xk ≥ −
εm

α
ln ε. (3.4)

Из (3.3) получаем, что при выполнении условия (3.4) справедлива оценка погрешности

|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C16h

m−n, x ∈ [xk, xk+m−1]. (3.5)

Учитывая (2.11), (2.13), (3.5), получаем оценку (3.1)

Случай ε ≤ h. Из (3.2) получаем

|Φ(n)(x)− L(n)
k,m(Φ, x)| ≤ C17

(h
ε

)m
ε−ne−αxk/ε = C17h

m−nhnε−(n+m)e−αxk/ε. (3.6)

Неравенство hnε−(n+m)e−αxk/ε ≤ 1 равносильно следующему:

xk ≥ −
ε

α

[
n ln

ε

h
+m ln ε

]
. (3.7)

Учитывая (3.6), (3.7), получаем (3.1).

В соответствии с теоремой 2, определена область интервала [0, 1], в которой в случае
равномерной сетки справедлива оценка погрешности (3.1) формулы численного диффе-
ренцирования L(n)

k,m(u, x), равномерная по параметру ε.

4. Численные эксперименты

Рассмотрим функцию вида (1.1)

u(x) = cos
πx

2
+ e−x/ε, x ∈ [0, 1], ε > 0. (4.1)

Выпишем разностные формулы для первой производной с числом узлов от 2 до 4:

u′(x) ≈ Λ1
2,N, ε(x) =

uk − uk−1
τk

, x ∈ [xk−1, xk], (4.2)

u′(x)≈Λ1
3,N, ε(x)=

uk−uk−1
τk

+
uk+1−2uk+uk−1

2τ2k
(2x−xk−xk−1), x∈ [xk−1, xk+1], (4.3)

u′(x) ≈ Λ1
4,N, ε(x) =

uk − uk−1
τk

+
uk+1 − 2uk + uk−1

2τ2k
(2x− xk − xk−1)+

uk+2 − 3uk+1 + 3uk − uk−1
6τ3k

(3x2 − τ2k − 6xkx+ 3x2k), x ∈ [xk−1, xk+2]. (4.4)

Выпишем разностные формулы для второй производной:

u′′(x) ≈ Λ2
3,N, ε(x) =

uk+1 − 2uk + uk−1
τ2k

, x ∈ [xk−1, xk+1], (4.5)

u′′(x) ≈ Λ2
4,N, ε(x) =

uk+1 − 2uk + uk−1
τ2k

+
uk+2 − 3uk+1 + 3uk − uk−1

τ3k
(x− xk), (4.6)

где x ∈ [xk−1, xk+2]. В формулах (4.2)–(4.6) τk — шаг интервала, на котором вычисляется
производная. Шаги сетки соответствуют (2.1), при этом τk = h в пограничном слое и
τk = H вне области пограничного слоя.

Зададим погрешность вычисления n-й производной по разностной формуле с m уз-
лами:
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∆n
m,N,ε = max

j
εn|u(n)(x̃j)− Λnm,N,ε(x̃j)|,

где x̃j — узлы сгущенной вдвое сетки Ω.
Зададим теоретический порядок точности в соответствии с оценкой (2.4), соответ-

ствующей наибольшему вкладу в погрешность, и вычисленный порядок точности при
наименьшем в таблице значении ε:

CRth = log10
(1nN/N)m−n

(1n(10N)/(10N))m−n
, CRpr = log10

∆n
m,N, ε

∆n
m,10N,ε

.

В таблице 1 приведена погрешность ∆1
2,N, ε формулы (4.2) в случае равномерной сетки

и функции (4.1) в зависимости от N , ε. При ε = 1/N погрешность остается той же
самой при увеличении N . Из таблицы следует, что погрешность порядка O(1) при малых
значениях ε.
Таблица 1. Погрешность формулы (4.2) для первой производной на равномерной сетке (m=2)

ε

N

12 120 1200 12000

Погрешность

1 6.39e− 2 6.41e− 3 6.41e− 4 6.41e− 5

1/12 3.59e− 1 4.75e− 2 4.90e− 3 4.92e− 4

1/120 8.99e− 1 3.68e− 1 4.83e− 2 4.98e− 3

1/1200 9.90e− 1 9.00e− 1 3.68e− 1 4.84e− 2

1/12000 9.99e− 1 9.90e− 1 9.00e− 1 3.68e− 1

В табл. 2 приведена погрешность ∆1
2,N, ε формулы (4.2) в случае сетки Шишкина.

В предпоследней и последней строках приведены теоретический и вычисленный порядки
точности. С увеличением N вычисленный порядок точности приближается к теоретиче-
скому.

Таблица 2. Погрешность формулы (4.2) и вычисленные порядки точности для первой произ-
водной на сетке Шишкина (m = 2)

ε

N

12 120 1200 12000

Погрешность

1 6.39e− 2 6.41e− 3 6.41e− 4 6.41e− 5

1/12 3.13e− 1 4.75e− 2 4.90e− 3 4.92e− 4

1/120 3.20e− 1 7.57e− 2 1.17e− 2 1.56e− 3

1/1200 3.20e− 1 7.57e− 2 1.17e− 2 1.56e− 3

1/12000 3.20e− 1 7.57e− 2 1.17e− 2 1.56e− 3

Вычисленные порядки точности

CRth 0.72 0.83 0.88

CRpr 0.63 0.81 0.88

Отметим, что и для остальных формул для производных (4.3)–(4.6) в случае равно-
мерной сетки в экспериментах погрешность была порядка O(1) при малых значениях ε.
При ε = 1/N погрешность оставалась постоянной независимо от увеличения N .

По аналогии с табл. 2 в таблицах 3–6 приведены погрешности, теоретический и вы-
численный порядки точности формул (4.3) и (4.4) для первой производной и формул
(4.5), (4.6) для второй производной на сетке Шишкина.
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Результаты вычислений согласуются с оценкой погрешности (2.4) теоремы 1. Эта
оценка соответствует погрешности вычисления производных в пограничном слое и вно-
сит наибольший вклад в вычисляемую погрешность ∆n

m,N, ε при n = 1, 2, m = 2, 3, 4.

Таблица 3. Погрешность формулы (4.3) и вычисленные порядки точности для первой произ-
водной на сетке Шишкина (m = 3)

ε

N

12 120 1200 12000

Погрешность

1 7.90e− 3 8.11e− 5 8.12e− 7 8.12e− 9

1/12 1.68e− 1 3.10e− 3 3.31e− 5 3.37e− 7

1/120 2.24e− 1 1.60e− 2 4.08e− 4 7.32e− 6

1/1200 2.24e− 1 1.60e− 2 4.08e− 4 7.32e− 6

1/12000 2.24e− 1 1.60e− 2 4.08e− 4 7.32e− 6

Вычисленные порядки точности

CRth 1.43 1.66 1.76

CRpr 1.15 1.60 1.75

Таблица 4. Погрешность формулы (4.4) и вычисленные порядки точности для первой произ-
водной на сетке Шишкина (m = 4)

ε

N

12 120 1200 12000

Погрешность

1 9.99e− 4 1.02e− 6 1.02e− 9 1.46e− 11

1/12 8.40e− 2 2.22e− 4 2.47e− 7 2.50e− 10

1/120 2.07e− 1 5.60e− 3 2.50e− 5 6.09e− 8

1/1200 2.07e− 1 5.60e− 3 2.50e− 5 6.09e− 8

1/12000 2.07e− 1 5.60e− 3 2.50e− 5 6.09e− 8

Вычисленные порядки точности

CRth 2.14 2.49 2.63

CRpr 1.57 2.36 2.62

Таблица 5. Погрешность формулы (4.5) и вычисленные порядки точности для второй произ-
водной на сетке Шишкина (m = 3)

ε

N

12 120 1200 12000

Погрешность

1 2.82e− 1 2.92e− 2 2.92e− 3 2.92e− 4

1/12 6.00e− 1 9.44e− 2 9.94e− 3 9.99e− 4

1/120 6.72e− 1 2.09e− 1 3.47e− 2 4.68e− 3

1/1200 6.72e− 1 2.09e− 1 3.47e− 2 4.68e− 3

1/12000 6.72e− 1 2.09e− 1 3.47e− 2 4.68e− 3

Вычисленные порядки точности

CRth 0.72 0.83 0.88

CRpr 0.51 0.78 0.87
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Таблица 6. Погрешность формулы (4.6) и вычисленные порядки точности для второй произ-
водной на сетке Шишкина (m = 4)

ε

N

12 120 1200 12000

Погрешность

1 4.40e− 2 4.50e− 4 4.51e− 6 3.73e− 7

1/12 3.48e− 1 8.24e− 3 9.08e− 5 9.17e− 7

1/120 5.68e− 1 6.67e− 2 1.94e− 3 3.57e− 5

1/1200 5.68e− 1 6.67e− 2 1.94e− 3 3.57e− 5

1/12000 5.68e− 1 6.67e− 2 1.94e− 3 3.57e− 5

Вычисленные порядки точности

CRth 1.43 1.66 1.76

CRpr 0.93 1.54 1.74

5. Заключение

Исследована возможность применения классических формул численного дифферен-
цирования, основанных на интерполяции Лагранжа, в случае, когда функция имеет
большие градиенты в области экспоненциального пограничного слоя. На равномерной
сетке в случае такой функции погрешность может быть порядка O(1). Доказано, что в
случае сетки Шишкина оценки относительной погрешности классических формул для
производных равномерны по малому параметру. В случае равномерной сетки выделена
погранслойная область, вне которой оценка погрешности равномерна по малому пара-
метру. Приведены результаты численных экспериментов, согласующиеся с полученными
оценками.
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