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С использованием метода двухмасштабной гомогенизации системы уравнений Навье —
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Введение. Течение жидкостей в пористых средах является объектом интенсивных
исследований в таких инженерных дисциплинах, как нефтедобыча, управление водными
ресурсами, гражданская инженерия и др. Важным инструментом моделирования таких те-
чений является теория осреднений уравнений математической физики для неоднородных

пористых сред, ставшая самостоятельной математической дисциплиной в 80-х гг. XX в.
Среди многочисленных приложений данной теории большое значение имеет теория филь-
трации жидкостей в грунтах. Задачи фильтрации, решаемые с помощью методов теории
осреднений, имеют особенности, обусловленные видом рассматриваемых уравнений, нали-
чием в задачах разных масштабов, сильной нелинейностью уравнений и т. д.

Наиболее распространенным и эффективным подходом к осреднению уравнений для

неоднородных сред является метод двухмасштабных разложений, применявшийся для ре-
шения типичных задач осреднения в работе [1]. Вывод закона фильтрации Дарси из урав-
нений течения Навье — Стокса выполнен в работе [2].

Для упрощенной модели типа модели Навье — Стокса — Кана — Хиллиарда осред-
нение проведено в работе [3]. Данная модель представляет собой модель фазового поля для
двухфазной несмешивающейся несжимаемой пористой среды при наличии поверхностно-
го натяжения. Течение в порах описывается сильно связанной системой нестационарных
упрощенных уравнений Стокса — Кана — Хиллиарда; с помощью подхода двухмасштаб-
ной сходимости получены масштабированные уравнения. Однако гомогенизация не при-
водит к разделению масштабов. Это выражается в том, что в результате осреднения ско-
рость зависит как от макро-, так и от микропеременной.

Работа частично выполнена в рамках государственного задания Министерства науки и высшего об-
разования РФ по теме “Современные методы гидродинамики для задач природопользования, индустри-
альных систем и полярной механики” (тема № FZMW-2020-0008).
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В настоящей работе масштабы удается разделить для случая сильной смешиваемо-
сти, когда жидкости разделены диффузной границей конечной ширины, не зависящей от
параметра масштаба.

Описание модели. Для равновесных обратимых процессов двухкомпонентной жид-
кости термодинамическое тождество Гиббса имеет вид [4]

dE = θ dS + µ0 dρ+ µ d(ρc), (1)

где E — внутренняя энергия единицы объема; θ — абсолютная температура; S — энтро-
пия единицы объема; ρ — полная плотность смеси; µ0 — химический потенциал смеси; c,
µ — массовая концентрация и химический потенциал добавляемого (второго) компонен-
та. Поскольку термодинамическое давление представляет собой производную энергии по
объему, из (1) следует выражение для давления [4]

p = −E + θS + µ0ρ+ µρc. (2)

Величина ϕ = ρc представляет собой парциальную плотность второго компонента: ϕ =
ρ̄2φ2; ρ̄i, φi — плотность и объемная концентрация i-го компонента; i = 1, 2. Далее ϕ будем
называть концентрацией. Если ввести свободную энергию Гиббса f , то в силу (1), (2)
химический потенциал µ удовлетворяет равенству

µ =
∂f

∂ϕ
, f = E + p− θS.

В случае неравномерных процессов в двухкомпонентных смесях согласно теории Ка-
на — Хиллиарда химический потенциал определяется как функциональная производная

внутренней энергии: µ = δf/δϕ, где

f = γw(ϕ) + α |∇ϕ|2/2, (3)

w(ϕ) — безразмерная объемная энергия; γ, α — размерные константы, обратно и прямо
пропорциональные ширине размазанного межфазного фронта. Введем вязкость смеси

η̃ = [η1(ρ̄2 − ϕ) + η2ϕ]/ρ̄2,

где ηi — вязкости компонентов. Типичное представление для объемной энергии имеет
вид [3]

ω(ϕ) = ϕ2
2(1− ϕ2)

2 = ϕ2(ρ̄2 − ϕ)2/ρ̄4
2.

Заметим, что функциональная производная в области Ω находится из равенства∫
Ω

δf

δϕ
h dxy dz =

d

dλ

∫
Ω

f(ϕ+ λh) dx dy dz
∣∣∣
λ=0

=

=

∫
Ω

[γ ∂w(ϕ)− α∆ϕ]h dx dy dz ∀h ∈ C1(Ω)

при условии ∂ϕ/∂n = 0 на границе области, т. е. на ∂Ω. Поэтому

µ = γw′(ϕ)− α∆ϕ, w′(ϕ) =
dw

dϕ
.

Вектор потока концентрации подчиняется закону Фика

j = −β∇µ,
где β — коэффициент мобильности [4]. Концентрация удовлетворяет уравнению переноса

∂ϕ

∂t
+ (v · ∇)ϕ+ div j = 0,
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в котором скорость v находится из уравнения Навье — Стокса

ρ
(∂v
∂t

+ (v · ∇)v
)

= −∇ p+ div τ + ρg.

Здесь g — ускорение свободного падения; τ — нешаровая часть тензора напряжений:

τ = 2η̃Dv + αS, S = (|∇ϕ|2/3) I −∇ϕ⊗∇ϕ, (a⊗ b)ij = aibj , (4)

Dv — симметричная часть матрицы ∇v, т. е. 2Dv = ∇v+(∇v)∗; I — единичная матрица.
Первое слагаемое в определении тензора S выбрано таким образом, чтобы девиатор S был
равен нулю. Поэтому в случае выполнения условия несжимаемости

div v = 0

шаровая часть тензора τ равна нулю.
Следует отметить, что в формулах (3), (4) параметр α имеет одно и то же значение [5].

Действительно, пусть u(x) — виртуальная скорость:

div u = 0, u
∣∣
∂Ω

= 0, (5)

которой соответствует виртуальная деформация начального состояния жидкости:

ht(x) = x+ tu(x).

Рассмотрим случай, когда сдвиговой вязкостью можно пренебречь. В соответствии с прин-
ципом виртуальной мощности имеем

N(u) = −
∫
Ω

τ : Du dx. (6)

Мощность N(u) также можно вычислить непосредственно, с использованием определения
свободной энергии:

N(u) =
d

dt

∫
Ω

F dx
∣∣∣
t=0

, F = γω(ϕ(ht(x))) +
α

2
|∇ϕ(ht(x))|2.

Нетрудно показать, что

d

dt

∫
Ω

F dx
∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

γ∇ω(ϕ) · u+ α∇ϕ⊗∇ϕ : Du dx. (7)

Из формул (5)–(7) следует равенство

τ = −α∇ϕ⊗∇ϕ.
При добавлении в интеграл в правой части равенства (7) слагаемого −(α/3)|∇ϕ|2 divu
данное равенство не меняется, поэтому представление (4) для тензора S обоснованно.

Введем безразмерные переменные и параметры

x′ =
x

H
, v′ =

v

V
, V =

H

T
, p′ =

Hp

V η1
, µ′ =

ρ̄1Hµ

V η1
, j′ =

j

ρ̄1V
, ϕ′ =

ϕ

ρ̄2
,

Re =
ρ̄1HV

η1
, Fr =

gH

V 2
, Λ =

αρ̄2
2

η1V H
, B =

βη1

ρ̄2
1H

2
, Γ =

γHρ̄1

ρ̄2V η1
.

Tогда уравнения для двухкомпонентной смешиваемой жидкости принимают вид

µ′ = Γ
dw(ϕ′)

dϕ′
− Λ ∆′ϕ′, ω(ϕ′) = ϕ′2(1− ϕ′)2; (8)
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j′ = −B∇′µ′; (9)

R
(∂ϕ′
∂t′

+ (v′ · ∇′)ϕ′
)

+ div′ j′ = 0, R =
ρ̄2

ρ̄1
; (10)

ρ

ρ̄1
Re

(∂v′
∂t′

+ (v′ · ∇′)v′
)

= −∇′ p′ + div (2η(ϕ′)D′)− ρ

ρ̄1
Fr Re ez +

+ Λ div′
(1

3
|∇′ϕ′|2 · I −∇′ϕ′ ⊗∇′ϕ′

)
, η(ϕ′) = ϕ′

η2

η1
+ 1− ϕ′; (11)

div′ v′ = 0, (12)

где ez = e3 — единичный вектор, направление которого противоположно направлению
силы тяжести; ϕ′ имеет смысл объемной доли второго компонента.

Исключая химический потенциал µ′ и поток j′, получаем уравнение

R
(∂ϕ′
∂t′

+ (v′ · ∇′)ϕ′
)
− div′

[
B∇′

(
Γ
dw

dϕ′
− Λ ∆′ϕ′

)]
= 0. (13)

Таким образом, математическая модель сводится к уравнениям (11)–(13) для функций
p′, ϕ′, v′.

Опуская штрихи и полагая число Рейнольдса малым, уравнения (8)–(12) можно пред-
ставить в виде

µ = Γw′(ϕ)− Λ ∆ϕ; (14)

j = −B∇µ; (15)

R
(∂ϕ
∂t

+ (v · ∇)ϕ
)

+ div j = 0; (16)

0 = −∇p+ 2 div (η(ϕ)D) + Λ div ((1/3)|∇ϕ|2 · I −∇ϕ⊗∇ϕ); (17)

div v = 0. (18)

Математически корректными граничными условиями на непроницаемых границах явля-
ются условия

v = 0,
∂ϕ

∂n
= 0, µ = 0

(
или

∂µ

∂n
= 0

)
. (19)

Смешиваемость. Рассмотрим течения в перфорированной области Ωε
f , являющей-

ся частью перфорированного пространства с периодической структурой (см. рисунок).
Опишем ее детально с помощью единичного куба Y = (0, 1)n для n = 2, 3. Эта ячейка
периодичности состоит из жидкой Yf и твердой Ys частей. Если Ω — область в Rn, то
ее перфорированная часть Ωε

f = ∪z∈Znε(Yf + z) ∩ Ω представляет собой область, занятую

жидкостью, где Yf + z — сдвиг области Yf на вектор z; ε(Yf + z) — “сжатие” области
Yf + z в ε раз. Параметр ε представляет собой отношение размера l (см. рисунок) ячейки
периодичности εY к размеру L области Ω: ε = l/L.

Покажем, что для задачи (14)–(19) справедливо энергетическое равенство

d

dt

∫
Ωε

f

Γw(ϕ)

Λ
+
|∇ϕ|2

2
dx+

∫
Ωε

f

B|∇µ|2

ΛR
+

2η|∇v|2

Λ
dx = 0. (20)

С использованием уравнения (16) вычислим производную энергии:

Γ

Λ

d

dt

∫
Ωε

f

w(ϕ) dx =
Γ

Λ

∫
Ωε

f

w′(ϕ)ϕt dx = −Γ

Λ

∫
Ωε

f

w′(ϕ)(R−1 div j + v · ∇ϕ) dx.
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L
l

Yf

Ys

à á

Схемы безразмерной области Ω, выделенной из пространства с периодической
структурой (а), и подобласти Yf в ячейке периодичности Y (б)

В силу уравнения (15) имеем

Γ

Λ

d

dt

∫
Ωε

f

w(ϕ) dx =
ΓB

RΛ

∫
Ωε

f

w′(ϕ)∆µ dx− Γ

Λ

∫
∂Ωε

f

wv · n dσ =
ΓB

RΛ

∫
Ωε

f

w′(ϕ) ∆µ dx. (21)

Умножая уравнение (16) на ∆ϕ и интегрируя его по частям, получаем равенство

d

dt

∫
Ωε

f

|∇ϕ|2

2
+

∫
Ωε

f

B |∇µ|2

RΛ
dx = −ΓB

RΛ

∫
Ωε

f

w′(ϕ) ∆µ dx+

∫
Ωε

f

(v · ∇ϕ) ∆ϕdx. (22)

В силу (17) последний интеграл в правой части формулы (22) можно записать в виде∫
Ωε

f

(v · ∇ϕ) ∆ϕdx = −
∫
Ωε

f

2η|v|2

Λ
dx.

Суммирование равенств (21), (22) приводит к формуле (20), из которой следует неравен-
ство ∫

Ωε
f

w(ϕ(x, t)) dx 6
∫
Ωε

f

w(ϕ0) dx+
Λ

2Γ

∫
Ωε

f

|∇ϕ0|2

2
dx, ϕ0(x) = ϕ

∣∣
t=0

. (23)

В силу (8) равенство ∫
Ωε

f

w(ϕ(x, t)) dx = 0

справедливо только в отсутствие смешиваемости, т. е. когда ϕ принимает значения 0 и 1.
Поэтому выполнение условия для начальной концентрации∫

Ωε
f

w(ϕ0(x)) dx 6 δ, ϕ0 = ϕ
∣∣
t=0

(24)
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при малом δ свидетельствует о слабой начальной смешиваемости. Задавая константу c0,
ограничимся следующим классом начальных данных:∫

Ωε
f

|∇ϕ0|2 dx 6 c0. (25)

Из (23)–(25) следует ∫
Ωε

f

w(ϕ(x, t)) dx 6 2δ (26)

при условии, что отношение Λ/Γ достаточно мало. Таким образом, слабая начальная сме-
шиваемость сохраняется при малом значении Λ/Γ.

Пусть ε0 — безразмерная ширина межфазной границы. В [6] полагается, что Γ ∼ 1/ε0,
Λ ∼ ε0, поэтому Λ/Γ ∼ ε20. Введенный математический критерий слабой смешиваемо-
сти (26) согласуется с условием малой толщины межфазной границы.

Гомогенизация. В настоящей работе рассматривается случай сильной смешиваемо-
сти, когда Γ(ε) ∼ 1, Λ(ε) ∼ 1 при ε = l/L → 0 и не рассматривается вопрос о степени
смешиваемости реальных жидкостей в рамках сформулированных критериев, посколь-
ку это требует проведения дополнительного исследования. Поскольку жидкость идеально
смешивается сама с собой, с другой жидкостью она хорошо смешивается в случае, если
химические составы этих жидкостей подобраны определенным образом.

В соответствии с методом двухмасштабной гомогенизации решение vε, ϕε, pε, µε за-
дачи (14)–(19) находим в виде асимптотических рядов

vε(x) = ε2v0(x, y) + ε3v1(x, y) + . . . , y = x/ε,

pε(x) = p0(x) + εp1(x, y) + . . . , y = x/ε,

ϕε(x) = ϕ0(x) + εϕ1(x, y) + . . . , y = x/ε,

µε(x) = µ0(x) + εµ1(x, y) + . . . , y = x/ε,

jε(x) = j0(x) + εj1(x, y) + . . . , y = x/ε.

Коэффициенты f i(x, y) полагаются Y -периодическими по переменной y.
В соответствии с правилом дифференцирования сложной функции имеем

∂f(x, x/ε)

∂xi
=

(∂f(x, y)

∂xi
+

1

ε

∂f(x, y)

∂yi

)∣∣∣
y=x/ε

.

В результате вычислений получаем

∂vε(x)

∂xj
= ε2

∑
i=0

εi
∂vi(x, y)

∂xj
+ ε

∑
i=0

εi
∂vi(x, y)

∂yj
,

div (ηεDε) = divy (η0D0
y) +O(ε), η0 = η(ϕ0), 2(D0

y)ij =
∂v0

i

∂yj
+
∂v0

j

∂yi
,

∂ϕε(x)

∂xj
=

∑
i=0

εi
(∂ϕi(x, y)

∂xj
+

1

ε

∂ϕi(x, y)

∂yj

)
, (27)

∂2ϕε(x)

∂xk ∂xj
=

∑
i=0

εi
(∂2ϕi(x, y)

∂xk ∂xj
+

1

ε2
∂2ϕi(x, y)

∂yk ∂yj
+

1

ε

∂2ϕi(x, y)

∂xk ∂yj
+

1

ε

∂2ϕi(x, y)

∂yk ∂xj

)
,
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∆ϕε(x) =
∑
i=0

(
εi ∆xϕ

i(x, y) + εi−2 ∆yϕ
i(x, y) + 2εi−1

∑
k

∂2ϕi(x, y)

∂yk ∂xk

)
,

где y = x/ε. Согласно теории двухмасштабной гомогенизации при подстановке производ-
ных в уравнения переменные x, y в правых частях формул (27) считаются независимыми.
Например, уравнение (14) принимает вид∑

i=0

εiµi(x, y) = Γω′(ξ)
∣∣
ξ=Σ

i=0
εiϕi(x,y)

−

− Λ
∑
i=0

(
εi ∆xϕ

i(x, y) + εi−2 ∆yϕ
i(x, y) + 2εi−1

∑
k

∂2ϕi(x, y)

∂yk ∂xk

)
. (28)

Запишем уравнение (28) следующим образом:

ε−2(· · ·)−2 + ε−1(· · ·)−1 + (· · ·)0 + . . . = 0, (· · ·)−2 = ∆yϕ
0(x, y). (29)

В соответствии с методом асимптотических разложений коэффициенты f i(x, y) в рядах
определяются из уравнений (· · ·)k = 0. В частности, получаем, что в области Yf

∆yϕ
0(x, y) = 0. (30)

Умножая уравнение (30) на ϕ0 и интегрируя его по частям по области Yf , получаем

0 = −
∫
Yf

|∇yϕ
0|2 dy +

∫
∂Yf

ϕ0 ∂ϕ
0

∂n
ds.

Из условий периодичности на плоских гранях и граничного условия ∂ϕ0/∂n = 0 на границе
области, занятой жидкостью, следует, что интеграл по границе равен нулю. Поэтому в
области Yf

∇yϕ
0 = 0, (31)

т. е. ϕ0 = ϕ0(x).
Равенство нулю коэффициента (· · ·)0 в (28) эквивалентно соотношениям

µ0(x, y) = Γw′(ϕ0)− Λ∆xϕ
0, ∇yµ

0 = 0. (32)

Для квадратной матрицы A определен вектор divA с компонентами

(divA)n =
∂Anj

∂xj
.

В частности, если матрица A задана с помощью тензорного произведения двух векторов
A = a⊗ b, Aij = aibj , имеем

(div (a⊗ b))n =
∂ (anbj)

∂xj
. (33)

С использованием формулы (33) находим

(div (∇ϕε ⊗∇ϕε))n =
∂ϕε

∂xn
∆ϕε +

∂ϕε

∂xj

∂2ϕε

∂xj ∂xn
=

∑
i=0

εi
(∂ϕi(x, y)

∂xn
+

1

ε

∂ϕi(x, y)

∂yn

)
×

×
∑
i=0

(
εi∆xϕ

i(x, y) + εi−2∆yϕ
i(x, y) + 2εi−1

∑
k

∂2ϕi(x, y)

∂yk ∂xk

)
+
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+
∑
j=1

∑
i=0

εi
(∂ϕi(x, y)

∂xj
+

1

ε

∂ϕi(x, y)

∂yj

)
×

×
∑
i=0

εi
(∂2ϕi(x, y)

∂xj ∂xn
+

1

ε2
∂2ϕi(x, y)

∂yj ∂yn
+

1

ε

∂2ϕi(x, y)

∂xj ∂yn
+

1

ε

∂2ϕi(x, y)

∂yj ∂xn

)
. (34)

В силу (31) имеем представление

(div (∇ϕε ⊗∇ϕε))n =
∂ϕ0

∂xn
∆xϕ

0 +
1

2

∂|∇xϕ
0|2

∂xn
+O(ε).

Аналогичным образом получаем

∂

∂xn
|∇ϕε|2 =

∂ |∇xϕ
0|2

∂xn
+O(ε).

Записывая уравнение (17) в виде

(· · ·)0 +O(ε) = 0

и требуя выполнения равенства (· · ·)0 = 0, получаем уравнение

∂p0

∂xn
+
∂p1

∂yn
= η0 ∆yv

0
n(x, y) + Λ(divx S

0)n,

S0 =
1

3
|∇xϕ

0|2 · I −∇xϕ
0 ⊗∇xϕ

0,

(35)

которое справедливо в области Yf при каждом x. Введем обозначение η0(x) = η(ϕ0(x)),
тогда уравнение (35) можно записать в виде

0 = −∇yp
1 + η0(x) ∆yv

0(x, y) + divx C
0, C0 = −p0 · I + ΛS0. (36)

Для осреднения по переменной y используем следующее обозначение:

ṽ(x) =
1

|Y |

∫
Yf

v0(x, y) dy,

для Y -периодических вектор-функций введем пространство Соболева

VY = {v: v ∈ H1(Yf ), div v = 0, v
∣∣
∂Yf

= 0}.

Скалярное произведение определяется следующим образом:

(u,w)VY
=

∫
Yf

∂ui

∂yk

∂wi

∂yk
dy.

Из (18) следует

0 = div vε = ε−1 divy v
0 + divx v

0 + divy v
1 +O(ε),

тогда

divy v
0 = 0, divx v

0 + divy v
1 = 0. (37)

Для произвольной функции ψ ∈ VY справедливо равенство∫
Yf

∇yp
1 ·ψ dy =

∫
∂Yf

p1ψ · n ds−
∫
Yf

p1 divy ψ dy = 0.
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Тогда, умножая уравнение (36) на ψ(y) и интегрируя его по Yf , получаем соотношение

η0(v0,ψ)VY
= divxC

0(x)

∫
Yf

ψ dy ≡
∫
Yf

ψi(y)
∂C0

ij(x)

∂xj
dy, ψ = ψie

i,

где ei — единичный вектор оси xi.
В случае если v0(x, y) искать в виде

v0(x, y) = wj(x, y)
∂C0

jk(x)

∂xk
, (38)

то оказывается, что при каждом x ∈ Ω функция w(x, y) принадлежит пространству VY и

является Y -периодическим решением задачи

η0(x)(wj ,ψ)VY
=

∫
Yf

ψj(y) dy ∀ψ ∈ VY ,

∫
Yf

wj dy = 0.

Это означает, что w(x, y) представляет собой слабое решение задачи

∆yw
j −∇yq

j = −ej/η0, divyw
j = 0, wj |y∈∂Yf

= 0.

Умножая уравнение (38) скалярно на вектор ei и интегрируя его по области Yf , по-
лучаем равенство

ṽi = Kij(x)
∂C0

jk(x)

∂xk

или

ṽ(x) = K(x) · divxC
0, Kij =

∫
Yf

ei ·wj dy,

которое можно записать следующим образом:

ṽ(x) = −K(x) · ∇xp
0 + ΛK(x) divx S

0(x),

S0 = (1/3) |∇xϕ
0|2 · I −∇xϕ

0 ⊗∇xϕ
0

(39)

(K — тензор мобильности Дарси, т. е. проницаемость, деленная на динамическую вяз-
кость). Уравнение (39) представим в координатном виде

ṽi(x) = −Kij
∂p0

∂xj
+ ΛKij

∂

∂xk

(1

3
δjk |∇xϕ

0|2 − ∂ϕ0

∂xj

∂ϕ0

∂xk

)
.

Интегрируя уравнение (37) по Yf , получаем условие несжимаемости

divx ṽ = 0.

Подставляя асимптотические ряды в уравнение (16) и учитывая коэффициенты при
степенях ε−1 и ε0, получаем

divy j
0 = 0, R

∂ϕ0

∂t
+ divx j

0 + divy j
1 = 0. (40)

После интегрирования по области Yf уравнение (40) принимает вид

R
∂ϕ0

∂t
+ divx j̃ = 0. (41)
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Подставляя в уравнение (15) ряды и учитывая коэффициенты при степенях ε−1 и ε0,
получаем соотношения

∇yµ
0 = 0, j0 = −B(∇xµ

0 +∇yµ
1),

интегрирование которых по Yf приводит к закону Фика

j̃ = −B∇xµ
0. (42)

При выводе уравнения (42) использовались Y -периодичность функции µ1 и граничное

условие

µ1
∣∣
∂Yf

= 0.

Таким образом, из (32), (41) следует система уравнений фильтрации двухкомпонентной
смешиваемой жидкости

ṽ = −K∇xp
0 + ΛK divx ((1/3) |∇xϕ

0|2 · I −∇xϕ
0 ⊗∇xϕ

0), divx ṽ = 0,

R
∂ϕ0

∂t
= divx(B∇xµ

0), µ0(x) = Γw′(ϕ0)− Λ∆xϕ
0.

(43)

Заметим, что уравнения (43) для неизвестных ṽ, p, ϕ0, µ0 выполняются не в перфориро-
ванной области Ωε

f , а во всей области Ω.
Заключение. С использованием уравнений Навье — Стокса и Кана — Хиллиарда

исследованы течения двухкомпонентной смешиваемой жидкости в перфорированной обла-
сти. Для случая сильной смешиваемости путем двухмасштабной гомогенизации получены
уравнения фильтрации. Для такого случая установлено, что масштабы разделяются, т. е.
поле скорости и другие параметры течения зависят лишь от макропеременных и не зави-
сят от микропеременных.
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