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В данной работе построена численная схема для аппроксимации класса интегральных уравнений
Вольтерра типа свертки с сильно осциллирующими ядрами. Предлагаемый численный метод использу-
ется для преобразования интегральных уравнений Вольтерра типа свертки в простые алгебраические
уравнения. При помощи обратного преобразования задача преобразуется в интегральное представление
в комплексной плоскости, а затем вычисляется с использованием подходящей квадратурной формулы.
Численная схема применяется для класса линейных и нелинейных интегральных уравнений Вольтерра
типа свертки с сильно осциллирующими ядрами, и некоторые из полученных результатов сравниваются
с методами, имеющимися в литературе. Основное преимущество данной схемы — преобразование сильно
осциллирующей задачи в неосциллирующую и простую задачу. Таким образом, большой класс подоб-
ных интегральных уравнений с ядрами сильно осциллирующего типа может быть очень эффективно
аппроксимирован.
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In the present work, a numerical scheme is constructed for the approximation of a class of Volterra
integral equations of the convolution type with highly oscillatory kernels. The proposed numerical technique
transforms the Volterra integral equations of the convolution type into simple algebraic equations. By an
inverse transform the problem is converted into an integral representation in the complex plane, and then
computed by a suitable quadrature formula. The numerical scheme is applied for a class of linear and nonlinear
Volterra integral equations of the convolution type with highly oscillatory kernels, and some of the obtained
results are compared with the methods available in the literature. The main advantage of the present scheme
is the transformation of a highly oscillatory problem to a non-oscillatory and simple problem. So a large
class of a similar type of integral equations having kernels of a highly oscillatory type can be very effectively
approximated.
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Введение

Интегральные уравнения с осциллирующими ядрами имеют многочисленные приме-
нения во многих областях науки и техники, таких как электростатика, механика, механи-
ка жидкостей [1, 2] и многих других. Самыми важными из них являются интегральные
уравнения Вольтерра (ИУВ) с ядрами типа свертки (см., например, [3–5] и имеющиеся
там ссылки). Для точного вычисления сильно осциллирующих интегралов типа сверт-
ки за последние годы были разработаны многочисленные методы. Во многих случаях
точные аналитические решения такого типа интегральных уравнений с сильно осцилли-
рующими ядрами невозможно получить в замкнутом виде. Следовательно, численные
методы могут быть хорошей альтернативой для эффективного вычисления моделей та-
кого типа (см., например, [6, 7]). Некоторые лучшие из разработанных за последнее
время численных методов можно найти в [8–10]. Наиболее важной особенностью таких
задач является наличие осцилляционного параметра ω � 1, который содержится в ядре
интегральных уравнений и поэтому становится сильно осциллирующим. В этом случае
большинство стандартных методов коллокации трудно использовать для решения инте-
гральных уравнений с большими осцилляциями (см., например, [8, 11–14]).

Интегральные уравнения Вольтерра первого рода более общего вида, которые числен-
но исследовались в прошлом, можно найти в [6, 15–17]. Разработанные для этого методы,
где аппроксимируется интеграл, имеют большой параметр осцилляции. Вычисление та-
ких интегралов с использованием квадратурных методов всегда сложно и требует боль-
ших затрат (см., например, [18, 19]). Приближенные методы типа Филона оказались луч-
шими для аппроксимации интегральных уравнений с сильно осциллирующими ядрами
(см., например, [11, 20–22]). Необходимо дальнейшее теоретическое и численное изучение
осцилляционного поведения таких интегральных уравнений. Основная цель данного ис-
следования — аппроксимировать ИУВ с сильно осциллирующими ядрами типа свертки
с помощью метода на основе преобразования. ИУВ с сильно осциллирующими ядрами,
рассматриваемые в данном исследовании, определяются следующим образом:∫ t

0
κ(x, t)eiωg(x,t)F (x, y(x)) dx = f(t), t ∈ [0, T ], (0.1)

где ω — осцилляционный параметр, κ(x, t) и g(x, t) — разностное ядро и осциллятор соот-
ветственно, f(t) — некоторая гладкая функция, а F — неизвестная нелинейная функция;
таким образом, мы заменяем неизвестную нелинейную функцию на другую неизвестную
линейную функцию и решаем новые линейные ИУВ с сильно осциллирующими ядрами.

1. Анализ метода для интегральных уравнений Вольтерра

Предположим, что y(t) — функция переменной t, для которой существует преобра-
зование Лапласа

L [y(t)] = ŷ(s) =

∫ ∞
0

e−sty(t) dt,

и, следовательно, его обратное преобразование Лапласа

y(t) =
1

2πι

∫ c+ι∞

c−ι∞
estŷ(s) ds.

ИУВ типа свертки часто легко решать при помощи пары преобразований Лапласа (см.,
например, [23, 24]). Пусть y(t) — решение ИУВ (0.1). Тогда его обратное преобразова-
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ние ŷ — расширенное в пространстве Z подмножество комплексной плоскости, которое
задается следующим образом:

ŷ : C\Σθ → Z, (1.1)

где
Σθ = {s ∈ C : | arg(−s)| ≤ θ}, 0 < θ <

π

2
, (1.2)

а за пределами этого сектора Σθ функция ŷ(s) подчиняется условию

‖ŷ(s)‖ = O(1/|s|).

Следовательно, существует постоянная Cθ > 0 такая, что

‖ŷ(s)‖ ≤ Cθ
|s|
, s ∈ C\Σθ. (1.3)

Таким образом, формула обратного преобразования Лапласа сводится к виду

y(t) =
1

2πι

∫
Θ
etsŷ(s) ds, t > 0, (1.4)

где контур Θ проходит от предела c − ι∞ до c + ι∞. Параметрическое представление
пути Θ определяется следующим образом: σ : (a, b) → C, таким образом, y(t) задается
путем

y(t) =
1

2πι

∫ b

a
etσ(x)ŷ(σ(x))σ′(x) dx, t > 0. (1.5)

Классический метод [25, 26], в котором применяется правило равной длины, используется
для аппроксимации приведенного выше интеграла. Таким образом, для заданных N ≥ 1,
h > 0, xk = kh, −N : k : N , решение y(t) ИУВ (0.1) при любом t > 0 можно вычислить с
помощью следующей численной схемы:

yN (t) =
h

2πι

N∑
k=−N

etσ(xk)ŷ(σ(xk))σ
′(xk), t > 0. (1.6)

Для вычисления обратного ŷ алгоритм Талбота с использованием интервала (−π, π)
и модификация с использованием интервала (a, b) для интервала (−∞,+∞) помогают
найти оценки ошибки по правилу трапеций:∫ +∞

−∞
q(x) dx ' h

N∑
k=−N

q(hk), N ≥ 1, h > 0. (1.7)

Используем (1.2) при выборе θ; тогда для d > 0, α может быть выбрано таким образом,
чтобы удовлетворялись следующие неравенства:

d < min{π/2− α, α}, d+ α+ θ < π/2. (1.8)

Для отображения ζ(w) = − sin(α+ιw), w = x+ιY , легко показать, что преобразование
ζ перевело горизонтальный путь Imw = Y , где −d < Y < d, в левую ветвь гиперболы в
следующем уравнении: (

Re s

sin(α− Y )

)2

−
(

Im s

cos(α− Y )

)2

= 1.
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Поэтому ζ преобразовало полосу Sd в левые ветви при Y = ±d. Пусть λ > 0. Тогда
мы имеем отображение

s = σ(w) = λ(1 + ζ(w)). (1.9)

Следовательно, Θ получено в параметрическом виде, и мы можем вычислить следу-
ющее:

y(t) =

∫ +∞

−∞
Qt(x) dx, t > 0,

где отображение Qt : Sd → X, t > 0, определяется как

Qt(w) =
1

2πι
exp(tσ(w))ŷ(σ(w))σ′(w).

Основное преимущество данной численной схемы (1.6) — ее неосцилляционная при-
рода, которая очень легко и точно вычисляется. Другое преимущество состоит в том, что
приближенное решение u(t) в различные моменты времени и его преобразование ŷ при
−N : k : N может быть параллельно вычислено очень эффективно. Когда оптимальные
параметры для заданного пути σ выбраны, мы можем сохранить однородную ошибку во
временном интервале [t0,∧t0] при небольшом ∧ ≥ 1 для любого времени t ∈ (t0, T ), где
T = ∧t0, t0 ≥ 0 [27].

2. Численные примеры и применение

Построенная численная схема применяется как для линейных, так и для нелинейных
интегральных уравнений Вольтерра (0.1) с сильно осциллирующими ядрами. Этот ме-
тод был проверен для ошибки в зависимости от квадратурных узлов и осцилляционных
параметров, а также проведено его сравнение с другими методами. Рассмотренный выше
гиперболический контур получен в следующем виде:

σ(xk) = η + λ(1− sin(α− ιxk)). (2.1)

Для лучшей точности всех вычислений могут использоваться следующие оптимизиро-
ванные параметры формы, соответствующие гиперболическому пути, определенному вы-
ше: η = 2, α = 0.3812, λ = δrbN

εT , xk = hk, with δ = 0.1, rb = 2πr, r = 0.3431, xk = hk,
ε = cosh−1

(
1

δτ sin(α)

)
, h = ε/N , τ = t0/T , t0 = 0.1, T = 5.

Теорема 1. [28] Единственное решение ИУВ первого рода с линейным оператором∫ t

0
κ(t− x)eiω(t−x)y(x) dx = f(t), t ∈ [0, T ], (2.2)

задается путем

y(t) = f ′(t) +

∫ t

0
r1(t− x)eiω(t−x)f ′(x) dx− iω

(
f(t) +

∫ t

0
r1(t− x)eiω(t−x)f(x) dx

)
, (2.3)

где r1(t− x) = κ′(t− x) и предполагается, что κ(0) = 1.

Задача 1. Рассмотрим ИУВ (0.1) для следующего функционала:∫ t

0
(1 + t− x)eiω(t−x)y(x) dx = t, t ∈ [0, T ], (2.4)
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где точное решение может быть получено из (2.3):

y(t) = 1− 1

(iω − 1)2
− (iω)2t

(iω − 1)
+

ei(ω−1)t

(iω − 1)2
. (2.5)

Численное решение ИУВ (2.4) для различных значений используемых параметров по-
лучается с использованием данной численной схемы и показано на рисунке 1. Факти-
ческая ошибка и оценка ошибки e

−cN
lnN численной схемы при c = 1 хорошо согласуются

при 5 < N < 102. На этом же рис. 1 показана фактическая ошибка в зависимости от
параметра ω; можно видеть высокую точность при 1 < ω < 10, внезапное ухудшение
точности, постепенное увеличение точности при 10 < ω < 105, а затем постепенное ухуд-
шение точности при ω > 105. Рис. 1 также показывает, что для сильно осциллирующих
ядер решение является неосциллирующим.

Рис. 1. Численное решение задачи 1: фак-
тические и оцененные ошибки в зависимо-
сти от N и ω и сравнение точного и числен-
ного решения

Задача 2. Мы рассмотрели ИУВ (0.1) в следующем виде:

∫ t

0
eiω(t−x) ln(y(x)) dx = sinh t, t ∈ [0, T ]. (2.6)

Пусть v(x) = ln(y(x)), выполним преобразование Лапласа и получим решение

v(t) =
(
e−t(iw + 1)/2− et(iw + 1)/2

)
. (2.7)
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Точное решение задачи определяется следующим образом:

y(t) = exp (v(t)) = exp
(
e−t(iw + 1)/2− et(iw + 1)/2

)
. (2.8)

Мы решили эту задачу с использованием данного метода для различных значений квад-
ратурных узлов вдоль гиперболического контура и осцилляционного параметра. Резуль-
таты представлены на рис. 2. Сравнение фактической ошибки и оценки ошибки e

−cN
lnN

для c = 1 численной схемы для различных квадратурных узлов представлено на рис. 2;
они хорошо согласуются при 1 < N < 102. Следует отметить, что решение в этом слу-
чае является осциллирующим и точность уменьшается с увеличением осцилляционного
параметра ω.

Рис. 2. Численное решение задачи 2: фак-
тические и оцененные ошибки в зависимо-
сти от N и ω и сравнение точного и числен-
ного решения

Задача 3. В этой задаче рассмотрим следующее интегральное уравнение ИУВ:∫ t

0
cos(t− x)eiω(t−x)y2(x) dx = f(t), t ∈ [0, T ], (2.9)

Пусть v(x) = y2(x). Выполним преобразование Лапласа и получим решение

v(t) = g1(t) + g2(t)− g3(t)− g4(t). (2.10)

Точное решение этой задачи определяется следующим образом:

y(t) =
√
v(t) =

√
g1(t) + g2(t)− g3(t)− g4(t), (2.11)
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g1(t) = sin t+ t cos t− iωt sin t, g2(t) =
2iωeiωt

(−ω2 + 1)2
,

g3(t) =
−2ω2 sin(t) + 2iω cos(t)

(−ω2 + 1)2
, g4(t) =

t cos(t)− sin(t) + iωt sin(t)

(−ω2 + 1)
.

Задача решается для различных квадратурных узлов N и при варьировании осцил-
ляционного параметра ω. Результаты показаны на рис. 3. Решение этой задачи является
неосциллирующим; оно представлено на рис. 3, где точность увеличивается с увели-
чением осцилляционного параметра. Значения фактической ошибки и оценок ошибки
сравнимы в определенном диапазоне квадратурных узлов. Здесь мы снова использовали
следующие оптимизированные параметры формы.

Рис. 3. Численное решение задачи 3: фак-
тические и оцененные ошибки в зависимо-
сти от N и ω и сравнение точного и числен-
ного решения

Задача 4. В этой последней задаче мы рассматриваем следующее линейное интегральное
уравнение с сильно осциллирующими ядрами:

y(t) +

∫ t

0

eiω(t−x)

(t− x)α
y(x) dx = et, (2.12)

где ω — осцилляционный параметр, 0 < α < 1, и точное решение задается в виде

y(t) = et +

∫ t

0
r(t− x)exdx, (2.13)

где функция r(x) определяется следующим образом:

r(x) = eiωx
∞∑
n=1

(−Γ(1− α)x1−α)n

xΓ(n(1− α))
. (2.14)
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Эта конкретная задача выбрана для сравнения результатов данной численной схе-
мы с другими методами. Численное и точное решения этих задач в разные моменты
времени представлены в таблице 1. В табл. 2 представлены значения для различных
других квадратурных узлов N и увеличивающихся значений осцилляционного парамет-
ра ω. Для сравнения, работа данного численного метода была лучше, чем работа метода,
обсуждавшегося в [29].

Таблица 1. Приближенное решение задачи 4 при α = 0.5, ω = 104 с использованием данного
метода

t yap yex |yap − yex|

0.01 9.9739e− 001 + 1.2345e− 002i 9.9777e− 001 + 1.1710e− 002i 3.7884e− 004
0.31 1.3463e + 000 + 1.6664e− 002i 1.3463e + 000 + 1.6696e− 002i 3.0164e− 005
0.61 1.8174e + 000 + 2.2494e− 002i 1.8174e + 000 + 2.2483e− 002i 1.7133e− 005
0.71 2.0085e + 000 + 2.4860e− 002i 2.0085e + 000 + 2.4843e− 002i 4.0389e− 009
0.91 2.4532e + 000 + 3.0364e− 002i 2.4532e + 000 + 3.0369e− 002i 1.1908e− 005

Таблица 2. Приближенное решение задачи 4 при α = 0.5, ω = 104, t = 0.91, ошибка = |yap−yex|
с использованием данного метода

N ω = 1 ω = 102 ω = 104

60 8.5490e− 003 1.7358e− 002 1.7937e− 002
80 1.8834e− 007 1.6597e− 004 1.2324e− 005
100 8.6442e− 013 1.6559e− 004 1.1908e− 005
120 5.3380e− 013 1.6559e− 004 1.1908e− 005
150 4.8173e− 013 1.6559e− 004 1.1908e− 005

[30] 0.1130e− 003 0.5620e− 002 0.1800e− 003

3. Выводы

Решение линейных и нелинейных интегральных уравнений Вольтерра с сильно ос-
циллирующими ядрами — сложная задача ввиду наличия осцилляционного парамет-
ра в ядрах ИУВ, особенно когда эти ИУВ имеют осциллирующие решения. Численные
алгоритмы, разработанные за последние годы для вычисления обратного преобразова-
ния Лапласа, как правило, менее точны и плохо обусловлены (см., например, [31, 32] и
имеющиеся там ссылки). Однако данный численный метод, основанный на численном
вычислении формулы обратного L-преобразования, работал хорошо. Мы применили чис-
ленную схему для линейных и некоторых нелинейных ИУВ с сильно осциллирующими
ядрами и получили результаты очень высокого порядка точности. Фактическая ошибка
и граница ошибки численной схемы хорошо согласуются в некотором диапазоне квадра-
турных узлов. Данная численная схема — очень хорошая альтернатива для аналогичных
типов ИУВ с сильно осциллирующими ядрами.
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