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Представлена математическая модель ламинарного осесимметричного течения степенной жидкости 
в трубе с участком резкого сужения в неизотермических условиях с учетом диссипативных эффектов. Реоло-
гия жидкой среды определена законом Оствальда–де Ваале, эффективная вязкость задана в виде функции 
температуры. Рассмотрено два варианта задания режима теплообмена на твердой стенке трубы: первый подра-
зумевает постоянство температуры жидкости вдоль стенки, второй предполагает постоянное значение темпе-
ратуры жидкости на стенке за исключением участка, включающего окрестность скачка сечения, где задается 
нулевой тепловой поток. Результаты численного исследования процесса получены с помощью конечно-
разностного метода. Проведены расчеты основных характеристик течения, выполнен анализ влияния тепловых 
граничных условий на структуру потока жидкости и локальные потери давления в трубе.  
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Введение 

Интенсивное развитие химической промышленности и стремительное увеличение 
объема выпуска продукции, изготовленной из полимерных материалов, неразрывно свя-
зано с результатами исследований гидродинамических процессов, протекающих в эле-
ментах технологической оснастки. Нередко конструкция трубопроводов включает 
участки резкого изменения площади сечения каналов — сужения или расширения [1 – 4]. 
Использование таких конструктивных элементов обусловлено определенными требова-
ниями, предъявляемыми к условиям и режиму течения жидкого материала. Исходя 
из практической необходимости, в результате исследования течений различного рода 
жидких сред через каналы с сужением или расширением в работах [5 – 7] был получен 
большой объем данных. При этом особое внимание уделялось вопросам, связанным 
с формированием структуры потока, кинематикой течения и потерями давления за счет 
изменения геометрии канала [8 – 10]. 

∗  Исследование выполнено за счет гранта РНФ (проект № 18-19-00021-П). 
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Значительная часть гидродинамических процессов в промышленности протекает 
в условиях переменной температуры, изменение которой является следствием диссипа-
ции энергии, действия источников/стоков тепла или задания различных режимов тепло-
обмена на границах области. Неизотермические течения жидкости Бингама в каналах 
с сужением или расширением подробно изучались в работах [11, 12]. Авторами были 
представлены результаты расчетов картин течения, полей эффективной вязкости и тем-
пературы, а также распределений числа Нуссельта при различных значениях параметра 
пластичности. Задача о неизотермическом течении вязкопластичной жидкости через 
резкое сужение канала рассматривалась в работе [13]. Здесь были проведены расчеты 
местных потерь давления и выполнен анализ влияния учета вязкой диссипации на про-
тяженность зон двумерного течения и распределение квазитвердых ядер в потоке. В ра-
боте [14] были представлены данные о турбулентном течении наножидкостей через рез-
ко сужающиеся нанотрубки. Основная цель исследования состояла в выявлении спосо-
бов интенсификации теплопереноса в области течения. Авторами [15] был выполнен 
подробный анализ тепловых характеристик отрывных течений в случае резкого расши-
рения канала, а также рассмотрены потенциальные возможности методов интенсифика-
ции и ослабления теплоотдачи, в том числе в случае высокой турбулентности течения. 

В настоящее время проводится множество научных исследований с целью усовер-
шенствования технологического оборудования для последующего увеличения эффек-
тивности производственных процессов [16 – 19]. Одним из способов повышения эффек-
тивности транспортировки жидкостей в каналах с резким сужением или расширением 
является снижение уровня энергетических потерь, а именно местных гидравлических 
потерь, обусловленных локальной перестройкой потока при обтекании места стыковки 
широкой и узкой частей канала [20, 21]. Существует несколько способов уменьшения 
местных потерь давления. Один из них — понижение вязкости жидкости за счет уве-
личения температуры, которое обеспечивается организацией условий теплообмена 
на стенке канала. В общем случае в работах рассматриваются задачи, в которых при 
движении жидкости в канале на твердых стенках области течения задается постоянное 
значение температуры жидкости [22 – 24] или постоянное значение потока тепла [14, 25]. 
Однако возможно использование граничного условия смешанного типа, подразумеваю-
щее постоянство температуры жидкости на части твердой границы и постоянство тепло-
вого потока через другую часть этой границы [26, 27].  

Целью настоящей работы является численное исследование неизотермического 
течения степенной жидкости через резкое сужение трубы с заданным граничным усло-
вием смешанного типа для температуры жидкости на твердой стенке с учетом вязкой 
диссипации и зависимости вязких свойств жидкости от температуры. 

1. Постановка задачи 

Рассматривается установившееся ламинарное течение несжимаемой неньютонов-
ской жидкости в осесимметричной области с резким сужением в условиях переменной 
температуры с учетом диссипативных эффектов. Схема области течения изображена 
на рис. 1.  

Математическое описание процесса осуществляется с использованием уравнений, 
записанных в безразмерной форме в переменных «функция тока (ψ) – вихрь (ω) – темпе-
ратура (θ)» [28, 29]: 
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Основные переменные в уравнениях (1) – (3) определяются следующими формулами: 

( )1
1 1, , , ,v uv u T T
r z r r z r

ψ ψ ω θ β∂ ∂ ∂ ∂
= − = = − = −

∂ ∂ ∂ ∂
 

где v и u — компоненты вектора скорости вдоль осей r и z соответственно, β — темпера-
турный коэффициент, T и T1 — размерная температура жидкости в потоке и на стенке 
трубы соответственно. 

В качестве реологического закона, определяющего вязкие свойства жидкости, выб-
ран закон Оствальда–де Ваале [30]. Соответствующее безразмерное выражение для 
эффективной вязкости с учетом экспоненциальной зависимости от температуры имеет 
вид [31]: 

( ) 1exp ,nB Aθ −= − ⋅                                                          (4) 

где индекс n – показатель нелинейности среды. 
Представленная постановка задачи содержит ряд безразмерных комплексов, из-

вестных как число Рейнольдса, число Пекле, число Бринкмана, которые определяются 
формулами 

( ) ( )12 1
2 222 22Re , Pe , Br ,

n nn nU R kU Rc UR
k

ρ βρ
λ λ

−− +

= = =  

здесь ρ — плотность жидкости, U — среднерасходная скорость в узкой части трубы, 
которая используется при обезразмеривании скорости, R2 — радиус узкой части трубы, 
выступающий в качестве масштаба длины, k — показатель консистенции в реологиче-
ском уравнении, входящий в масштаб вязкости k(U/R2)

n–1, c — теплоемкость среды, λ — 
теплопроводность среды.  

Граница Г1 служит входным сечением, через которое жидкость поступает в трубу 
с постоянным безразмерным единичным расходом (рис. 1). Для задания граничных 
условий на входе используются профиль скорости f1(r) и профиль температуры f2 (r) [32], 
которые соответствуют одномерному неизотермическому установившемуся течению 
степенной жидкости в трубе с безразмерным радиусом R1 / R2 = Rс (Rс — степень суже-
ния трубы). Для выходной границы Г3 ха-
рактерно выполнение «мягких» гранич-
ных условий. При моделировании облас-
ти течения границы Г1 и Г3 удалены от 
участка сужения с целью обеспечения 
установившегося режима течения вблизи 
указанных границ. На твердой неподвиж-
ной стенке Г2 выполняются граничные 

 
 

 

Рис. 1. Область течения — круглая труба 
с сужением. 
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условия (ГУ) прилипания, при этом безразмерная температура жидкости равна нулю 
либо на всей границе (I случай ГУ), либо только на ее части, тогда как на оставшейся 
части в окрестности скачка сечения задается нулевой тепловой поток (II случай ГУ). 
В силу симметричности процесса относительно оси трубы Г4 на этой границе реализу-
ются условия симметрии. Математическая интерпретация заданных граничных условий 
имеет вид: 
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II случай ГУ (смешанные граничные условия для температуры): 
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здесь L3 / R2, L4 / R2 — безразмерные длины участков горизонтальной стенки, на которых 
задан нулевой тепловой поток (рис. 1). 

2. Метод решения 

Алгоритм численного решения сформулированной задачи включает в себя нес-
колько этапов. На первом этапе уравнения (1) – (3) согласно методу установления [33] 
дополняются слагаемыми в виде частных производных искомых функций по фиктивно-
му времени t, а именно: ∂ω/∂t, ∂ψ/∂t, ∂θ/∂t. Далее выполняется переход от исходных 
дифференциальных уравнений к их дискретным аналогам с помощью конечно-разност-
ной методики на основе схемы переменных направлений [34]. Схема позволяет свести 
решение задачи в двумерной постановке к последовательному решению ряда одномерных 
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задач. Завершающим этапом является решение уравнений в дискретном виде методом 
прогонки [33].  

С целью использования выражения для эффективной вязкости (4) во всей области, 
включая ось симметрии, где в случае псевдопластичной среды (n < 1) значение B стано-
вится бесконечным при A = 0, выполняется регуляризация исходной реологической мо-
дели [35]. В результате регуляризации формула (4) перепишется в виде  

( ) ( ) 1exp ,nB Aθ ε −= − ⋅ +                                                    (5) 
где ε играет роль малого добавочного параметра, значение которого подбирается в ходе 
вычислительного эксперимента. Верификация алгоритма на предмет точности расчетов 
при варьировании регуляризационного параметра в случае изотермического течения 
степенной жидкости была выполнена в работе [9]. 

Результаты проверки сеточной сходимости алгоритма в I случае ГУ представлены 
в исследовании [31]. Дополнительная проверка во II случае ГУ осуществляется для сле-
дующего набора параметров: Br = 1, Pe = 100, Re = 1, n = 0,8 (табл. 1). В качестве кон-
тролируемых характеристик выбраны максимальные значения аксиальной скорости 
и температуры, достигаемые в скачке сечения и на выходной границе соответственно. 
Представленные значения, рассчитанные на последовательности квадратных сеток, под-
тверждают сходимость алгоритма. Дальнейшие расчеты реализованы при h = 0,025 
и ε = 0,0001. 

3. Результаты расчетов 

В сформулированной задаче геометрия трубы определяется следующими харак-
терными значениями: Rс = 2, L1 / R2 = 10, L2 / R2 = 300. Участки твердой стенки с заданны-
ми адиабатическими условиями во II случае ГУ имеют протяженность L3 / R2 = 1 и 
L4 / R2 = 3 (рис. 1). 

На основе расчетных данных восстановлены типичные картины течения в виде 
распределений изолиний функции тока вдоль трубы. Они представлены на рис. 2a и 2b 
для I и II случаев ГУ соответственно. Для обоих случаев характерно наличие областей 
одномерного течения в окрестности входной и выходной границ, где линии тока распо-
лагаются параллельно оси симметрии трубы, и областей двумерного течения в окрестно-
сти скачка сечения, где жидкость обтекает внутренний угол, за счет чего наблюдается 
изгиб линий тока. Во II случае ГУ искривление линий тока также наблюдается в области 
изменения вида граничных условий для температуры жидкости на твердой стенке 
(рис. 2b). Еще одно следствие смены граничных условий — появление дополнительной 
зоны значимой радиальной составляющей скорости справа от скачка сечения (рис. 2d). 
Поля аксиальной скорости для обоих случаев граничных условий изображены на рис. 2e, 2f. 

На рис. 3 изображены поля температуры для потока псевдопластичной жидкости 
(n = 0,8) при различных наборах параметров задачи. Видно, что при распределении тем-
пературы для II случая ГУ, в отличие от распределения температуры для I случая ГУ, 

Та б л иц а  1  
Максимальная скорость в скачке сечения 

и максимальная температура в выходном сечении 
при различных значениях шага разностной сетки h 

Шаг сетки ℎ  
Максимальная 

скорость в скачке 
сечения umax   

Максимальная 
температура 

в выходном сечении 
θmax   

0,1 1,6065 0,5608 

0,05 1,6146 0,5758 

0,025 1,6159 0,5792 

0,0125 1,6158 0,5801 
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справа от скачка вдоль стенки локализуется область прогрева среды, которая обусловлена 
отсутствием теплового потока на участке твердой горизонтальной стенки. При обоих ва-
риантах граничных условий увеличение параметра Пекле приводит к смещению области 
с более высокой температурой в направлении выхода из трубы (рис. 3c, 3d). С ростом 
числа Бринкмана в узкой части трубы наблюдается существенный разогрев среды за счет 
вязкой диссипации. Следует отметить, что в ходе численного моделирования процесса 
при относительно высоких значениях чисел Пекле и Рейнольдса необходимо использо-
вать длину узкой части трубы, достаточную для достижения потоком гидродинамичес-
кой и температурной стабилизации.  

Поля температуры, характерные для течения дилатантной жидкости (n = 1,2) при 
варьировании основных параметров задачи в I и II случаях ГУ, изображены на рис. 4. 
Качественно распределения температуры не отличаются от ранее представленных для 
n = 0,8. Однако необходимо отметить, что при прочих равных параметрах максимальная 
температура среды при n = 1,2 выше, чем при n = 0,8. 

Для получения количественной оценки структуры потока вводятся безразмерные 
геометрические характеристики, которые представляют собой длину зоны двумерного 
течения в широкой (l1) и узкой (l2) частях трубы (см. рис. 2a), а также длину зоны цирку-
ляции в области уступа (L). Значения l1 и l2 определяются длинами участков от скачка до 
сечений, в которых аксиальная скорость на оси трубы равна величинам, отличным 
на 1 % от тех, которые получены в области одномерного течения вверх и вниз по потоку 
соответственно.  

 
 

Рис. 2. Распределения линий тока (a, b), радиальной скорости (c, d) 
и аксиальной скорости (e, f) при Br = 1, Pe = 100, Re = 1, n = 0,8. 

a, c, e — I случай ГУ,  b, d, f — II случай ГУ. 
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Рис. 4. Поля температуры при Re = 1, n = 1,2. 
a, b — Br = 1, Pe = 100;  c, d — Br = 1, Pe = 1000;  e, f — Br = 5, Pe = 100; 

a, c, e — I случай ГУ;  b, d, f — II случай ГУ. 

 
 

Рис. 3. Поля температуры при Re = 1, n = 0,8. 
a, b — Br = 1, Pe = 100;  c, d — Br = 1, Pe = 1000;  e, f — Br = 5, Pe = 100; 

a, c, e — I случай ГУ;  b, d, f — II случай ГУ. 
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При рассмотрении функциональных зависимостей введенных характеристик от 
безразмерных параметров задачи для I и II случаев ГУ качественных или существенных 
количественных отличий не выявлено (рис. 5). Исходя из этого, можно утверждать, что 
структура потока практически не зависит от граничных условий для температуры, которые 
использовались в представленной работе. Однако при сравнении структур необходимо 
учитывать установленный факт наличия радиальной составляющей скорости вниз по те-
чению от скачка во II случае ГУ (рис. 2d). 

Анализируя течение жидкости в трубопроводе со скачком сечения с точки зрения 
энергетических потерь, можно выделить два вида потерь полного давления ∆P, а имен-
но: потери на трение ∆Pfr и потери на местное сопротивление ∆Ploc , связанные выраже-
нием 

fr loc .P P P∆ = ∆ + ∆                                                       (6) 

Отношение потерянного на участке полного давления к динамическому напору 
определяет формулу для расчета коэффициента сопротивления [36]: 

fr loc
fr loc2 2 ,

0,5 0,5
P PPC С С

U Uρ ρ
∆ + ∆∆

= = = +                                    (7) 

где Cfr — коэффициент сопротивления трения, Cloc — коэффициент местного сопротив-
ления. Коэффициент местного сопротивления количественно определяет местные потери 

 
 

Рис. 5. Длины зон двумерного течения в зависимости от числа Бринкмана при Pe = 100, 
Re = 1, n = 0,8 (a), числа Пекле при Br = 1, Re = 1, n = 0,8 (b), числа Рейнольдса 

при Br = 1, Pe = 100, n = 0,8 (c) и от показателя нелинейности при Br = 1, Pe = 100, Re = 1 (d). 
Сплошные линии — I случай ГУ, пунктирные линии — II случай ГУ. 
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давления, сосредоточенные в окрестности скачка вследствие вынужденного перестрое-
ния потока и резкого изменения характеристик течения в данной области: 

4
loc

loc 1 22
c

1 .
(1/ 2)

р
С

RU
α α

ρ

 ∆
= + − 

 
                                       (8) 

Здесь ∆ploc — перепад давления, характерный для переходного участка течения, αi — 
корректирующий коэффициент для кинетической энергии в широкой (i = 1) и узкой (i = 2) 
частях трубы: 

3
31 , 1, 2,

i

i i i
i F

u dF i
U F

α = =∫                                            (9) 

где Fi  — площадь сечения трубы. 
Верификация значений коэффициента местного сопротивления, полученных для 

изотермического процесса при Br = 0, Rс = 2,6, n = 0,75, 1,00, 1,25 в диапазоне чисел Рей-
нольдса 1 ≤ Re ≤ 100, выполнялась на основе сравнения с данными работы [37] (табл. 2). 
Сравнение осуществлялось в эквивалентных условиях с учетом масштабных величин, 
входящих в комплекс Re в настоящей работе. Результаты демонстрируют хорошее сог-
ласование значений Cloc . 

Анализ влияния условий теплообмена на значения коэффициента местного сопро-
тивления проводился на основе данных, представленных в табл. 3, для различных набо-
ров параметров задачи. Результаты указывают на то, что во II случае ГУ локальные по-
тери полного давления ниже, чем в I случае ГУ. Таким образом, можно сделать вывод, 

Та б л иц а  2  
Сравнение значений коэффициента местного сопротивления для различных показателей 

нелинейности жидкости при варьировании числа Рейнольдса (Br  = 0, R c = 2,6) 

 
Re 

Cloc 

n = 0,75 n = 1 n = 1,25 

Формула (8) Работа [37] Формула (8) Работа [37] Формула (8) Работа [37] 

1 12,659 12,827 16,152 16,570 20,708 21,540 

5 2,631 2,741 3,328 3,530 4,238 4,564 

10 1,450 1,481 1,777 1,900 2,236 2,442 

20 0,860 0,850 1,029 1,085 1,277 1,381 

50 0,508 0,472 0,588 0,596 0,741 0,744 

100 0,323 0,346 0,424 0,433 0,554 0,532 
 

Та б л иц а  3  
Коэффициент местного сопротивления при различных значениях 

чисел Бринкмана, Пекле, Рейнольдса для n = 0,8  и n = 1,2 

Параметры 

Cloc 

n = 0,8 n = 1,2 

I случай ГУ II случай ГУ I случай ГУ II случай ГУ 

Br = 1  (Pe = 100,  Re = 1) 45,917 26,021 128,412 82,526 

Br = 5  (Pe = 100,  Re = 1) 72,430 50,526 120,262 86,997 

Pe = 1000  (Br = 1,  Re = 1) 262,384 258,901 837,198 826,011 

Re = 100  (Br = 1,  Pe = 100) 1,149 0,910 2,315 1,756 
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что граничные условия смешанного типа для 
температуры жидкости на твердой стенке тру-
бы, рассмотренные в настоящей работе, явля-
ются более эффективными с точки зрения 
энергетических потерь. Однако следует отме-
тить, что рост параметров способствует умень-
шению разницы в значениях Cloc, рассчитан-
ных в I и II случаях ГУ. 

Еще один вопрос, рассмотренный авто-
рами, — влияние протяженности участков гори-
зонтальной твердой стенки трубы с заданным 
граничным условием второго рода для темпе-
ратуры на местные потери давления. В работе 

проведены тестовые расчеты коэффициента местного сопротивления при различных ком-
бинациях безразмерных длин L3 / R2  и L4 / R2 (рис. 1) для псевдопластичной и дилатант-
ной жидкостей (табл. 4), Для обеих сред минимальное значение Cloc получено в случае 
L3 / R2 = 2 и L4 / R2 = 3. При этом рост показателя нелинейности приводит к значительно-
му увеличению коэффициента местного сопротивления. 

Заключение 

Выполнено численное моделирование течения степенной несжимаемой жидкости 
через резкое сужение трубы с соотношением радиусов её частей 2:1 в неизотермических 
условиях. Проведено исследование процесса для двух различных случаев задания гра-
ничных условий для температуры жидкости на твердой стенке: I случай ГУ — на всей 
протяженности стенки задано постоянное значение температуры жидкости, II случай 
ГУ — на участке стенки в окрестности скачка сечения используется условие посто-
янства потока тепла, а на оставшейся части — условие постоянства температуры. Полу-
чены распределения линий тока, скорости и температуры и реализовано их сравнение 
в двух рассмотренных случаях граничных условий для температуры в процессе течения 
псевдопластичной и дилатантной жидкостей. Сравнение зависимостей длин зон двумер-
ного течения от основных параметров задачи показало качественное совпадение струк-
тур потоков в I и II случаях ГУ, при этом выявлено наличие дополнительной области 
с ненулевой радиальной составляющей скорости во II случае ГУ. Выполнены парамет-
рические расчеты коэффициента местного сопротивления в зависимости от чисел 
Бринкмана, Пекле, Рейнольдса. Показано, что использование граничных условий сме-
шанного типа для температуры жидкости на стенке способствует уменьшению местных 
потерь давления. 
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