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An equilibrium problem of a two-dimensional body with a thin defect whose properties are characterized
by a fracture parameter is considered. The problem is discretized, and an approximation accuracy theorem
is proved. To solve the problem, a dual method based on a modified Lagrange functional is used. In com-
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Введение

В настоящее время интенсивно развивается направление, связанное с моделированием
и исследованием задач о равновесии упругих тел с тонкими включениями и трещинами.
Математическая постановка соответствующей задачи существенно зависит от характера
моделирования тонкого включения и вида краевых условий на берегах трещин. Клас-
сический подход для описания задач теории трещин приводит к тому, что на берегах
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трещины задаются краевые условия типа равенств [1]. Линейные краевые условия соот-
ветствуют нулевым напряжениям на берегах, что не исключает возможности проникно-
вения берегов трещины друг в друга. Естественными с точки зрения механики являются
модели с нелинейными (в виде неравенств) краевыми условиями на берегах трещины,
которые обспечивают взаимное непроникновение берегов трещины [2]. В работе [3] пред-
ставлена систематизация математических моделей в задачах равновесия упругих тел с
тонкими включениями при наличии отслоений.

Математические модели задач о равновесии тел с дефектами допускают вариацион-
ную постановку в виде минимизации функционала потенциальной энергии на замкну-
том выпуклом подмножестве исходного гильбертова пространства и в виде вариационно-
го неравенства. Экстремальная постановка позволяет применить эффективные методы
двойственности и свести задачу отыскания решения исходной задачи к задаче поиска
седловой точки соответствующего функционала Лагранжа [4–6]. Актульной является
разработка эффективных численных алгоритмов решения указанных вариационных за-
дач. Для получения приближенных решений используется конечно-элементная аппрок-
симация [7,8].

В данной работе проводится исследование задачи о равновесии упругого тела с тон-
ким дефектом; строится схема двойственности, основанная на модифицированном функ-
ционале Лагранжа. Данный подход рассматривается в работах [9–18]. Доказывается тео-
рема о точности конечно-элементной аппроксимации для случая квадратной области,
приводятся численные примеры.

1. Описание модели

Пусть Ω ⊂ R2 ограниченная область с липшицевой границей Γ. В области имеется
дефект γ0 ⊂ Ω, представляющий собой гладкую кривую без самопересечений. Обозначим
ν = (ν1, ν2) единичный вектор нормали к γ0, τ = (τ1, τ2) — касательный вектор, Ω0 =
Ω \ γ0. Область Ω0 представляет собой область, занятую эластичным материалом, γ0

соответствует дефекту в материале.
Через v = (v1, v2) обозначим векторное поле перемещений. Полагая перемещения ма-

лыми, определим компоненты тензора деформаций εij(v) =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
и тензора на-

пряжений σij(v) = aijkmεkm(v), где i, j, k,m = 1, 2, и используем правило суммирования
по повторяющимся индексам. Для компонент aijkm тензора упругости A выполняется
свойство симметрии aijkm = ajikm = akmij , и существует такая константа a0 > 0, что
всюду в Ω0 справедлива оценка aijkmεijεkm > a0εijεij для любых εij .

Краевая задача о равновесии тела Ω0 и дефекта γ0 формулируется следующим обра-
зом. Для данных объемных сил f = (f1, f2) ∈ L2(Ω)2, действующих на тело, требуется
найти поле перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j = 1, 2, опреде-
ленные в Ω0, такие что выполняется система равенств и неравенств:

−div σ = f, σ −Aε(u) = 0 в Ω0, (1)

u = 0 на Γ, (2)

[uν ] > 0, [σν ] = 0, [στ ] = 0 на γ0, (3)

−σν +
1

δ
[uν ] > 0, −στ +

1

δ
[uτ ] = 0 на γ0, (4)
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[uν ]

(
− σν +

1

δ
[uν ]

)
= 0 на γ0. (5)

Здесь [ϕ] = ϕ+ − ϕ− — скачок функции ϕ на γ0, обозначение ϕ± используется для
следов функции ϕ на берегах дефекта γ±0 . Знаки ± соответствуют положительному и
отрицательному направлениям вектора нормали ν; σν = (σ1j , σ2j), σν = σijνiνj , στ =
σν · τ , uν = uν, uτ = uτ .

Соотношения (1) представляют собой уравнение равновесия для упругого тела и за-
кон Гука. Для простоты на внешней границе Γ задано условие закрепления (2), в целом
же результаты справедливы и для условий типа Синьорини. Первое неравенство в (3)
накладывает запрет на проникновение берегов дефекта друг в друга. Если в некоторой
точке нет контакта берегов, т. е. [uν ] > 0, то из (5) следует, что −σν +

1

δ
[uν ] = 0 в этой

точке. С другой стороны, если −σν +
1

δ
[uν ] > 0, то контакт есть, т. е. [uν ] = 0.

Параметр разрушения δ > 0 описывает свойства дефекта. В работе [19], где описана
данная модель, проводится анализ задачи при фиксированном δ и при δ → 0,∞. Крайний
случай при δ → 0 соответствует задаче без дефекта. В случае δ →∞ задача превращает-
ся в задачу с трещиной, описанную в [2]. Численное моделирование такой задачи можно
найти в [20] и с использованием модифицированных функционалов Лагранжа в [17,20].

Задача (1)–(5) представима в вариационном виде. Для этого введем пространство

H1
Γ(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0) : v = 0 на Γ}

и функционал энергии

Π(v) =
1

2

∫
Ω0

σ(v)ε(v) dΩ−
∫
Ω0

fv dΩ +
1

2δ

∫
γ0

[v]2 dΓ.

Для упрощения записей здесь и далее (где это не приводит к недоразумению) будем
использовать обозначения типа H1

Γ(Ω0) вместо H1
Γ(Ω0)2. Кроме того, свертку тензоров

σij(v)εij(v) обозначим через σ(v)ε(v), а fv = fivi.
Пусть K0 — множество допустимых перемещений:

K0 =
{
v ∈ H1

Γ(Ω0) : [vν ] > 0 на γ0

}
,

которое, очевидно, является выпуклым. В таком случае рассматриваемая задача пред-
ставима в виде задачи минимизации функционала

inf
v∈K0

Π(v). (6)

Эта задача имеет единственное решение u ∈ K0, удовлетворяющее вариационному нера-
венству ∫

Ω0

σ(u)ε(v − u)dΩ−
∫
Ω0

f(v − u)dΩ +
1

δ

∫
γ0

[u][v − u] dΓ > 0 ∀v ∈ K0. (7)

Разрешимость следует из коэрцитивности функционала Π(·) на множестве K0 и сла-
бой полунепрерывности снизу в H1

Γ(Ω0) [19, 21].
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2. Аппроксимация задачи

Пусть моделируемое тело Ω является квадратом; дефект γ0 представляет собой пря-
молинейный отрезок, параллельный оси Ox1. Нормальный и касательный векторы на γ0

сонаправлены с координатными осями: ν = (0, 1), τ = (1, 0).
Триангуляцию области осуществим с помощью равномерной сетки (рисунок 1) из

равнобедренных прямоугольных треугольников с диагональю h. Для большинства узлов
связанные с ними конечные элементы состоят из шести прилегающих к ним треугольни-
ков. В каждом конечном элементе используются кусочно-линейные базисные функции
ϕ(x1, x2), на которых строится линейная оболочка V h, аппроксимирующая пространство
H1

Γ(Ω0) = {v ∈ H1(Ω0) : v1 = v2 = 0 на Γ} [7, с. 110].

-
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б) Обозначение узлов конечного элемента

Рис. 1. Триангуляция Th

Каждому узлу, лежащему на γ0, соответствуют два усеченных конечных элемента
(для верхнего и для нижнего берегов). Соответственно в каждом из этих конечных эле-
ментов своя базисная функция и свои значения (v

(1)
i , v

(2)
i ), где нижний индекс — это

номер конечного элемента (а не узла), а верхнее число в скобках — это номер компо-
ненты вектора. Пусть всего имеется n конечных элементов и 2n компонент вектора v,
описывающего функцию vh = (v

(1)
h , v

(2)
h ) из линейной оболочки V h:

v
(1)
h (x1, x2) =

n∑
i=1

viϕi(x1, x2), v
(2)
h (x1, x2) =

n∑
i=1

v(n+i)ϕi(x1, x2).

Сформулируем задачу об отыскании приближенного решения. Пусть Kh
0 — пересече-

ние множеств K0 и V h. Тогда конечно-элементым решением задачи (6) будет функция

uh = argmin
vh∈Kh

0

Π(vh),

удовлетворяющая также вариационному неравенству∫
Ω0

σ(uh)ε(vh − uh) dΩ−
∫
Ω0

f(vh − uh) dΩ +
1

δ

∫
γ0

[uh][vh − uh] dΓ > 0 ∀ vh ∈ Kh
0 .
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Для компактности записей далее будем использовать обозначения

a(v, w) =

∫
Ω0

σ(v)ε(w) dΩ, (f, v) =

∫
Ω0

fv dΩ.

Теорема 1. Пусть Ω — прямоугольная область в R2, f ∈ L2(Ω), решение исходной
задачи u ∈ H2

Γ(Ω0). Тогда имеет место оценка

‖uh − u‖2H1
Γ(Ω0) 6 C ′h‖u‖H2(Ω0) + C ′′h2‖u‖2H2(Ω0),

где константы C ′, C ′′ не зависят от h.

Доказательство. Пусть uI ∈ V h — кусочно-линейное восполнение решения u исходной
задачи (6). В силу того, что трещина прямолинейная, для u ∈ K0 гарантируется, что
uI ∈ Kh

0 . Тогда для uh будет справедливо неравенство

Π(uh) 6 Π(uI),

Π(uh)−Π(u) 6 Π(uI)−Π(u). (8)

Очевидно, что разность Π(uh)−Π(u) представима в виде

Π(uh)−Π(u) = a(u, uh − u)− (f, uh − u) +
1

δ

∫
γ0

[u][uh − u] dΓ +
1

2
a(uh − u, uh − u)+

1

2δ

∫
γ0

[uh − u]2 dΓ.

Поскольку в этом представлении u — решение задачи, то в силу вариационного неравен-
ства (7) сумма первых трех слагаемых будет неотрицательна. Тогда из неравенства (8)
получим

1

2
a(uh − u, uh − u) 6 Π(uI)−Π(u).

Для оценки левой части в последнем неравенстве используем положительную определен-
ность тензора модулей упругости и первое неравенство Корна для функций из H1

Γ(Ω0):

C1‖uh − u‖2H1
Γ(Ω0) 6 Π(uI)−Π(u).

Преобразуем аналогично разность в правой части последнего неравенства, и первые три
слагаемых обозначим как линейный функционал L(uI − u) = a(u, uI − u)− (f, uI − u) +
1

δ

∫
γ0

[u][uI − u] dΓ. Приходим к неравенству

C1‖uh − u‖2H1
Γ(Ω0) 6 L(uI − u) +

1

2
a(uI − u, uI − u) +

1

2δ

∫
γ0

[uI − u]2 dΓ

6 ‖L‖‖uI − u‖H1(Ω0) + ‖A‖‖uI − u‖2H1(Ω0) +
1

2δ

∫
γ0

[uI − u]2 dΓ.
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В силу вложения пространств имеем 1

2δ

∫
γ0

[uI − u]2 dΓ 6 C2‖uI − u‖2H1(Ω0), поэтому по-
лучаем

C1‖uh − u‖2H1
Γ(Ω0) 6 C3‖uI − u‖H1(Ω0) + C4‖uI − u‖2H1(Ω0). (9)

Согласно теореме 1 из [7, с. 112], для кусочно-линейного восполнения функций из H2

можно дать следующую оценку:

‖uI − u‖H1(Ω0) 6 ch‖u‖H2(Ω0). (10)

Применив данное неравенство к слагаемым правой части неравенства (9), окончательно
получаем требуемую оценку точности аппроксимации задачи:

‖uh − u‖2H1
Γ(Ω0) 6 C ′h‖u‖H2(Ω0) + C ′′h2‖u‖2H2(Ω0).

Представленная выше теорема позволяет при достаточно малых h < 1 дать следую-
щую оценку точности приближенных решений задачи:

‖uh − u‖H1
Γ(Ω0) 6 Ch1/2.

Можно перейти к более общему случаю, когда область Ω — выпуклый многоуголь-
ник. В таком случае не получится построить равномерную сетку, поэтому триангуляция
будет характеризоваться двумя параметрами: минимальным из внутренних углов всех
треугольников θ0 и максимальной из сторон h. Если рассматривать систему триангуля-
ций при h → 0, являющуюся регулярной, то ее можно характеризовать только одним
параметром h > 0 [8, с. 24]. В таком случае можно получить результаты, аналогичные
теореме 1, сославшись вместо (10) на теорему 2 из [7, с. 120].

3. Двойственный метод для решения задачи

Для решения рассматриваемой задачи применим схему двойственности, основанную
на модифицированном функционале Лагранжа. Это позволит снять ограничение [vν ] > 0
и проводить минимизацию функционала Π(·) на всем пространстве H1

Γ(Ω0).
Модифицированный функционал Лагранжа для задачи (6) имеет вид

M(v, l) = Π(v) +
1

2r

∫
γ0

((
(l − r[vν ])+

)2 − l2) dΓ.

Здесь параметр двойственности r > 0 может оставаться неизменным либо меняться в
определенных пределах, в отличие от метода штрафов, в котором он неограниченно
возрастает.

Определение. Пара (v∗, l∗) ∈ H1
Γ(Ω0) × L2(γ0) называется седловой точкой функцио-

нала M(·, ·), если выполняется двустороннее неравенство

M(v∗, l) 6M(v∗, l∗) 6M(v, l∗) ∀ v ∈ H1
Γ(Ω0), ∀ l ∈ L2(γ0).
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В ранней работе [21] доказывается теорема о седловой точке классического функ-
ционала Лагранжа. Для выпуклых задач множества седловых точек классического и
модифицированного функционалов Лагранжа совпадают [6, 22]. Подробное доказатель-
ство можно построить по аналогии с приведенным в статье [23]. Таким образом, имеем
следующую теорему.

Теорема 2. Если решение u задачи (6) принадлежит пространству H2(Ω0), то моди-
фицированный функционал Лагранжа M(·, ·) обладает седловой точкой

(
u,−σν+

1

δ
[uν ]

)
на H1

Γ(Ω0)× L2(γ0), т. е.

M(u, l) 6M

(
u,−σν +

1

δ
[uν ]

)
6M

(
v,−σν +

1

δ
[uν ]

)
∀ (v, l) ∈ H1

Γ(Ω0)× L2(γ0).

Для поиска седловой точки M(·, ·) используется алгоритм Удзавы, который записы-
вается следующим образом [17,23]:

(i) uk+1 = argmin
v∈H1

Γ(Ω0)

M(v, lk),

(ii) lk+1 =
(
lk − r[uk+1

ν ]
)+
.

(11)

4. Описание численных экспериментов

Будем использовать следующие обозначения: n — количество всех узлов триангуля-
ции, nγ — количество узлов на дефекте γ. Так как область является многоугольником,
обеспечено вложение пространств V h ⊂ H1(Ωγ).

Для граничных интегралов на дефекте выполняем численное интегрирование по
квадратурной формуле трапеций. Обозначим Ã = (aij) ∈ R2n×2n — матрица жест-
кости, F = (fi) ∈ R2n — вектор-столбец правых частей. Определим целевой вектор
t = (t1, t2, . . . , tn, tn+1, . . . , t2n) — приближенное решение для поля перемещений в узлах
сетки и αk = (αk1 , α

k
2 , . . . , α

k
nγ ) — приближение двойственной переменной lk.

Для решения задачи минимизации конечномерной функции M̂(t, α) на первом шаге
алгоритма Удзавы мы используем обобщенный метод Ньютона. Для этого необходимо
вычислить градиент и обобщенный гессиан. Градиент g(t), соответствующий функции
M̂(t, α), принимает вид:

g(t) = Ãt− F + β(t).

Для удобства при j = 1, nγ мы введем обозначения: i+j , i
−
j — номера узлов, лежащих на

верхнем и нижнем берегу дефекта соответственно, λj = αkj − r(ti+j +n − ti−j +n), (λj)
+ =

max{0, λj}. Тогда коэффициенты вектора β(t) = (bi) ∈ R2n вычисляются следующим
образом:

bi(t) =



h

δ
· ti+j , i ∈ {i+j : j = 1, nγ},

−h
δ
· ti−j , i ∈ {i−j : j = 1, nγ},

h

δ
· ti+j +n − h · (λj)

+, i ∈ {i+j + n : j = 1, nγ},

−h
δ
· ti−j +n + h · (λj)+, i ∈ {i−j + n : j = 1, nγ},

0, иначе.
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Гессиан ∂g(t) вычисляется по формуле:

∂g(t) = Ã+D(t),

где D(t) = (dij) ∈ R2n×2n — симметричная разреженная матрица. Для касательных
компонент целевого вектора коэффициенты матрицы принимают вид:

di+j ,i
+
j

=
h

δ
, di+j ,i

−
j

= −h
δ
, di−j ,i

+
j

= −h
δ
, di−j ,i

−
j

=
h

δ
;

для нормальных компонент при условии, если λj > 0, то

di+j +n,i+j +n=
h

δ
+hr, di+j +n,i−j +n=−h

δ
−hr, di−j +n,i+j +n=−h

δ
−hr, di−j +n,i−j +n=

h

δ
+hr,

если λj < 0, то

di+j +n,i+j +n =
h

δ
, di+j +n,i−j +n = −h

δ
, di−j +n,i+j +n = −h

δ
, di−j +n,i−j +n =

h

δ
.

Алгоритм обобщенного метода Ньютона применительно к поставленной задаче в вы-
бранных обозначениях запишется следующим способом.

1. Задается начальное значение t0.

2. Для каждого m = 0, 1, 2, . . . последовательно вычисляется

tm+1 = tm − sm(∂g(tm))−1g(tm),

где sm — шаг сдвига, в простейших случаях равный единице.

3. Проверяется условие
‖tm+1 − tm‖V h
‖tm+1‖V h

< 10−7.

Из-за положительной срезки в последнем слагаемом минимизируемой функции ее
вторая производная не является непрерывной. Поэтому, несмотря на то, что функция
квадратичная, метод Ньютона не приводит к решению за одну итерацию. По сути, вы-
полнив один шаг этого метода, мы можем получить новую задачу с другим минимумом.
Для того, чтобы добиться гарантированного уменьшения значения функции, будем вы-
полнять дробление шага s до тех пор, пока не выполнится условие Армихо. Затем вы-
полняется один шаг метода Ньютона. Поэтому на внутренних итерациях обобщенного
метода Ньютона (шаг 2) выполняется следующая процедура:

2.1) задается s = 1;

2.2) вычисляется направление сдвига dm = (∂g(tm))−1g(tm);

2.3) вычисляется tm+1 = tm − s · dm;

2.4) если M̂(tm+1, α) < M̂(tm, α) + s · 〈∇M̂(tm, α), dm〉, заканчиваем;
2.5) иначе s = s/2 и переход на 2.3.

На втором шаге метода Удзавы мы находим новое значение двойственной переменной

αk+1
j = (λj)

+, j = 1, nγ .
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Критерием остановки для метода Удзавы является выполнение условия

max
j
|αk+1
j − αkj | 6 10−5.

5. Численные эксперименты

Численные расчеты проведены для случая, когда Ω представляет собой единичный
квадрат, а дефект γ0 =

{
(x1, x2) :

1

4
< x1 <

3

4
, x2 =

1

2

}
, модуль упругости Юнга

E = 69000 МПа, коэффициент Пуассона ν = 0.3, параметр r = 107. Остальные парамет-
ры изменялись. Для наглядности условие закрепления (2) на всей внешней границе заме-
нено закреплением на нижней стороне тела Γu = {(x1, x2) ∈ ∂Ω: x2 = 0}, а вместо объем-
ных сил применены поверхностные к верхней стороне тела Γf = {(x1, x2) ∈ ∂Ω: x2 = 1}.

Рассмотрено три варианта распределения силы:

f1(x1, x2) =

{
−3, (x1, x2) ∈ Γf ,

0, иначе,

f2(x1, x2) =


−10, (x1, x2) ∈ Γf , x1 <

1

2
,

+10, (x1, x2) ∈ Γf , x1 >
1

2
,

0, иначе,

f3(x1, x2) =

{
+3, (x1, x2) ∈ Γf ,

0, иначе.

Для каждого из них проведены тесты при разных значениях параметра δ. Коли-
чество итераций метода Удзавы (kМУ) и метода Ньютона (mМН) представлено в таб-
лице 1. На серии рисунков 2–4 продемонстрировано деформированное состояние те-
ла в лагранжевых координатах с увеличивающим коэффициентом 300 по обеим осям
(x+ 300 · u(x)). Цветом показано распределение напряжений Мизеса — второго инвари-
анта тензора напряжений.

Таблица 1. Количество итераций для f1, f2, f3 при разных δ

δ = 10−7 δ = 10−5 δ = 10−1

f1
kМУ = 18
mМН = 24

kМУ = 22
mМН = 33

kМУ = 23
mМН = 28

f2
kМУ = 22
mМН = 24

kМУ = 11
mМН = 16

kМУ = 19
mМН = 24

f3
kМУ = 1
mМН = 2

kМУ = 1
mМН = 2

kМУ = 1
mМН = 2

В задачах с f1 естественно, что берега дефекта остаются полностью сомкнутыми. В
таком случае слагаемые с β(t) практически всегда остаются нулевыми и не оказывают
никакого влияния на решение, а параметр δ фигурирует лишь в них. Таким образом, в
подобных задачах δ не влияет на решение, но при некоторых распределениях нагрузки
может оказаться отличной от нуля касательная составляющая скачка. Деформированное
состояние представлено на рис. 2.
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Рис. 2. Деформированное состояние для задачи с f1

Задача с f2 наиболее интересна, поскольку силы выбраны так, чтобы слипание бере-
гов происходило лишь на части дефекта. При маленьком значении параметра δ дефект
практически отсутствует (рис. 3a), при большем значении происходит переход к зада-
че с трещиной, и на рис. 3б можно увидеть появление концентратора напряжений. При
еще больших значениях параметра разрушения получается решение задачи с трещиной
(рис. 4).

а) δ = 10−7 б) δ = 10−5

Рис. 3. Деформированное состояние для задачи с f2

Рис. 4. Деформированное состояние для задачи с f2 при δ = 10−1
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На рис. 5 можно увидеть значения скачка нормальной составляющей вектора пере-
мещения на дефекте при воздействии f2 для тел с разным параметром разрушения. По
вертикальной оси используется масштабирующий коэффициент 10−5. Здесь хорошо вид-
но, что на части дефекта берега остались слипшимися. На рис. 6 представлена форма
дефекта и его расположение относительно исходного положения на уровне x2 = 1

2 . Ли-
нии 1 и 2 соответствуют верхнему и нижнему берегу дефекта при δ = 10−1, а линии 3 и
4 — берегам при δ = 10−5. Ориентироваться на масштаб по вертикальной оси можно по
рис. 5.

Рис. 5. Скачок в задачах с f2 при разных значениях δ

Рис. 6. Форма дефекта в задачах с f2 при разных значениях δ

Задачи с f3 отличаются тем, что берега полностью расходятся при условии, что δ не
слишком мало (рис. 7).

В табл. 2 приведена оценка скорости сходимости метода для задачи с f2 при широком
диапазоне значений параметра разрушения δ. Можно увидеть, что при очень малых
значениях δ для сходимости требуется большое количество итераций.

Таблица 2. Количество итераций для f2 при разных δ (множитель уменьшения s равен 2)

δ 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8 10−9

kМУ 26 21 19 17 15 50 18 111 899

mМН 32 27 26 22 21 53 20 112 900
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δ = 10−7 δ = 10−5

δ = 10−1

Рис. 7. Решения задачи для f3

Отметим влияние параметра s на сходимость итерационного процесса. Если в обоб-
щенном методе Ньютона дробление шага s выполнять с меньшим множителем, то можно
добиться увеличения скорости сходимости. При этом будет выполняться больше итера-
ций дробления шага (количество которых не отражено в табл. 2), но каждый шаг метода
Ньютона станет эффективнее, поэтому количество итераций уменьшится, а значит и чис-
ло самых продолжительных операций — вычисление обратных матриц к матрице Гессе.
В табл. 3 приведена оценка скорости сходимости для задачи с f2, когда s дробится по
формуле s = s/1.1.

Таблица 3. Количество итераций для f2 (множитель уменьшения s равен 1.1)

δ 10−1 10−2 10−3 10−4 10−5 10−6 10−7 10−8 10−9

kМУ 8 12 8 11 10 11 19 121 888

mМН 13 17 13 16 15 14 21 122 889

Заключение

Несмотря на то, что сходимость метода Удзавы с модифицированными функциона-
лами Лагранжа доказывается в предположении H2-регулярности решения, которая для
задач теории трещин не свойственна, численная реализация методов стабильно приводит
к решению.
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В теореме 1 при δ → 0 константа C ′ может начать преобладать, так что оценка точ-
ности решения может ухудшиться. Численные расчеты показывают, что при предельных
значениях параметра δ увеличивается сложность вычислений. В таких случаях целесо-
образно переходить к соответствующей предельной модели.
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