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Исследованы свойства дисперсионных соотношений для двух новых полностью нелиней-
ных слабодисперсионных моделей мелкой воды, для которых при определенных парамет-
рах можно получить четвертый, шестой или восьмой порядок точности аппроксимации
фазовой скорости модели трехмерных потенциальных течений. Для иерархии моделей
мелкой воды в предположении о слабо изменяющейся форме дна получены формулы,
устанавливающие связь между скоростью изменения амплитуды волны и скоростью
изменения толщины слоя жидкости, а также выведены зависимости амплитуды и дли-
ны набегающей волны от глубины акватории. Показано, что новая модель четвертого
порядка длинноволнового приближения с восьмым порядком точности дисперсионного
соотношения обеспечивает наилучшую аппроксимацию рассмотренных характеристик
в случае как горизонтального дна, так и дна переменной формы.
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Введение. При решении задач волновой гидродинамики нелинейно-дисперсионные
(НЛД) модели играют все бо́льшую роль, что, в частности, обусловлено постоянным со-
вершенствованием их характеристик [1–3], а также развитием вычислительной техники.
При моделировании волновых режимов в гаванях и прибрежных областях, где трансфор-
мация волн значительна, требуется высокая точность моделей. Хронологически первые
НЛД-модели, например SGN-модель (Serre — Green — Naghdi), формально аппроксими-
руют модель трехмерных потенциальных течений (FNPF-модель [4]) со вторым порядком
длинноволновой аппроксимации O(µ2) (µ = d/λ — параметр дисперсии; d, λ — характер-
ные значения глубины акватории и длины волны), причем дисперсионные соотношения
соответствующих линейных аналогов с такой же точностью O(µ2) аппроксимируют дис-
персионное соотношение исходной FNPF-модели [5].

Эффективный подход к повышению порядка аппроксимации дисперсионного соотно-
шения, при котором сохраняется O(µ2)-порядок длинноволновой аппроксимации исходной
модели, разработан в [6] для слабонелинейных НЛД-уравнений, к которым добавлялась
специальная комбинация пространственных и временны́х производных третьего порядка,
обеспечивающая порядок аппроксимации O(µ4) дисперсионного соотношения FNPF-мо-
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дели. Другой подход к повышению точности НЛД-моделей состоит в непосредственном
повышении порядка длинноволновой аппроксимации, что автоматически обеспечивает бо-
лее высокую точность соответствующего дисперсионного соотношения. В работе [7] пред-
ложена НЛД-модель порядка O(µ4) и развит подход, позволяющий аппроксимировать дис-
персионное соотношение FNPF-модели с точностью O(µ6) и выше.

В работе [4] на основе единого подхода к модификации негидростатической составляю-
щей давления SGN-модели получены две новые модели повышенной точности с четвертым
(mSGN) и шестым — восьмым (mSGN4) порядками аппроксимации дисперсионного соот-
ношения FNPF-модели. При этом mSGN-модель, как и SGN-модель, имеет второй порядок
длинноволнового приближения, тогда как mSGN4-модель — четвертый. При их выводе,
как и в случае SGN-модели, использована осредненная по толщине жидкого слоя горизон-
тальная компонента скорости в FNPF-модели. В этих моделях учитывается подвижность
дна и для них выполняются закон сохранения массы и закон баланса полного импуль-
са, который в случае горизонтального неподвижного дна становится законом сохранения
полного импульса. Кроме того, уравнения mSGN- и mSGN4-моделей инвариантны относи-
тельно преобразования Галилея и записываются в компактной форме, аналогичной записи
уравнений газовой динамики с источниковыми членами. В работе [4] проведен анализ дис-
персионных соотношений для случая горизонтального дна в зависимости от параметров

моделей и исследованы их фазовые характеристики.
В настоящей работе продолжено описание свойств представленных моделей — иссле-

довано поведение описываемых ими волн при выходе на мелководье. Актуальность ис-
следования обусловлена тем, что при проектировании различных сооружений в прибреж-
ной зоне конструктивными характеристиками набегающих волн являются их амплитуда

и длина [8]. Известно, что трансформация длинных волн на отмели обусловлена такими
процессами, как рефракция, дифракция, обрушение, рассеяние и др. Эти процессы взаимо-
связаны и влияют друг на друга [9], но в упрощенной постановке их можно рассматривать
по отдельности. Так, если предположить, что в изучаемой акватории изобаты параллель-
ны прямолинейной береговой линии, и не учитывать трение о дно, то трансформация
волн может происходить исключительно вследствие изменений глубины. В литературе

такой вид трансформации волн в прибрежной зоне называется shoaling-эффектом (в рус-
скоязычной литературе соответствующий термин отсутствует). Исследованы дисперсион-
ные свойства mSGN- и mSGN4-моделей, получены соотношения, устанавливающие связь
между градиентами амплитуды и глубины, а также зависимости амплитуды от глубины
и длины волны, приходящей из глубоководной части акватории в мелководную, — аналоги

закона Грина для NSWE-модели мелкой воды первого длинноволнового приближения.
1. Нелинейно-дисперсионные уравнения. Рассматривается иерархическая после-

довательность моделей мелкой воды, в которых в качестве вектора скорости u выбрана

осредненная по толщине слоя жидкости горизонтальная составляющая вектора скорости

трехмерного течения. В вершине рассматриваемой последовательности находитсяmSGN4-
модель четвертого порядка точности [4], уравнения которой имеют вид

Ht +∇ · (Hu) = 0; (1)

(Hu)t +∇ ·
[
Hu⊗ u +

η∫
−h

(U ⊗U ) dy
]

+∇p = p̌∇h. (2)

Здесь символ “⊗” обозначает тензорное произведение векторов; t — время; H = η + h —
полная глубина; η = η(x, t) — отклонение свободной поверхности от невозмущенного уров-
ня воды; функция h = h(x, t) описывает форму подвижного дна; x = (x1, x2)

т — вектор
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горизонтальных координат в декартовой системе координат Ox1x2y с направленной верти-
кально вверх осью Oy и координатной плоскостью Ox1x2, совпадающей с невозмущенной
свободной поверхностью; p — давление:

p = g
H2

2
− H3

3
(R1 − β1∇ · I1)−

H2

2
(R2 − β1I1 · ∇h) +

η∫
−h

P (y) dy; (3)

I1 = I0 −
[ 1

H
∇

(H3

3
R1 +

H2

2
R2

)
−

(H
2
R1 +R2

)
∇h

]
, I0 = ut + (u · ∇)u + g∇η,

R1 = D(∇ · u)− (∇ · u)2, R2 = D2h, (4)

∇ =
( ∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
, D =

∂

∂t
+ u · ∇,

g — ускорение свободного падения; p̌ — давление на дне:

p̌ = gH − H2

2
(R1 − β1∇ · I1)−H(R2 − β1I1 · ∇h) + P

∣∣
y=−h

; (5)

P (y) =

η∫
y

[DV + U · ∇V0 + (V0V )ζ ] dζ; (6)

V0 = −Dh− (y + h)∇ · u, V = −∇ ·
y∫

−h

U dζ.

Предположение о потенциальности исходного трехмерного течения позволяет выра-
зить вектор-функцию U в явном виде через u, H:

U =
(H

2
− (y + h)

) (
∇(Dh) + (∇ · u)∇h

)
+

(H2

6
− (y + h)2

2

)
∇(∇ · u). (7)

В формуле (6) слагаемое DV содержит смешанные производные высокого порядка с

однократным дифференцированием скорости по времени. В таких слагаемых производ-
ные по времени от вектора скорости должны быть заменены выражением ut − β0I0. Дис-
персионные свойства рассматриваемой двухпараметрической модели зависят от значений

параметров β0 и β1.
В уравнении (2) наивысший (пятый) порядок производных имеют члены, содержащи-

еся в выражении ∇p. При этом присутствуют как частные производные пятого порядка
только по пространственным переменным, так и смешанные производные пятого порядка,
в которых дифференцирование по времени проводится лишь один раз. Уравнения mSGN4-
модели инвариантны относительно преобразования Галилея. Это обусловлено тем, что
в них содержатся только полные производные по времени (4). Кроме того, выполняет-
ся закон сохранения массы, а закон сохранения полного импульса выполняется в случае
горизонтального неподвижного дна.

При выводе уравнений (1), (2) использовалось разложение компонент скорости и дав-
ления трехмерного течения идеальной жидкости со свободной границей по степеням па-
раметра дисперсии µ и в уравнениях Эйлера удерживались слагаемые до порядка O(µ4)
включительно, в частности слагаемое (7) четвертого порядка для горизонтальной компо-
ненты скорости трехмерного течения. Поэтому mSGN4-модель имеет четвертый порядок
точности. Если удерживать члены только до второго порядка O(µ2) включительно, то
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получается mSGN-модель второго порядка точности, уравнение для полного импульса ко-
торой находится из уравнения (2) формальной заменой U ≡ 0 (и, как следствие, P ≡ 0):

(Hu)t +∇ · (Hu⊗ u) +∇p = p̌∇h (8)

и заменой I1 в формулах (3), (5) на I0. Далее в однопараметрической mSGN-модели вме-
сто β1 используется обозначение β.

Уравнения SGN-модели второго порядка точности и бездисперсионной NSWE-модели
мелкой воды имеют тот же вид (1), (8), что и уравнения mSGN-модели. Отличие заклю-
чается лишь в том, что в формулах для вычисления давления в SGN-модели полагается
β = 0:

p = g
H2

2
− H3

3
R1 −

H2

2
R2, p̌ = gH − H2

2
R1 −HR2,

а для NSWE-модели используются следствия гидростатического закона распределения
давления:

p = gH2/2, p̌ = gH.

2. Линейные уравнения в случае слабо изменяющейся формы дна. Представ-
ляет интерес исследование поведения волн при их выходе на мелководье. Будем полагать,
что волны движутся в направлении к прямолинейной береговой линии перпендикулярно

прямолинейным изобатам. Это предположение позволяет рассматривать однонаправлен-
ное течение над дном переменной формы h = h(x) (x ≡ x1). Кроме того, ограничимся
изучением линеаризованных уравнений в предположении, что форма дна слабо изменяет-
ся в том смысле, что вторые и более высокого порядка производные функции h(x), а также
все возможные произведения производных этой функции пренебрежимо малы. При этих
условиях уравнение неразрывности имеет одинаковый для всех моделей вид

ηt + (hu)x = 0. (9)

Линеаризованное уравнение движения mSGN4-модели для одномерного течения записыва-
ется следующим образом:

ut + gηx + hhxr2,x +
h2

3
r2,xx +

2hxh
3

9
r4,xxx +

h4

45
r4,xxxx = 0, (10)

где

r2 = (β1 − 1)ut + β1gηx, r4 = (β0 − 5β1 − 1)ut + β0gηx.

В случае mSGN-модели в уравнении (10) следует положить r4 ≡ 0, β1 = β, для SGN-
модели — r4 ≡ 0, β = 0, для NSWE-модели — r2 ≡ 0, r4 ≡ 0.

Далее для линейных моделей используются те же обозначения (FNPF, mSGN4, mSGN
и т. д.), что и для нелинейных.

3. Фазовые характеристики. Дисперсионное соотношение для системы линеаризо-
ванных уравнений mSGN4-модели (9), (10) в случае горизонтального дна h(x) ≡ d = const
имеет вид

ω =
√
gd k

( 1− β1ξ
2/3 + β0ξ

4/45

1 + (1− β1)ξ2/3 + (β0 − 5β1 − 1)ξ4/45

)1/2
, (11)

где ω — волновая частота; k = 2π/λ — волновое число; ξ = kd = 2πµ; λ — длина

гармонической волны. Это соотношение используется для оценки дисперсионных свойств
mSGN4-модели путем сравнения ее фазовой скорости cmSGN4

p = ω/k с фазовой скоростью

cFNPF
p =

√
gd

(th ξ

ξ

)1/2
(12)

в FNPF-модели (линия 1 на рис. 1).
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Рис. 1. Зависимость фазовой скорости cp от параметра дисперсии µ для моделей
FNPF (1), NSWE (2), SGN (3), mSGN при β = −0,2 (4), mSGN4 при β0 = 0,
β1 = −2/7 (5), mSGN4 при β0 = 1/21, β1 = −1/3 (6)

Фазовая скорость (12) растет при увеличении длины волны (свойство монотонности).
Для сохранения этого свойства в приближенной mSGN4-модели достаточно потребовать,
чтобы параметры β0 и β1 удовлетворяли соотношениям

0 6 β0 6 β1(1 + 5β1), β1 < −1/5. (13)

Несмотря на то что уравнения mSGN4-модели аппроксимируют уравнения Эйлера с
четвертым порядком точности, дисперсионное соотношение и фазовая скорость в FNPF-
модели могут аппроксимироваться в области параметров (13) с большей точностью. Так,
при β0 = 0, β1 = −2/7 для квадрата фазовой скорости в mSGN4-модели имеем аппрокси-
мант Паде (2,4):

(cmSGN4
p )2

gd
=

1 + 2ξ2/21

1 + 3ξ2/7 + ξ4/105
,

приближающий квадрат фазовой скорости (12) с шестым порядком точности, а при β0 =
1/21, β1 = −1/3 — аппроксимант Паде (4,4):

(cmSGN4
p )2

gd
=

1 + ξ2/9 + ξ4/945

1 + 4ξ2/9 + ξ4/63
,

с которым достигается восьмой порядок точности.
В mSGN-модели второго длинноволнового приближения

ω =
√
gd k

( 1− βξ2/3

1 + (1− β)ξ2/3

)1/2
, (14)

а свойство монотонности выполняется при β 6 0. Порядок точности дисперсионного соот-
ношения может быть повышен со второго до четвертого. Например, при β = −0,2 имеем
аппроксимант Паде (2,2):

(cmSGN
p )2

gd
=

1 + ξ2/15

1 + 2ξ2/5
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Таб ли ц а 1
Пороговые значения параметра дисперсии µ∗

при различных значениях отклонения фазовой скорости

Модель мелкой воды
µ∗

Π = 1 % Π = 2 % Π = 5 %

NSWE 0,039 0,055 0,089
SGN 0,174 0,216 0,296
mSGN (β = −0,2) 0,374 0,447 0,606
mSGN4:

β0 = 0, β1 = −2/7 0,646 0,777 1,042
β0 = 1/21, β1 = −1/3 0,988 1,176 1,548

четвертого порядка точности. Для SGN-модели порядки длинноволнового приближения и
точности дисперсионного соотношения (формула (14) при β = 0) совпадают и равны двум.
Фазовая скорость в NSWE-модели cNSWE

p =
√
gd не зависит от длины волны.

Для рассмотренных моделей зависимости фазовых скоростей от параметра диспер-
сии µ представлены на рис. 1. Видно, что зависимость фазовой скорости от параметра µ
в mSGN4-модели при β0 = 1/21, β1 = −1/3 (линия 6 на рис. 1) практически совпадает
(визуально неразличима) с зависимостью фазовой скорости от параметра µ в “эталонной”
FNPF-модели (линия 1 на рис. 1).

В табл. 1 приведены пороговые (минимальные) значения параметра дисперсии µ∗, при
превышении которых относительное отклонение фазовой скорости в моделях мелкой воды

от фазовой скорости в FNPF-модели становится больше заданного значения Π. По этим
данным можно приблизительно определить области применимости моделей мелкой воды.
Так, SGN-модель можно применять до значений µ ≈ 0,2, т. е. для описания волн, длина
которых составляет не менее пяти значений глубины, а mSGN4-модель с параметрами
β0 = 1/21, β1 = −1/3 — и при µ > 1, т. е. для более коротких волн с длиной, меньшей
глубины d. Однако следует отметить, что при выводе нелинейно-дисперсионных моделей
использовалось предположение [4] о малости параметра дисперсии µ, поэтому в настоящей
работе рассматриваются только значения µ 6 1.

Результаты анализа максимальных отклонений фазовых скоростей в моделях повы-
шенной точности от “эталонной” скорости в FNPF-модели показывают, что для волн,
длина которых не меньше глубины (λ > d), наилучший результат получается при исполь-
зовании mSGN4-модели с аппроксимантом Паде (4,4).

3.1. Фазовая скорость в случае дна переменной формы. Приведенные выше результа-
ты получены при изучении дисперсионных свойств моделей повышенной точности в пред-
положении, что дно является горизонтальным. Представляет интерес изучение вопроса об
адекватности описания трансформации волн в прибрежной зоне с помощью таких моде-
лей. Рассмотрим случай слабо изменяющейся формы дна, над которым распространяются
волны в виде гармоник с переменной амплитудой

η(x, t) = a(x) e−i(ωt−K(x)), (15)

при этом Kx(x) = k(x) и предполагается, что амплитуда a(x) и волновое число k(x), как и
форма дна, являются слабо изменяющимися величинами, т. е. их вторые и более высокого
порядка производные пренебрежимо малы.

В случае горизонтального дна K(x) = kx и гармоники, соответствующие свободной
поверхности и скорости, имеют одну и ту же фазу. В случае дна переменной формы для
гармоник возможен небольшой фазовый сдвиг [7], поэтому фазу скорости будем рассмат-
ривать в виде ωt−K(x)−ψ(x), где величина фазового сдвига ψ(x) полагается малой того
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же порядка, что и hx, т. е. величинами ψ2, ψx, произведениями вида axψ, vxψ, hxψ и ана-
логичными произведениями, содержащими производные более высоких порядков, можно
пренебречь. Предположение о малости ψ(x) позволяет рассматривать скорость в виде

u(x, t) = v(x)(1 + iψ(x)) e−i(ωt−K(x)) . (16)

Далее используется предположение [10, 11] о том, что частота ω гармоник (15), (16)
не меняется при движении волн над дном переменной формы:

ω(k(h), h) = ω(k0, h0). (17)

Здесь k(h) — не зависящее от времени волновое число на глубине h < h0; k0 = 2π/λ0;
λ0 — заданная длина волны в глубоководной части акватории с известной глубиной h0.
Согласно (17) фазовая скорость гармонической волны определяется по формуле

cp(h) =
ω(k0, h0)

k(h)
. (18)

Заметим, что в инженерных методах расчета трансформации необрушающихся волн в
прибрежных водах (см., например, [12]) также используется предположение (17) о посто-
янстве частоты и период волн на мелководье принимается равным периоду волн в глубо-
ководной зоне.

Подстановка гармоник (15), (16) в уравнения (9), (10) при выполнении условия (17)
приводит к дисперсионному соотношению вида (11) с заменой

d→ h, k → k(h), ξ → k(h)h. (19)

Полученное дисперсионное соотношение используется для определения величины k(h),
входящей в (18), путем решения уравнения (17), которое в случае mSGN4-модели при-
нимает вид уравнения

f(ν, h̄) = f(ν0, 1) ≡ ζ0 (20)

относительно переменной ν = kh0, где

f(ν, h̄) =
h̄ν2(1− β1h̄

2ν2/3 + β0h̄
4ν4/45)

1 + (1− β1)h̄2ν2/3 + (β0 − 5β1 − 1)h̄4ν4/45
, (21)

ν0 = 2πµ0; µ0 = h0/λ0 — дисперсионный параметр набегающей волны; 0 < h̄ 6 1,
h̄ = h/h0. Нетрудно показать, что при выполнении условий (13) справедливо неравенство
ζ0 > 0 и уравнение (20) при каждом h̄ ∈ (0, 1] имеет один положительный корень ν(h̄). Это
следует из того, что единственный положительный корень имеет кубическое уравнение
относительно переменной z:

β0h̄
5

45
z3 − h̄3

3

(
β1 +

ζ0
15

(β0 − 5β1 − 1)h̄
)
z2 + h̄

(
1− ζ0

3
(1− β1)h̄

)
z − ζ0 = 0.

На рис. 2 показаны зависимости фазовой скорости от глубины в mSGN4-модели для
двух наборов параметров (линии 5, 6). Для сравнения приведена зависимость фазовой
скорости в “эталонной” FNPF-модели (линия 1), для которой уравнение (20) принимает
вид

ν th (νh̄) = ν0 th (ν0). (22)

При 0 < h̄ 6 1 левая часть уравнения (22) является монотонно возрастающей функцией
переменной ν ∈ [0,∞), поэтому существует единственный корень ν(h̄) > 0.
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Рис. 2. Зависимость фазовой скорости cp от глубины h при µ0 = 1,0 для раз-
личных моделей (обозначения те же, что на рис. 1)

Для других моделей мелкой воды зависимости фазовой скорости (18) от глубины по-
лучаются аналогичным образом. Так, с учетом (14), (19) для mSGN-модели вместо (21)
имеем

f(ν, h̄) =
h̄ν2(1− βh̄2ν2/3)

1 + (1− β)h̄2ν2/3

и квадратное относительно переменной ν2 уравнение

βh̄3ν4/3− h̄ν2(1− (1− β)ζ0h̄/3) + ζ0 = 0.

Поскольку β < 0, ζ0 > 0, корни этого уравнения являются действительными числами с
противоположными знаками. Получаем

ν2(h̄) =
2ζ0

h̄
(
1− (1− β)ζ0h̄/3 +

√
(1− (1− β)ζ0h̄/3)2 − 4βζ0h̄/3

) . (23)

Для SGN-модели переменная ν2 определяется по формуле (23) при β = 0:

ν2(h̄) =
ν2
0

h̄[1 + ν2
0(1− h̄)/3]

, (24)

а для NSWE-модели получаем формулу

ν2(h̄) = ν2
0/h̄. (25)

На рис. 2 представлена зависимость фазовой скорости от глубины, в случае когда
волна длиной λ0 приходит на мелководье из глубоководной части акватории с заданной

глубиной h0. Видно, что в случае дна переменной формы mSGN4-модели с шестым и вось-
мым порядками точности дисперсионного соотношения (линии 5, 6 на рис. 2) также имеют
существенное преимущество по сравнению с mSGN-, SGN- и NSWE-моделями (соответ-
ственно линии 4, 3, 2 на рис. 2).

3.2. Изменение длины волны при ее выходе на мелководье. Будем полагать, что гар-
моническая волна длиной λ0 на глубине h0 приходит в мелководную зону и на глубине h
ее длина становится равной λ(h). Тогда

λ(h)

λ0
=

2π

k(h)h0

h0

λ0
=

ν0

ν(h)
. (26)
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Рис. 3. Зависимость длины волны λ от глубины h при µ0 = 0,5 для различных
моделей (обозначения те же, что на рис. 1)

Таким образом, для оценки изменения длины волны при ее выходе на мелководье доста-
точно вычислить значения ν(h) (см. подп. 3.1). Поскольку в случае mSGN-, SGN- и NSWE-
моделей формулы для ν(h) получены в явном виде, для этих моделей в явном виде можно
записать также формулу (26). Например, в случае SGN-модели с учетом (24) получаем

λ(h̄)

λ0
=

√
h̄
[
1 +

1

3
ν2
0(1− h̄)

]
,

где h̄ = h/h0. Для NSWE-модели значение ν определяется по формуле (25), поэтому для
этой модели получается наиболее простая зависимость длины волны от глубины

λ(h̄)

λ0
=

√
h̄.

Зависимость длины волны от глубины для различных моделей представлена на рис. 3
и в табл. 2. На рис. 3 показана зависимость длины волны от глубины, в случае когда
волна длиной λ0 = 2h0 выходит на мелководье из глубоководной части акватории с глуби-
ной h0. В табл. 2 приведены значения отношения λ/λ0 в мелкой части акватории глубиной

h = 2−8h0 при различной длине входящих волн, поэтому параметр дисперсии изменяется
в диапазоне µ0 = 0,05 ÷ 1,00. Близость значений этого отношения к “эталонному”, полу-
ченному для FNPF-модели, свидетельствует о большой точности приближенных моделей.

Анализируя результаты, приведенные на рис. 3 и в табл. 2, можно сделать следую-
щие выводы. В случае длинных волн (µ0 6 0,2) все дисперсионные модели показывают
высокую точность, а бездисперсионная NSWE-модель значительно отличается от других
для всех рассмотренных длин волн. При уменьшении длины набегающих волн (µ0 = 0,5)
удовлетворительное приближение к “эталонной” FNPF-модели имеет место для всех дис-
персионных моделей, кроме SGN-модели (линия 3 на рис. 3), при этом зависимости, соот-
ветствующие моделям mSGN4 с шестым и восьмым порядками точности (линии 5, 6 на
рис. 3), визуально не отличаются от зависимости для FNPF-модели (линия 1 на рис. 3).
В случае наиболее коротких среди рассмотренных набегающих волн (µ0 = 1) наилучшее
приближение имеет место дляmSGN4-модели (см. табл. 2), причем более предпочтительна
mSGN4-модель с восьмым порядком точности дисперсионного соотношения.
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Таб ли ц а 2
Значения отношения λ/λ0 при h = h0/28 и различных значениях параметра дисперсии µ0

Модель
λ/λ0

µ0 = 0,05 µ0 = 0,10 µ0 = 0,15 µ0 = 0,20 µ0 = 0,50 µ0 = 1,00

FNPF 0,064 0,066 0,071 0,076 0,111 0,156
NSWE 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063
SGN 0,064 0,066 0,071 0,077 0,129 0,235
mSGN (β = −0,2) 0,064 0,066 0,071 0,076 0,108 0,134
mSGN4:

β0 = 0, β1 = −2/7 0,064 0,066 0,071 0,076 0,111 0,163
β0 = 1/21, β1 = −1/3 0,064 0,066 0,071 0,076 0,111 0,154

Заметим, что полученные законы изменения длин волн основаны на линейной теории,
тогда как в реальных акваториях при выходе волн в протяженные мелководные зоны су-
щественное влияние на изменение длин волн оказывают нелинейные эффекты. Поэтому
эти законы могут использоваться лишь для приближенных оценок, тем не менее каче-
ственное соответствие имеет место. На рис. 4 приведена зависимость (26) длины волны
от глубины для модели mSGN4 при µ0 = 1,6−3 ≈ 0,244 (сплошная линия) и зависимость

λ

λ0
=

( h

h0

)1/3
,

полученная в [13] в результате обработки экспериментальных данных (точки). Видно,
что существенное отличие от экспериментальных данных наблюдается лишь на малых

глубинах. Штриховой линией на рис. 4 показана зависимость

λ

λ0
=

√
th

(
2πµ0

h

h0

)
, (27)

которую рекомендуется использовать [12] при оценке нагрузок на гидротехнические со-
оружения в прибрежной зоне. Видно, что в этом случае соответствие также является при-
емлемым.
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Рис. 4. Зависимость длины волны λ от глубины h:
сплошная линия — расчет по mSGN4-модели при µ0 = 0,244, β0 = 1/21, β1 = −1/3,
точки — эксперимент [13], штриховая линия — расчет по формуле (27)
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4. Амплитудные характеристики. При тех же условиях, что и в п. 3, определим
изменение амплитуды гармонической волны, которая с начальной длиной λ0 приходит на

мелководье из глубоководной акватории с глубиной h0. Основной задачей является вычис-
ление shoaling-коэффициента Ksl (h) в соотношении

ax

a
= Ksl (h)

hx

h
. (28)

Данную зависимость между скоростью изменения амплитуды волны и скоростью измене-
ния глубины можно получить, используя представление гармоник (15), (16). Подставляя
эти гармоники в уравнения (9), (10) и исключая из уравнения (10) переменные v, ψ с

учетом условия (17), получаем соотношения

γ1
ax

a
+ γ2

kx

k
+ γ3

hx

h
= 0, γ4

kx

k
+ γ5

hx

h
= 0,

в которых коэффициенты γi (i = 1, . . . , 5) зависят от β0, β1 и ξ = kh. Выражая k через h с
помощью уравнения (17), находим соотношение (28).

Формула (28) описывает изменение амплитуды волны при ее движении над дном пере-
менной формы. В бездисперсионной NSWE-модели первого длинноволнового приближения
Ksl (h) = −1/4, т. е. не зависит ни от длины волны, ни от глубины. В “эталонной” FNPF-
модели коэффициент Ksl (h) (линия 1 на рис. 5) вычисляется по формуле

Ksl (h) = −2hk(h)
sh 2hk(h) + hk(h)[1− ch 2hk(h)]

[sh 2hk(h) + 2hk(h)]2
. (29)

Впервые соотношение, связывающее градиенты амплитуды и глубины, получено в
работе [6] для слабонелинейных аналогов SGN- и mSGN-моделей. Для дисперсионных мо-
делей повышенной точности, в которых в качестве вектора скорости используется го-
ризонтальная составляющая вектора скорости в FNPF-модели на некоторой поверхно-
сти, расположенной между дном и свободной границей, известны явные выражения для
коэффициента Ksl , рассматриваемого как функция переменной ξ = kh (см., например,
[14, 15]). В [14, 15] указаны также интервалы значений параметра ξ, в которых дости-
гается удовлетворительная аппроксимация соответствующего коэффициента “эталонной”
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Рис. 5. Зависимость коэффициента Ksl от глубины h при µ0 = 0,5 для различ-
ных моделей (обозначения те же, что на рис. 1)
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FNPF-модели. Для моделей высокого порядка точности, в которых вектор скорости опре-
деляется как осредненная по вертикали горизонтальная компонента скорости трехмерного

течения, такие результаты отсутствуют. В настоящей работе получены формулы для ко-
эффициента Ksl (ξ) для дисперсионных моделей мелкой воды с осредненной скоростью и

показано, что в интервале ξ ∈ (0, 2π) существенное отклонение shoaling-коэффициента от
“эталонного” наблюдается только для NSWE- и SGN-моделей.

Кроме того, для всей иерархии рассматриваемых дисперсионных моделей мелкой во-
ды с осредненной скоростью выведены формулы, описывающие зависимость коэффициен-
та Ksl от глубины h. Наиболее простой вид имеет формула для SGN-модели:

Ksl (h) = −1

4

(
1− ν2

0

1 + ν2
0(1− h/h0)/3

h

h0

)
(30)

(ν0 = 2πµ0). При малых значениях параметра дисперсии входящей волны (µ0 < 0,2) доста-
точно точная аппроксимация коэффициента (29) имеет место для всех значений глубины
h ∈ (0, h0] и всех моделей мелкой воды при наличии дисперсии. Для более коротких волн
(см. рис. 5) SGN- и mSGN-модели дают удовлетворительное приближение к формуле (29)
только в области “мелкой” воды (при небольших глубинах h), а mSGN4-модель (линии 5
и 6 на рис. 5) — и в области более “глубокой” воды.

Анализ результатов показал, что наилучшее приближение к значению коэффициента
(29) “эталонной” FNPF-модели и в наиболее широком диапазоне значений глубины h имеет
место для mSGN4-модели с восьмым порядком точности дисперсионного соотношения.

4.1. Формула Грина для уравнений мелкой воды с дисперсией. Одним из направлений
теоретических исследований НЛД-моделей является получение имеющих большое прак-
тическое значение формул для вычисления коэффициента усиления амплитуды волны, с
помощью которых по амплитуде a0 на глубине h0 можно определить амплитуду a в точке
x мелководной части акватории глубиной h(x). Для бездисперсионных NSWE-уравнений
мелкой воды зависимость амплитуды волны от глубины известна как закон Грина [16]

ā(h̄) =
1

h̄1/4
, 0 < h̄ 6 1, (31)

где ā = a/a0; h̄ = h/h0, т. е. рост амплитуды волны обратно пропорционален корню четвер-
той степени глубины. Для “эталонной” FNPF-модели коэффициент усиления амплитуды
вычисляется по формуле

ā(h̄) =
(2ν0 + sh (2ν0)

ch2 (ν0)

ch2 (νh̄)

2νh̄+ sh (2νh̄)

)1/2
, 0 < h̄ 6 1 (32)

(ν — корень уравнения (22)).
Сравнение формул (31) и (32) показывает, что в законе Грина для NSWE-уравнений

коэффициент усиления амплитуды зависит только от глубины, тогда как в полной FNPF-
модели имеет место зависимость не только от глубины, но и от длины волны, выходящей
на мелководье. Таким образом, наличие дисперсии оказывает влияние на рост амплиту-
ды. Поэтому коэффициент усиления амплитуды можно использовать для оценки качества
НЛД-моделей путем сравнения с формулой (32).

С использованием предположения о малых градиентах донной поверхности и интегри-
рования уравнения (28) можно получить зависимости амплитуды от глубины и от длины
набегающей волны для всех рассмотренных моделей мелкой воды. Для SGN-модели эта
зависимость получена с учетом (30) в виде простой явной формулы

ā(h̄) =
1

h̄1/4

1

(1 + ν2
0(1− h̄)/3)3/4

.



60 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2023. Т. 64, N-◦ 2

Та бли ц а 3
Значения отношения a/a0 при h = h0/28 и различных значениях параметра дисперсии µ0

Модель
a/a0

µ0 = 0,05 µ0 = 0,10 µ0 = 0,15 µ0 = 0,20 µ0 = 0,50 µ0 = 1,00

FNPF 3,905 3,661 3,351 3,049 2,154 1,798
NSWE 4,000 4,000 4,000 4,000 4,000 4,000
SGN 3,904 3,647 3,295 2,916 1,345 0,549
mSGN (β = −0,2) 3,905 3,661 3,353 3,057 2,363 2,436
mSGN4:

β0 = 0, β1 = −2/7 3,905 3,661 3,351 3,049 2,118 1,505
β0 = 1/21, β1 = −1/3 3,905 3,661 3,351 3,049 2,158 1,885

h/h0

a/a0

0,2 1,00,80,60,4

4

3

1

2
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4
5
6
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Рис. 6. Зависимость коэффициента усиления a(h̄)/a0 от глубины h при µ0 = 0,5
для различных моделей (обозначения те же, что на рис. 1)

В случае mSGN- и mSGN4-моделей формулы для коэффициента усиления амплитуды по-
лучаются с помощью численного интегрирования.

С помощью указанных формул вычислены значения амплитуды вблизи берега на глу-
бине h = 2−8h0, в случае когда на глубине h0 амплитуда волны равна a0, а ее длина
соответствует дисперсионному параметру µ0. Из результатов расчета, представленных
в табл. 3, следует, что закон Грина для NSWE-модели имеет одинаковый вид для волн
различной длины. Для остальных моделей, кроме mSGN-модели, амплитуда волны моно-
тонно уменьшается с уменьшением длины входящей волны, причем коэффициент a(h)/a0

находится индивидуально для каждой модели.
На рис. 6 показано изменение амплитуды для каждой модели при фиксированном зна-

чении µ0 = 0,5 и различных значениях глубины. Зависимости, соответствующие mSGN4-
модели при β0 = 1/21, β1 = −1/3 (линия 6 на рис. 6) и FNPF-модели (линия 1 на рис. 6),
визуально неразличимы, близок к ним результат, полученный с помощью mSGN4-модели
при β0 = 0, β1 = −2/7. Удовлетворительным можно считать прогноз изменения ампли-
туды, который дает mSGN-модель. NSWE-модель значительно завышает, а SGN-модель
уменьшает значение коэффициента усиления амплитуды по сравнению с “эталонным”.

Представленные в табл. 3 и на рис. 6, а также другие полученные результаты позво-
ляют сделать вывод, что наилучшее приближение к значению коэффициента усиления ам-
плитуды “эталонной” FNPF-модели и в наиболее широком диапазоне длин λ0 набегающих

волн дает mSGN4-модель с восьмым порядком точности дисперсионного соотношения.
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Рис. 7. Зависимость параметра крутизны волны δ от глубины h при µ0 = 0,5,
a0/h0 = 0,01 для различных моделей (обозначения те же, что на рис. 1)

4.2. Изменение крутизны волн на мелководье. Используя полученные законы транс-
формации амплитуды и длины волны, исследуем изменение параметра крутизны гармо-
нической волны δ(h) = 2a(h)/λ(h) при ее движении по мелководью. Это представляет ин-
терес, поскольку увеличение крутизны волнового профиля может привести к обрушению
волны. В рамках бездисперсионных гиперболических уравнений мелкой воды этот процесс
хорошо изучен [16]. Известно также, что “. . . в рамках теории мелкой воды. . . наступает об-
рушение. На практике влияние диссипации и дисперсии может замедлить этот процесс. . . ”
[16. С. 182], а значит, волна разрушается на более мелкой воде, чем предсказывают NSWE-
уравнения.

На рис. 7 показаны зависимости параметра крутизны от глубины для рассматривае-
мых в настоящей работе моделей. Горизонтальной линией показана верхняя граница зна-
чений параметра крутизны, выше которой начинается развал волны согласно критерию,
сформулированному в [17]: для необрушающихся волн необходимо выполнение неравенства
δ(h) < 1/7.

Из рис. 7 следует, что при учете дисперсии обрушение происходит в более мелководной
зоне, чем при использовании бездисперсионной математической модели [16]. SGN-модель
существенно завышает время начала обрушения, т. е. оно происходит на более мелкой
воде по сравнению с “эталонной” моделью. Модели повышенной точности достаточно точ-
но предсказывают зону обрушения. Заметим, что в настоящей работе качество моделей
оценивается в сравнении с FNPF-моделью, а не с экспериментальными данными. Заметим
также, что набегающая волна может не обрушиться на заданной глубине h < h0, если ее
начальная амплитуда a0 достаточно мала, а начальная длина λ0 достаточно велика, т. е.
на глубине h0 достаточно мала крутизна входящей волны.

Заключение. В работе для иерархии математических моделей мелкой воды в пред-
положении о слабом изменении формы дна получены законы изменения фазовой скорости,
амплитуды, длины и крутизны поверхностных волн при их движении из глубоководной
части акватории в мелководную. Полученные зависимости амплитуды волны от глубины
можно рассматривать как обобщения известного закона Грина в бездисперсионной модели

мелкой воды на случай моделей, учитывающих дисперсию волн. Из полученных соотно-
шений для определения параметра крутизны волн следует, что наличие дисперсии за-
держивает момент обрушения. Сравнительный анализ полученных законов выполнен для
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дисперсионных моделей второго и четвертого порядков длинноволнового приближения,
при выводе которых использована осредненная по толщине жидкого слоя горизонтальная

компонента вектора скорости в модели потенциальных течений идеальной жидкости со

свободной границей. Показано, что модель четвертого порядка длинноволнового прибли-
жения с восьмым порядком точности дисперсионного соотношения обеспечивает наиболее

точную аппроксимацию рассмотренных характеристик в случае как горизонтального дна,
так и дна переменной формы.

Показана перспективность прогноза волнообразования в прибрежной зоне даже с ис-
пользованием упрощенных постановок. Кроме того, можно сделать вывод о преимуществе
дисперсионных моделей повышенной точности по сравнению с известными моделями с бо-
лее низким порядком аппроксимации дисперсионного соотношения для модели потенци-
альных течений.
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