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ЭВОЛЮЦИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ДОКАЗАТЕЛЬСТВА
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ПСИХОЛОГИИ РАЗВИТИЯ

Целью статьи является рассмотрение этапов развития математического доказа-
тельства как последовательных этапов развития человеческого мышления, идущего
по пути нарастания абстрактности. Разбирается точка зрения Я. Хакинга, выделяю-
щего разные стили математического доказательства: подходы Декарнта и Лейбница.
Показано, что их нельзя рассматривать вслед за Хакингом как независимые подходы
к пониманию доказательства. Они иллюстрируют развитие человеческого сознания,
которое продвигается от конкретных представлений к абстрактному мышлению,
поэтому подходы Декарта и Лейбница следует рассматривать как исторически разви-
вающиеся подходы к пониманию доказательности.
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THE EVOLUTION OF MATHEMATICAL PROOF
FROM THE VIEWPOINT OF DEVELOPMENTAL

PSYCHOLOGY

The article is aimed to examine the stages of development of mathematical proof as
successive stages in the development of human thinking which progresses towards the
increase of abstraction. The point of view of I. Hacking is analyzed, who identifies different
styles of mathematical proof – the approaches of Descartes and Leibniz. It is shown that
these styles cannot be considered, following Hacking, as independent approaches to under-
standing proof. They represents the development of human consciousness, which advances
from concrete concepts to abstract thinking, therefore the approaches of Descartes and
Leibniz should be considered as historically developing approaches to understanding evi-
dence.
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Введение

Данный текст во многом является возражением против пози-
ции Яна Хакинга, изложенной в его книге «Почему вообще сущест-
вует философия математики?» [14]. Хакинг описал два подхода
к математическому доказательству, родоначальниками которых он
считает Р. Декарта и Г. Лейбница. Подход Декарта характеризуется
наглядностью и требует сохранения обозримости доказательства
в целом. Лейбниц требует формальной правильности на каждом
шаге и при выполнении этого требования допускает возможность
иметь сколь угодно длинное доказательство. Обозримость при этом
утрачивается. Хакинг считает эти подходы двумя независимыми
традициями в истории математики.

Цель статьи – опровергнуть гипотезу Я. Хакинга о независи-
мом существовании двух типов подходов к математическому дока-
зательству и предложить альтернативную точку зрения. Наша гипо-
теза состоит в том, что эти традиции представляют собой последо-
вательные этапы развития математического мышления по пути по-
вышения абстрактности, т.е. не являются отдельными независимы-
ми стилями рассуждений. В качестве методологии исследования
используется подход, сформулированный в психологии развития
Л.С. Выготского [3], который показывает, что как в индивидуаль-
ном развитии, так и исторически мышление проходит определенные
фазы, развивается от конкретного к абстрактному. Для доказатель-
ства выдвигемой гипотезы будет продемонстрирована связь между
подходами Декарта и Лейбница путем демонстрации наличия про-
межуточных звеньев: математических трудов И. Ньютона. Кроме
того, следует признать маловероятной гипотезу о том, что опреде-
ленные стили математического мышления появляются «на пустом
месте», т.е. возникают вдруг, без длительного предшествующего обу-
чения математиков известным в их время математическим приемам.

Опыт демонстративного доказательства

Сам Я. Хакинг пишет о том, что стиль демонстративного дока-
зательства появился задолго до Декарта. В качестве примера он
ссылается на Платона, который в диалоге «Менон» показывает, что
знание является припоминанием [10].
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Математическое знание получает развитие в эпоху Возрожде-
ния, часто в связи с решением задач из механики и астрономии. Ос-
новопроложник философии Нового времени Р. Декарт опирается на
подход, выработанный в геометрии Эвклида, соединяя его с алгеб-
раическими методами. Критерием истинности в философии Декарта
служили «ясность и отчетливость». Применительно к математиче-
скому доказательству данный критерий трансформировался в  идею
обозримости. «В картезианской методологии, – пишет Хакинг, – для
того чтобы постичь истину, вы должны держать в голове все дока-
зательство сразу» [14, с. 45]. Доказательство полностью понятно,
когда оно во всей полноте удерживается в сознании. Прежде чем
понять математическое доказательство, его нужно видеть как целое.
«Вы должны быть способны пробежать доказательство как целое,
видеть его в целом, прежде чем правильно его понять. Рассуждение
является само-аутентичным только в том случае, если оно полно-
стью очищено, полностью лишено даже шагов, так что вы можете
понять все доказательство в целом» [Там же].

Хакинг прослеживает эту традицию визуализации вплоть до
современных математики и философии. В частности, требование
ясности развивается в философии Л. Витгенштейна: «4.116. Все, что
мыслимо, должно мыслиться ясно. Все, что может быть передано
словами, должно передаваться ясно» [1, с. 18]. Ясность является
неотъемлемым свойством доказательства, последнее должно быть
обозримо. Для Витгенштейна, отмечает Хакинг, только та логиче-
ская структура, воспроизведение которой является простой задачей,
может называться доказательством [14, с. 45–47].

В качестве примера современного математика, следующего
идее очевидности, Хакинг называет А. Гротендика [14, с. 48–50],
писавшего, что математическое творение – это видéние, которое
постепенно исчезает, раскрывая очевидную вещь, которую никто не
видел, принимая форму в очевидном утверждении, которое никто не
формулировал. Истинная цель глубокой математики – создание оче-
видности.

На наш взгляд, пример Гротендика как приверженца традиции
очевидности и обозримости доказательства крайне неудачен. Гро-
тендик годами пользовался аналитическими методами в геометрии,
а «видение» пришло к нему гораздо позже, почти через год после
того, как он решил бросить занятия математикой: «…Двенадцать
ключевых тем моего труда все вместе, словно повинуясь тайному
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велению рока, сложились в одну симфонию – или, если взять другой
образ, каждая из них оказалась воплощением одной из точек зрения,
в совокупности составивших единое широкое видение. Видение это
начало выступать из тумана, а очертания его – становиться узнавае-
мыми, не раньше, чем к 1957–1958 гг., годам напряженного вына-
шивания идей. …Правда, что я не смог бы конкретно указать мо-
мент, пережитый мною как внезапное рождение видения, или, огля-
нувшись назад, в теперешней перспективе узнать и выбрать такую
минуту. Новое видение – нечто заведомо слишком обширное, чтобы
появиться сразу, в один миг. Ему нужны долгие годы, если не целые
поколения, чтобы, проникнуть в душу, постепенно завладеть тем
или теми, кто неотрывно, внимательно созерцает… И, опять-таки,
видение слишком объемно, чтобы говорить о возможности уловить
его, “схватить”, как хватаешь первое же понятие, возникшее из-за
поворота на твоей дороге» [4, с. 44–45].

Вообще, Гротендик пишет, что вступил в математику через
«боковой подъезд», через математический анализ и только спустя
годы пришел к занятиям геометрией, развивая независимо несколь-
ко тем. И через несколько лет занятий геометрией с использованием
аналитических методов он обнаружил в себе склонность довольст-
воваться в математике не числом, размером, а именно формой, или,
точнее, структурой математических объектов. (Про ведущую роль
структуры в генерации научных открытий мы писали и ранее [17].)
«Структура вещи – совсем не что-то такое, что мы могли бы “изо-
брести”, – утверждает Гротендик. – Мы можем лишь выводить ее на
свет терпеливо, смиренно; знакомясь с ней, ее раскрывать» [4,
с. 48].

Однако традиция очевидности гораздо легче прослеживается
в глубь времен. Она видна, например, в различных системах записи
чисел (вавилонской, египетской, греческой, римской, арабской, ки-
тайской и т.д.), которые позволяли провести непосредственную
проверку и пересчет. Число изображало количество наглядно, каж-
дый элемент записи числа мог быть поставлен в соответствие счи-
таемым предметам [13].

Вторым этапом развития математического мышления можно
назвать деятельность Фалеса и Пифагора, у которого основным эле-
ментом рассуждения является геометрическое построение [8]. Здесь
требование наглядности реализуется в полной мере, но в отличие от
допускаемой Лейбницем сколь угодно большой продолжительности
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рассмотрения, выдвигается требование конечности [6]. Пифагор
«увидел» потенциальную бесконечность числового ряда и запретил
идти этим путем, отказавшись от иррациональных чисел [12].

Геометрия Эвклида [16] является хорошим примером парадиг-
мы обозримости конструктивных построений, изложение у Эвклида
подчинено идеям красоты. Во второй книге «Начал» он дает алго-
ритмы построения золотой пропорции, а последняя книга заверша-
ется построением правильных многогранников – пяти Платоновых
тел. Диофант [5] также следует идее поиска красоты и гармонии, но
его метод меняется в сторону большей абстрактности, геометриче-
ские построения Эвклида замещаются уравнениями. Чтобы перейти
от обозначений Эвклида к наглядности, нужно сделать один шаг,
а именно квадрат интерпретировать как вторую степень уравнения,
а куб – как третью. Но уже у Эвклида появляются четвертые и шес-
тые степени, что выходит за рамки визуальных представлений.

Таким образом, наглядность, или визуализация, математиче-
ских представлений более свойственна раннему периоду развития
математики. Эта особенность хорошо укладывается в теорию посте-
пенного развития человеческого мышления Л.С. Выготского [2].
Выготский отмечает наглядность и образность раннего этапа чело-
веческого мышления как в номогенезе, так и в онтогенезе. Однако
при дальнейшем развитии человека мышление приобретает все
большую абстрактность.

Аналитическое доказательство

Хакинг рассматривает переход от декартовского доказательст-
ва к доказательству у Лейбница как смену идеала, хотя сразу же
признает, что это деление достаточно искусственное: «Это только
два различных идеала, которые задействованы в картезианском (все
представлено в голове разом) и лейбницевском (последовательность
предложений) понятиях доказательства. Они четкие, но искусствен-
ные. Есть много, просто много математических доказательств, но
немногие из них соответствуют какому-либо идеалу» [14, с. 62].

Поэтому мы продолжим трактовку перехода к традиции рас-
смотрения доказательства как последовательности предложений
с точки зрения психологии развития, основанной на принципе исто-
ризма. Этот принцип требует совершения последовательного пере-
хода от Декарта к Лейбницу, поэтому обратим внимание на извест-
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ных философов и математиков, которых можно рассматривать как
предшественников Лейбница. И сразу обнаруживается, что таковых
довольно много, но самым известным предшественником, упоми-
наемым в связи с именем Лейбница, является И. Ньютон [9]. Пре-
словутый спор о первенстве открытия дифференциального и инте-
грального исчислений свидетельствует о том, что Ньютон и Лейб-
ниц общались и содержание их основных открытий каждому было
известно. Дифференциальное исчисление основано на визуализи-
руемом понятии касательной к графику функции, однако появление
идеи бесконечно малого требует отхода от визуальных представле-
ний в область теоретических понятий.

Вопрос в том, как скоро была реализована предполагаемая
в математическом анализе строгость рассуждений. Явно это проис-
ходило спустя достаточно длительное время, так как изначально
понятие дифференцируемости долго оставалось близким к понятию
непрерывности, так что считалось, что непрерывная функция диф-
ференцируема, до появления контрпримера в виде функции модуля
числа в точке ноль. Многочисленные примеры правдоподобных, но
ошибочных рассуждений в математике  приводит Д. Пойа [11].
М. Клайн  отмечает, что положение в математике XVII–XVIII вв.
было весьма затруднительным: «Утрата критериев абсолютности
истины, все возрастающая сложность математики и естественных
наук, неуверенность в выборе правильного подхода к математике
привели к тому, что большинство математиков оставили вопросы
оснований» [7, с. 14]. Программа логицизма, развернутая в конце
XIX–XX в., позволила свести различные области математики к еди-
ному основанию, формализовать определенные правила вывода.
Произошли уточнение и переопределение многих понятий и увели-
чение строгости выводов. И только спустя три века интенсивной
работы математиков стала  возможной ситуация, о которой говорит
Я. Хакинг: «Современный быстрый компьютер, очевидно, является
воплощением концепции доказательств Лейбница» [14, с. 63]. То
есть реальная история математики показывает, что путь к достаточ-
ной строгости математических выводов был достаточно долгим
и сложным.

Кроме того, психологи и философы отмечают, что нарастание
абстрактности мышления происходит одновременно в разных об-
ластях и затрагивает общее мировоззрение. Так, В.Л. Чечулин
и А.А. Лопатин показали, что трансформация математического до-
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казательства шла параллельно с развитием представлений о при-
чинности [15]. В частности, непосредственно наглядные аксиомы
характерны для синкретизма, а современные абстрактные представ-
ления воплощаются в представления о действии множественной
причинности.

Заключение

На наш взгляд, подход Я. Хакинга к выделению стилей мате-
матического доказательства является исторически некорректным.
Он рассматривает демонстративное и аналитическое доказательства
изолированно, как нечто фиксированное, не задаваясь вопросом об
их происхождении. Мы показали, что развитие подходов к матема-
тическому доказательству происходило исторически. С точки зре-
ния психологии развития мышление развивается от конкретно-
образных представлений к более абстрактным. В этом смысле под-
ход Декарта к математическому доказательству с его требованием
наглядности и обозримости всего доказательства надо рассматри-
вать как более ранний этап математического мышления, а подход
Лейбница – как переход к более абстрактному этапу мышления.
Последний был реализован значительно позже, уже в ХХ в. С точки
зрения Хакинга, хорошим примером доказательства в духе Лейбни-
ца являются компьютерные доказательства.
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