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Сформулировано понятие поверхности нагружения, соответствующей деформациям
ползучести, аналогично тому как введено понятие поверхности нагружения, соответ-
ствующей деформациям пластичности. Получено уравнение для поверхности нагруже-
ния, соответствующей деформациям ползучести. Доказано, что в отсутствие вязкости
материала уравнение поверхности нагружения, соответствующей деформациям ползу-
чести, совпадает с уравнением поверхности нагружения, соответствующей деформаци-
ям пластичности.
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1. Энергетическое условие прочности при ползучести. Деформации ползучести
возникают в материале конструкций, находящихся под действием больших напряжений и
температур [1–9].

В работе [10] построено уравнение начальной поверхности нагружения, в случае когда
имеет место повторное нагружение:

J̄2
1 + 2(1 + ν)J̄2 = σ̄2

т.

Здесь

J̄1 = σ̄pqgpq, J̄2 = −(J̄2
1 − σ̄pqσ̄pq)/2, σ̄ij = σij − σ0ij ,

σ̄2
т =

(k0 + 1

2

)2
[(J0

1 )2 + 2(1 + ν)J0
2 ], k0 =

( 2σ2
т

(J0
1 )2 + 2(1 + ν)J0

2

− 1
)1/2

,

J0
1 = σ0

pqgpq, J0
2 = −[(J0

1 )2 − σ0
pqσ

0
pq]/2,

σ0
ij — напряжения на предыдущем шаге нагружения; σij — текущие напряжения; σ0ij —
координаты центра текущей поверхности нагружения; gij — компоненты метрического

тензора; ν — коэффициент Пуассона; по повторяющимся индексам p, q проводится сумми-
рование от 1 до 3.

При выполнении условия

J̄2
1 + 2(1 + ν)J̄2 < σ̄2

т (1)

деформации являются упругими. При высоких температурах металлы имеют определен-
ную вязкость. Пусть после завершения статического нагружения напряженное состояние
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в данной точке тела является фиксированным. При этом за счет вязкости материала в нем
возникает деформация ползучести. Предположим, что процесс ползучести адиабатический
и изотермический. При деформациях ползучести происходит рассеяние накопленной потен-
циальной энергии. Если компоненты тензора вязкой деформации обозначить через εv

ij , то
рассеянная удельная потенциальная энергия будет равна

Av =

t∫
0

σ̄ij dεv
ij ,

где t — время ползучести. Для фиксированных значений σ̄ij получаем

Av = σ̄ijε
v
ij(t). (2)

Так как ползучесть является необратимым процессом, можно предположить, что сум-
ма работ упругих деформаций в двух противоположных направлениях в пространстве на-
пряжений не остается постоянной, а уменьшается на величину Av = σ̄ijε

v
ij(t). C учетом

этого предположения условие прочности при ползучести можно записать в виде [8]

(J̄2
1 + 2(1 + ν)J̄2)/E = σ̄2

т/E − σ̄ijε
v
ij(t),

или

J̄2
1 + 2(1 + ν)J̄2 = σ̄2

т − Eσ̄ijε
v
ij(t), (3)

где E — модуль Юнга. Из (3) можно получить условие разрушения в следующем виде
(см. [10]):

J2
1 + 2(1 + ν)J2 = 2[σ2

т − Eσijε
v
ij(t)]. (4)

В [11] экспериментально доказано, что при высоких температурах поверхность нагру-
жения вязкоупругих тел с течением времени уменьшается. Поэтому конец пути активного
нагружения, который в начальный момент времени находился внутри области, ограничен-
ной поверхностью нагружения, по истечении некоторого промежутка времени оказывается
вне этой области, т. е. вне поверхности текучести, вследствие чего возникают необратимые
деформации, зависящие от времени.

Вязкие деформации зависят от напряжений следующим образом [2]:

εv
ij =

1

E

t∫
0

H(t, τ)[(1 + ν)σij − νJ1gij)] dτ (5)

(H(t, τ) — ядро вязкости; τ , t — время). При постоянных напряжениях из (5) следует
выражение

εv
ij =

1 + ν

E1
σij −

ν

E1
gijJ1, (6)

где

1

E1
=

h(t)

E
, h(t) =

t∫
0

H(t, τ) dτ. (7)

Подставляя (6) в (3), получаем

J̄2
1 + 2(1 + ν)J̄2 = σ2

т − E
(1 + ν

E1
σ̄ij σ̄ij −

ν

E1
J̄2

1

)
. (8)
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Поскольку

σ̄ij σ̄ij = 2J̄2 + J̄2
1 ,

из (8) находим

J̄2
1 + 2(1 + ν)J̄2 = σ̄2

т/(1 + h(t)). (9)

Из формулы (9) следует, что при h(t) ≡ 0 условие прочности при ползучести совпадает
с условием прочности при пластичности. Функция h(t) определяется в экспериментах на
одноосное растяжение каждого материала.

2. Прочность универсальных шпинделей с учетом ползучести. На большин-
стве современных прокатных станов передача крутящего момента рабочим валкам осу-
ществляется посредством соединений, называемых универсальными шпинделями. Совре-
менные конструкции универсальных шпинделей позволяют передавать значительные кру-
тящие моменты, достигающие 3000 Н ·м на один рабочий валок при углах наклона оси
шпинделя к оси рабочего валка 8 ÷ 10◦. В настоящее время существуют различные кон-
струкции универсальных шпинделей, но все они основаны на схеме шарнира Гука.

Время с момента включения шпинделя до момента установления стационарного режи-
ма обозначим через t0, радиус валка — через R. Предположим, что промежуток времени
установления стационарного режима достаточно мал, т. е. угловое ускорение достаточно
большое. Тогда можно считать, что касательное ускорение значительно больше центро-
стремительного. В предположении, что до момента установления стационарного режима
валок вращается с постоянным угловым ускорением ε, касательное ускорение точек вала
определяется по формуле

W = ε× r, (10)

где r — радиус-вектор текущей точки вала (0 6 r 6 R).
В течение промежутка времени t0 касательные напряжения в поперечных сечениях

возникают за счет наличия момента сопротивленияM0 и момента инерционных сил. Будем
считать, что в течение времени t0 преобладают моменты инерционных сил. Вычислим
касательные напряжения, возникающие вследствие наличия момента сил инерции.

Для элемента вала длиной l с центральным углом dϕ и радиусом r масса dm вычис-
ляется по формуле

dm = ρlr dϕ dr

(ρ — плотность материала вала). Тогда равнодействующая всех инерционных сил равна

F u =

2π∫
0

R∫
0

ρlεr2 dr dϕ =
2π

3
ρlεR3 =

2

3
m∗εR, (11)

где m∗ — общая масса вала. Учитывая, что при t = 0 угловая скорость ω = 0 и dω/dt = ε,
для ω имеем ω = εt.

При t = t0

ω(t0) = εt0 = 2πn, (12)

где n — число оборотов в единицу времени. Из (12) следует

ε = 2πn/t0. (13)

Подставляя (13) в (11), для равнодействующей инерционных сил имеем

F u =
4π

3

m∗R

t0
n. (14)



А. С. Гулгазли 181

Для вала радиусом r равнодействующая инерционных сил равна

F u =
4π2lρn

3t0
r3. (15)

Тогда координата точки приложения равнодействующей силы вычисляется по формуле

r0 =

R∫
0

F u(r)r dr
/ R∫

0

F u(r) dr =
4

5
R. (16)

С учетом (16) получаем выражение для крутящего момента

Mкр =
4π2lρn

3t0
R3 4

5
R =

16π2lρn

15t0
R4. (17)

Известно, что выражение для касательного напряжения в поперечных сечениях имеет
вид

τ0 =
Mкрr

Jp
, (18)

где Jp — полярный момент инерции общего поперечного сечения лопасти и цилиндра.
Из (18) следует формула для максимального значения касательных напряжений

τ0m =
Mкр

Wp
, (19)

где Wp = Jp/R — полярный момент сопротивления общего поперечного сечения лопасти

и шпинделя. Учитывая, что для кругового сечения Wp = πR3/2, из (19) получаем

τ0m =
2Mкр

πR3
. (20)

Подставляя (17) в (20), находим выражение для максимального касательного напря-
жения

τ0m =
32πlρn

15t0
R. (21)

Из (21) следует, что при малых t0 на валок действуют большие касательные напряже-
ния, вследствие чего выделяется большое количество теплоты. В результате с течением
времени возникают необратимые деформации, т. е. деформации ползучести. Для данной
задачи

J1 = 0, J2 = τ2
0 .

Тогда условие (4) принимает вид

2(1 + ν)τ2
0 = 2[σ2

т − Eσijε
v
ij(t)]. (22)

С учетом (5) для удельной работы вязкой деформации имеем выражение

σijε
v
ij =

t∫
0

H(t, τ)
(1 + ν

E
σijσij −

3ν

E
J2

1

)
dτ =

=

t∫
0

H(t, τ)
(1 + ν

E
(2J2 + J2

1 )− 3ν

E
J2

1

)
dτ. (23)
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Поскольку J1 = 0, J2 = τ2
0 , из (23) следует

σijε
v
ij =

2(1 + ν)

E

t∫
0

H(t, τ) dτ =
2(1 + ν)

E
τ2
0 h(t). (24)

Здесь функция h(t) определяется в эксперименте на одноосное растяжение-сжатие. Под-
ставляя (24) в (22), получаем

2(1 + ν)τ2
0 [1 + h(t)] = 2σ2

т,

или

τ0 =
σт√

(1 + ν)(1 + h(t))
. (25)

С учетом того, что масса валка вычисляется по формуле

mв = πR2lρ, (26)

из (21) находим

τ0m =
32mвn

15t0R
. (27)

Из (25), (27) определяем максимальное число оборотов валка:

n 6
15t0R

32mв

σт√
(1 + ν)(1 + h(t))

. (28)

Из (28) следует, что для предотвращения разрушения валка нужно увеличить время
до установления стационарного режима. Из (28) также следует, что с увеличением предела
текучести увеличивается допустимое число оборотов в единицу времени. Подставляя (26)
в (28), получаем

n 6
15t0

32πRlρ

σт√
(1 + ν)(1 + h(t))

. (29)

Согласно (29) допустимое число оборотов в единицу времени можно увеличить также за
счет уменьшения радиуса валка и плотности его материала.

Заключение. В работе получено энергетическое условие ползучести и выведено урав-
нение для поверхности нагружения, соответствующей деформациям ползучести. С исполь-
зованием полученных условий проведены расчеты длительной прочности универсальных

шпинделей.
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