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Предложена математическая модель, описывающая процессы нестационарной ползуче-
сти металлов при сложном нагружении. Приводятся результаты численного моделиро-
вания процесса ползучести стали марки Ст.304 при сложных режимах блочного мно-
гоосного циклического деформирования. Полученные результаты численных расчетов
сравниваются с данными натурных экспериментов. Проводится моделирование ползуче-
сти при сложных процессах деформирования, сопровождающихся вращением главных
площадок тензоров напряжений, деформаций и деформаций ползучести.
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Введение. Требования, предъявляемые к надежности работы конструктивных эле-
ментов важных инженерных объектов, срок службы которых составляет несколько десят-
ков лет, обусловливают необходимость исследования длительной прочности материала,
разработки теоретических методов расчета выработанного и остаточного ресурсов мате-
риалов и конструкций. Для решения этих проблем проводятся теоретические и экспери-
ментальные исследования процесса ползучести на всех его стадиях и процесса накопления

повреждений в материале конструкции в зонах с интенсивной ползучестью [1, 2].
Экспериментальному изучению ползучести материалов при нормальных и повышен-

ных температурах посвящено большое количество работ (см. работы [3–6] и библиографию
к ним). В основном эти исследования проводились для случая одноосного напряженного
состояния при постоянной или переменной нагрузке. Особенностями деформации ползуче-
сти являются ее практически полная необратимость и сильная нелинейность зависимости

скорости ползучести от действующего напряжения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (код проекта 16-19-10237).
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Анализ экспериментальных данных о процессе ползучести при меняющейся знакопе-
ременной нагрузке позволяет сделать следующие основные выводы [3, 4]:

— при увеличении температуры скорость ползучести, как правило, возрастает;

— при резком увеличении напряжения сначала наблюдается резкое увеличение ско-
рости ползучести (скорость ползучести соизмерима со скоростью на начальном участке

кривой ползучести), затем— ее уменьшение, при этом кривая ползучести асимптотически
приближается к кривой, соответствующей большему значению напряжения; если по ис-
течении некоторого промежутка времени напряжение меняет знак на противоположный,
то сначала также наблюдается резкое увеличение скорости ползучести, в дальнейшем ха-
рактер кривой ползучести определяется упрочнением материала;

— циклическое нагружение всегда приводит к увеличению скорости деформации пол-
зучести;

— характер изменения скорости деформации оказывает существенное влияние на про-
цесс деформирования материала.

На основе анализа большого количества экспериментальных данных выявлены сле-
дующие особенности процесса ползучести материала при скачкообразно меняющемся на-
пряжении [1, 3, 5]:

— “преемственность” процесса ползучести (ползучесть образца, имеющего некоторую
остаточную деформацию, тем интенсивнее, чем меньше напряжение, при котором дости-
гается эта деформация);

— отсутствие закона коммутативности Одквиста для конечных деформаций ползуче-
сти.

Экспериментальное исследование процесса ползучести при сложном напряженном со-
стоянии обычно проводится при испытаниях пластин на сдвиг и растяжение, при нагру-
жении труб внутренним давлением, изгибе стержней с одновременным растяжением или
кручением и т. д. Экспериментально установлено, что в случае изотропных однородных
материалов ползучесть представляет собой процесс накопления в основном сдвиговых де-
формаций. Это позволило сделать следующие выводы [6]: изменение гидростатического
давления не влияет на ползучесть; скорости главных деформаций пропорциональны глав-
ным сдвиговым напряжениям; эффективная скорость деформации связана с эффективным
напряжением той же зависимостью, что и в случае одноосного растяжения.

Закономерности процесса ползучести при сложном напряженном состоянии и перемен-
ных температурах исследованы недостаточно. В работе [7] приведены результаты экспери-
ментов, в которых исследовалась кратковременная ползучесть алюминиевого сплава при
двухосном напряженном состоянии и резких изменениях температуры и напряженного со-
стояния, при построении определяющих соотношений использовалось понятие поверхности
ползучести, аналогичной поверхности текучести в теории пластичности, при этом положе-
ние и форма поверхности ползучести зависели от деформации ползучести. В данном слу-
чае термин “поверхность ползучести” используется для описания геометрического места
напряженных состояний, для которых по истечении определенного промежутка времени
эквивалентные скорости деформации равны ėu =

√
ėij ėij = const. В работе [7] обнару-

жена зависимость направления скорости деформации ėij от времени, которая, по мнению
авторов, обусловлена влиянием обратимой вязкоупругой деформации. При этом асимпто-
тическое направление вектора ėij совпадало с нормалью к поверхности ползучести. При
изучении поведения поверхностей ползучести во времени обнаружен эффект, аналогич-
ный эффекту Баушингера в теории пластичности: при изменении направления кручения
с сохранением постоянного напряжения сдвига возникала первая стадия ползучести, на
которой деформация больше, чем при начальном направлении кручения.
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В общем случае деформация ползучести в явном виде зависит от действующего на-
пряжения, времени процесса и температуры [3]. Для описания стандартных кривых пол-
зучести предложено большое количество упрощенных одномерных определяющих соотно-
шений [3]. Данный класс математических моделей ползучести получил название моделей
временного упрочнения.

Известные модели временного упрочнения применимы только в случае постоянных

напряжений и приближенно описывают первую и вторую стадии ползучести.
В случае переменных напряжений при построении определяющих соотношений учи-

тывается зависимость процесса ползучести от скорости нагружения [3]. В ряде работ

предлагаются модели, в определяющих соотношениях которых содержатся “скрытые”,
или “внутренние” параметры. Такие модели позволяют описать поведение материалов
в широком диапазоне параметров процесса ползучести. В частности, в этих соотношениях
можно учесть склерономную пластичность и ползучесть [8–13].

Для моделирования процесса ползучести при сложном нагружении необходимо задать

законы изменения параметров состояния. Предполагается, что эти изменения определя-
ются двумя механизмами: упрочнением и разупрочнением. Данный подход аналогичен
подходу, используемому в математической теории пластичности (теории течения) [1].

В настоящей работе на основе результатов работ [1, 8–14] предлагается математиче-
ская модель нестационарной ползучести при сложном нагружении. На основе результа-
тов сравнения экспериментальных и расчетных данных о ползучести нержавеющей стали

марки Ст.304 при блочном циклическом многоосном нагружении [15] проводится оцен-
ка достоверности предложенных определяющих соотношений нестационарной ползучести

при сложном нагружении. Выполняется анализ различных вариантов соотношений пред-
лагаемой математической модели нестационарной ползучести.

1. Определяющие соотношения нестационарной ползучести. Определяющие
уравнения нестационарной ползучести основаны на следующих положениях [1, 13, 14]:

— рассматриваются изначально изотропные среды;
— компоненты тензора малых деформаций eij и соответствующие им компоненты тен-

зора скоростей деформаций ėij представляют собой сумму компонент упругих деформаций
eeij , ė

e
ij , пластических деформаций e

p
ij , ė

p
ij и деформаций ползучести e

c
ij , ė

c
ij ;

— эволюция эквипотенциальных поверхностей ползучести определяется изменением

их радиусов Cc и перемещением их центров ρ
c
ij ;

— изменение объема элемента тела определяется упругими деформациями: epii =
ecii = 0.

Связь между компонентами тензора напряжений и компонентами тензора упругих

деформаций устанавливается с помощью уравнений термоупругости:

σ = 3K(e− αT ), σ̇ = 3K(ė− α̇T − αṪ ) + (K̇/K)σ,

σ′ij = 2Ge′eij , σ̇ij = 2Gė′eij + (Ġ/G)σ′ij , e′eij = e′ij − epij − ecij .
(1)

Здесь σ, e и σ′ij , e
′
ij — шаровые и девиаторные компоненты тензоров напряжений σij и

деформаций eij соответственно; G(T ) — модуль сдвига; K(T ) — объемный модуль упру-
гости; α(T ) — коэффициент температурного расширения материала.

Для описания процессов ползучести в пространстве напряжений вводятся эквипотен-
циальные поверхности ползучести Fc, имеющие общий центр ρ

c
ij и различные радиусы Cc,

определяемые текущим напряженным состоянием:

F
(i)
c = Sc

ijS
c
ij − C2

c = 0, Sc
ij = σ′ij − ρc

ij , i = 0, 1, 2, . . . . (2)
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В соответствии с ассоциированным законом

ėcij = λc
∂F

(i)
c

∂Sc
ij

= λcS
c
ij (3)

(множитель λc соответствует текущей поверхности F
(i)
c , определяющей текущее напря-

женное состояние Sc
ij).

Среди эквипотенциальных поверхностей можно выделить поверхность радиусом C∗
c ,

соответствующую нулевой скорости ползучести:

F
(0)
c = Sc∗

ij S
c∗
ij − C∗2

c = 0, Sc∗
ij = σ′∗ij − ρc

ij . (4)

Здесь Sc∗
ij , σ′∗ij — совокупность напряженных состояний, соответствующих (с определенным

допуском) нулевой скорости ползучести [1, 13].
Будем полагать, что имеют место зависимости

C∗
c = C∗

c (χc, T ), χ̇c =
(2

3
ėcij , ė

c
ij

)1/2
, χc =

t∫
0

χ̇c dt, λc = λc(ψc, T ),

ψc =
(Sc

ijS
c
ij)

1/2 − C∗
c

Cc
, λc =

{
0, ψc 6 0,

λc, ψc > 0,

(5)

где C∗
c , λc — экспериментально определяемые функции температуры T .
Эволюционное уравнение для изменения координат центра поверхности ползучести

принимается в виде [1, 13]

ρ̇c
ij = gc

1ė
c
ij − gc

2ρ
c
ijχ̇c, (6)

где gc
1 > 0 и gc

2 > 0 — экспериментально определяемые материальные параметры.
Таким образом, соотношение (3) (закон градиентальности) можно представить в виде

ėcij = λc(ψc, T )Sc
ij = λcψcS

c
ij = λc

√
Sc

ijS
c
ij − C∗

c

Cc
Sc

ij . (7)

Тогда выражение для λc можно записать в виде

λc =
χ̇c√

2/3 (
√
Sc

ijS
c
ij − C∗

c )
. (8)

Зависимость χc от времени процесса t при многоосном деформировании по лучевой
траектории приведена на рис. 1.

В случае одноосного напряженного состояния имеем

χ̇c = ėc11, C∗
c =

√
2

3
σ∗c ,

√
Sc

ijS
c
ij − C∗

c =

√
2

3

(
σ′11 −

3

2
ρc
11 − σ∗c

)
; (9)

ėc11 =
2

3
λc

(
σ′11 −

3

2
ρc
11 − σ∗c

)
, χ̇c = ėc11, χ

(1)
c = e

c(1)
11 , χ

(2)
c = e

c(2)
11 , χ

(3)
c = e

c(3)
11 (10)

(σ∗c = σ∗c (e
c
11, T ) — предел ползучести материала, соответствующий нулевой скорости пол-

зучести) и диаграмма χc ∼ t эквивалентна диаграмме ec11 ∼ t.

На втором участке (e
c(1)
11 6 ec11 6 e

c(2)
11 ) величина λc определяется из соотношения (9)

(см. рис. 1):

λII
c =

3

2

ė
c(1)
11

σ′11 − 3ρc
11/2− σ∗c

. (11)
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t1 t2 t3 t

cc

0

const

.

(1)

cc
(0)

.
cc

(1)

cc
(2)

cc
(3)

cc

1

2

3

I
II

III

Рис. 1. Кривая ползучести при многоосном деформировании по лучевым
траекториям:
I, II, III — первая, вторая, третья стадии процесса ползучести; 1 — 0 < χc < χ

(1)
c ,

2 — χ
(1)
c < χc < χ

(2)
c , 3 — χc > χ

(2)
c

На первом участке (0 6 ec11 6 e
c(1)
11 )

λI
c = λ

(0)
c

(
1− ec11

e
c(1)
11

)
+ λ

(1)
c

ec11

e
c(1)
11

, (12)

где λ
(0)
c = (3/2)ė

c(0)
11 /(σ′11−σ∗c ), λ

(1)
c = (3/2)ė

c(1)
11 /(σ′11−3ρc

11/2−σ∗c ) — значения параметра λc

в начальной и конечной точках первого участка кривой ползучести материала (см. рис. 1).

На третьем участке (e
c(2)
11 < ec11 6 e

c(3)
11 ), предшествующем разрушению:

λIII
c = λII

c /(1− ω)rc , (13)

где ω — величина поврежденности; rc — параметр материала [1].
Обобщая полученные соотношения на неодномерный случай, имеем

λc =


0, ψc 6 0, χc = 0,

λI
c, 0 6 χc 6 χ

(1)
c ,

λII
c , χ

(1)
c 6 χc 6 χ

(2)
c ,

λIII
c , χ

(2)
c 6 χc 6 χ

(3)
c .

(14)

Уравнения (1)–(14) описывают участки кривой неустановившейся и установившейся
ползучести при разных уровнях напряжений и основные закономерности процесса ползу-
чести при сложном нагружении.

При отсутствии необходимой экспериментальной информации определение матери-
альных параметров, содержащихся в определяющих соотношениях (1)–(14), практически
невозможно, поэтому определяющие соотношения нестационарной ползучести при слож-
ном нагружении были сформулированы в виде системы “вложенных” моделей. Из общих
соотношений (1)–(14) можно получить частные соотношения нестационарной ползучести
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â

Рис. 2. Схема нагружения образца во времени:
a — путь нагружения в пространстве напряжений, б— зависимость напряжения сдвига

от времени, в — зависимость растягивающего напряжения от времени

при сложном нагружении. При gc
1 = gc

2 = 0 соотношения соответствуют изотропному нели-
нейному упрочнению, при gc

1 = const, gc
2 = 0 — изотропному и линейному кинематическому

упрочнению, при C∗
c = const, gc

1 = gc
2 6= 0 — нелинейному кинематическому упрочнению.

2. Результаты численных расчетов. В работе [15] представлены результаты ис-
пытаний на ползучесть трубчатых лабораторных образцов из нержавеющей стали марки

Ст.304 при многоосном напряженном состоянии. Испытания проводились при темпера-
туре T = 650 ◦C при периодическом чередовании двух видов напряженного состояния

с различными направлениями главных осей тензора напряжений.

Эксперименты выполнялись по схеме “мягкого” нагружения. Предварительно образцы
выдерживались при температуре T = 650 ◦C в течение 22 ч. На рис. 2 представлена
диаграмма нагружения образца во времени. Каждый цикл повторяющегося многоосного
нагружения включает чистое кручение (σA) в течение t∗ часов с последующей полной
разгрузкой и растяжение с кручением (σB) в течение t∗ часов с последующей разгрузкой.
Векторы σA и σB имеют равную величину в различных направлениях (θ — угол между

векторами (см. рис. 2)). Такой цикл нагружения повторяется пять раз при t∗ = 8 ч и

значении |σA| = |σB| = 173,3 МПа (|σ| = (σ2
11 + 3σ2

12)
1/2), близком к пределу текучести

стали марки Ст.304 при T = 650 ◦C.

Материальные параметры и скалярные функции определяющих соотношений неста-
ционарной ползучести (1)–(14) определены на основе разработанной экспериментально-
теоретической методики [14] с использованием кривых ползучести стали марки Ст.304
при одноосном напряженном состоянии (растяжении и чистом кручении) для различных
значений напряжений, приведенных в работе [15].

Физико-механические характеристики стали марки Ст.304 и материальные парамет-
ры модели нестационарной ползучести при температуре T = 650 ◦C имели следующие

значения: K = 124 000 МПа, G = 56 500 МПа, α = 0,000 018 8 1/град, gc
1 = 10 000 МПа,

gc
2 = 470, χ

(1)
c = 0,003, χ

(2)
c = 0,025, λ

(0)
c = 0,000 03 (МПа · с)−1, λ

(1)
c = 0,000 012 (МПа · с)−1.

В таблице приведены значения радиуса поверхности ползучести при различных значениях

длины траектории деформации.

На рис. 3–7 представлены экспериментальные и расчетные данные при θ = 180, 150,
90, 30◦.
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Значения радиуса поверхности ползучести C∗
c при температуре T = 650 ◦C

и различных значениях длины траектории деформаций ползучести стали марки Ст.304

χc C∗
c , МПа χc C∗

c , МПа

0 74,0 0,0040 81,0
0,0005 76,0 0,0050 81,3
0,0010 77,0 0,0100 81,6
0,0015 78,0 0,0200 81,6
0,0020 79,0 0,0300 81,6
0,0025 79,5 0,0400 81,6
0,0030 80,0
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Рис. 3. Зависимость деформации ползучести от времени при знакопеременном
кручении (θ = 180◦):
1 — экспериментальные данные, 2 — расчет по общим определяющим соотношениям

нестационарной ползучести (1)–(14), 3, 4 — расчет по частным соотношениям (1)–(14)
(3 — модель с линейным кинематическим упрочнением, 4 — модель с изотропным

упрочнением)

На рис. 3 приведены экспериментальные данные для случая знакопеременного круче-
ния при θ = 180◦. Видно, что кривая ползучести после каждого изменения знака напря-
жения практически идентична кривой после начального нагружения, т. е. практически
совпадает с кривыми ползучести для нержавеющей стали марки Ст.304 при T = 593 ◦C
[15, 16]. Однако результаты расчетов, выполненных с использованием теории ползучести
для материала с изотропным упрочнением (кривая 4) при θ = 180◦, не позволяют описать
стадию ползучести после изменения знака напряжений.

Модель нестационарной ползучести материала с линейным кинематическим упроч-
нением (кривая 3) позволяет получить результаты, достаточно хорошо согласующиеся
с экспериментальными данными. Вместе с тем при первом изменении знака напряжений
наблюдается различие экспериментальных и расчетных данных (рассчитываемая по мо-
дели с линейным кинематическим упрочнением амплитуда деформаций ползучести почти

в два раза меньше экспериментальной). Кроме того, с увеличением числа циклов нагруже-
ния расчетная амплитуда деформаций ползучести уменьшается, что не согласуется с экс-
периментальными данными [15].

Общие соотношения теории нестационарной ползучести (1)–(14), учитывающие как
изотропное, так и нелинейное кинематическое упрочнение, позволяют более точно описать
экспериментальные результаты (кривая 2). После первого изменения знака напряжений
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Рис. 4. Зависимости осевой (a) и сдвиговой (б) деформации ползучести от
времени при циклическом многоосном нагружении (θ = 150◦):
1 — экспериментальные данные, 2 — расчет по общим определяющим соотношениям

нестационарной ползучести (1)–(14), 3, 4 — расчет по частным соотношениям (1)–(14)
(3 — модель с линейным кинематическим упрочнением, 4 — модель с изотропным

упрочнением)

расчетные данные качественно и количественно согласуются с экспериментальными дан-
ными. С увеличением числа циклов нагружения эта тенденция сохраняется.

При циклическом многоосном нагружении при θ = 150◦ (см. рис. 4) результаты рас-
чета по модели материала с изотропным упрочнением в случае сдвиговой деформации

ползучести аналогичны результатам расчета деформации при θ = 180◦ при меньшей ам-
плитуде, а расчетная накопленная осевая деформация ползучести почти в два раза мень-
ше осевой деформации, определенной экспериментально [15]. Кроме того, определяющие
соотношения модели материала с изотропным упрочнением не описывают уменьшение де-
формации при изменении направления деформирования. Поэтому теория ползучести мате-
риала с изотропным упрочнением, не учитывающая векторные характеристики процесса
деформирования, не описывает разупрочнение материала при вращении вектора напряже-
ний.

Результаты сравнения расчетов по модели материала с линейным кинематическим

упрочнением и по общим соотношениям (1)–(14) показывают, что указанная модель более
точно описывает зависимость осевой деформации ползучести от времени (см. рис. 4,а).
В этом случае зависимость сдвиговой деформации ползучести от времени (см. рис. 4,б)
практически такая же, как и в случае θ = 180◦. Таким образом, соотношения (1)–(14) опи-
сывают экспериментальные данные более точно, чем модель нестационарной ползучести
материала с линейным кинематическим упрочнением.
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Рис. 5. Зависимости осевой (a) и сдвиговой (б) деформации ползучести от
времени при циклическом многоосном нагружении (θ = 90◦):
1 — экспериментальные данные, 2 — расчет по общим определяющим соотношениям

нестационарной ползучести (1)–(14), 3, 4 — расчет по частным соотношениям (1)–(14)
(3 — модель с линейным кинематическим упрочнением, 4 — модель с изотропным

упрочнением)

На рис. 5 приведены экспериментальные и расчетные данные для случая чередова-
ния кручения и растяжения (θ = 90◦). При использовании модели ползучести материала
с изотропным упрочнением при θ = 90◦ получены меньшие значения изменения осевой и
сдвиговой деформации ползучести после циклов растяжения и кручения. Различие кри-
вых ползучести, построенных по уравнениям общей теории ползучести (1)–(14) и модели
материала с линейным кинематическим упрочнением, менее существенно.

На рис. 6 показаны зависимости осевой и сдвиговой деформации ползучести от вре-
мени при θ = 30◦. Видно, что значения осевой и сдвиговой деформации, рассчитанные по
различным теориям, а также полученные в экспериментах, различаются незначительно.
На рис. 7 приведены расчетные и экспериментальные траектории деформаций ползучести
при θ = 90, 150◦. Согласно экспериментальным данным [15] вектор приращения дефор-
маций ползучести dec не коллинеарен вектору напряжений σ после поворота вектора на-
пряжения. Однако с увеличением деформаций неколлинеарность постепенно исчезает. На
рис. 7 видно, что модель ползучести с изотропным упрочнением не описывает неколлине-
арность σ и dec, так как не учитывает векторные характеристики процесса деформирова-
ния. Модель ползучести материала с линейным кинематическим упрочнением учитывает
неколлинеарность, однако расчетная неколлинеарность исчезает медленнее по сравнению
с экспериментальной. Соотношения (1)–(14) с достаточной для инженерных расчетов точ-
ностью описывают неколлинеарность векторов σ и dec и могут быть использованы при
решении прикладных задач.
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Рис. 6. Зависимости осевой (a) и сдвиговой (б) деформации ползучести от
времени при циклическом многоосном нагружении (θ = 30◦):
1 — экспериментальные данные, 2 — расчет по общим определяющим соотношениям

нестационарной ползучести (1)–(14), 3, 4 — расчет по частным соотношениям (1)–(14)
(3 — модель с линейным кинематическим упрочнением, 4 — модель с изотропным

упрочнением)

Некоторые количественные различия результатов расчетов и экспериментальных дан-
ных [15] могут быть объяснены следующими факторами:

— материальные параметры и скалярные функции модели нестационарной ползучести

(1)–(14) определены неточно;

— информация в [15] представлена без учета разброса экспериментальных данных;

— результаты экспериментов, представленные в [15], свидетельствуют о наличии пла-
стической деформации, которая не учитывалась в расчетах, выполненных в данной работе;

— при обработке экспериментальных данных в [15] учитывалось условие несжимае-
мости материала.

Заключение. В работе предложена математическая модель, описывающая процессы
нестационарной ползучести конструкционных материалов (металлов и их сплавов) при
сложном нагружении.

Проведено сравнение результатов численного моделирования процессов ползучести

стали марки Ст.304 при сложных режимах блочного циклического многоосного нагру-
жения с экспериментальными данными.

Показано, что предлагаемый вариант определяющих соотношений нестационарной
ползучести с достаточной для инженерных расчетов точностью описывает процессы пол-
зучести металлов при сложном нагружении.
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Рис. 7. Траектория деформации ползучести при циклическом многоосном на-
гружении:
a — θ = 90◦, б — θ = 150◦; 1 — экспериментальные данные, 2 — расчет по общим

определяющим соотношениям нестационарной ползучести (1)–(14), 3, 4 — расчет по

частным соотношениям (1)–(14) (3 — модель с линейным кинематическим упрочнением,
4 — модель с изотропным упрочнением)

Проведено сравнение результатов расчетов с использованием соотношений модели

нестационарной ползучести с экспериментальными данными.
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