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Для описания процессов вертикального турбулентного обмена в устойчиво стратифицированном водоеме 
рассмотрены усовершенствованные численные модели, основанные на алгебраических представлениях  
рейнольдсовых напряжений и потоков и использовании дифференциального уравнения переноса дисперсии 
флуктуаций вертикальной компоненты скорости. Выполнено численное моделирование заглубления турбу-
лентного слоя перемешанной жидкости в линейно стратифицированной среде под действием постоянного каса-
тельного напряжения. Результаты расчетов хорошо согласуются с известными экспериментальными данными  
и свидетельствуют о существенном влиянии анизотропии течения на его основные характеристики. 
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1. Обзор исследований 

Математическому моделированию вертикального турбулентного обмена в устойчиво 
стратифицированных средах посвящено большое число работ (например, [1−23]). Как 
видно из этих публикаций, к настоящему времени построена иерархия математических 
моделей, включающая полуэмпирические модели второго порядка замыкания. Широкое 
распространение получили классическая е-ε модель турбулентности и ее модификации 
с алгебраическими представлениями рейнольдсовых напряжений и потоков. 

Интересным примером течения, в котором определяющую роль играет вертикаль-
ный турбулентный обмен, является течение, возникающее при заглублении турбулизо-
ванного слоя жидкости в линейно стратифицированной среде под ветровым воздействи-
ем на поверхность водоема. Его изучению также посвящено много работ [8, 17, 20, 24]. 
Задача представляет интерес и в связи с исследованием процесса формирования верхнего 
квазиоднородного слоя океана [2, 3, 5, 6, 15−18, 22, 23, 25, 26]. 

Анализ публикаций в области математического моделирования процесса заглубления 
показывает, что исследования не охватывают некоторые важные особенности рассматри-
ваемого течения. В частности, мало внимания уделяется анизотропии турбулентного  
перемешивания. 
                                                 
* Работа выполнена при финансовой поддержке Междисциплинарного интеграционного проекта СО РАН № 132. 
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В настоящей работе анизотропия оценивается путем анализа поведения [10] 

компоненты тензора анизотропии 2
33 2 3a w e′= −  (здесь 2w′  ⎯ дисперсия флук-

туаций вертикальной компоненты скорости, e ⎯ энергия турбулентности). 
В изотропном случае 33 0;a =  в случае изучаемого течения наблюдается существенное 

отклонение отношения 2w e′  от изотропного значения, равного 2/3. Для описания 

процесса заглубления перемешанного слоя в стратифицированной жидкости рассмотрена 
иерархия усовершенствованных математических моделей второго порядка. С целью  
более детального описания вертикального турбулентного обмена в ряде рассмотренных 
моделей привлекается дифференциальное уравнение переноса дисперсии флуктуаций  
вертикальной компоненты скорости. Результаты расчетов хорошо согласуются с известными 
экспериментальными данными работы [24]. Дана количественная оценка анизотропии и ее 
влияния на процесс вертикального турбулентного обмена. 

2. Математические модели 

При исследовании процесса заглубления турбулентного слоя (как и ряда других 
гидрофизических процессов в устойчиво стратифицированном водоеме) делаются упро-
щения, в результате которых осредненное горизонтально однородное движение описыва-
ется системой дифференциальных уравнений: 

,U U u w
t z z

ν
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ′ ′= −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

                                                (1) 

.S S S w
t z z

χ
⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ′ ′= −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

                                                (2) 

Здесь U ⎯ горизонтальная компонента осредненной скорости движения, S ⎯ осреднен-
ная соленость, ν и χ ⎯ коэффициенты молекулярной вязкости и диффузии, u w′ ′  ⎯ 

касательное рейнольдсово напряжение, S w′ ′  ⎯ вертикальная компонента вектора по-

токов (штрихами обозначены пульсационные составляющие), z ⎯ вертикальная коорди-
ната, t ⎯ время. Зависимость осредненной плотности жидкости ρ от солености задается  
линейным соотношением 0( ) .S Sρ ρ α= +  В силу линейности уравнения состояния 

.Sρ α′ ′=  Система уравнений (1)−(2) незамкнута. Для ее замыкания привлекается иерар-
хия математических моделей второго порядка. 

Модель 1 (классическая e-ε модель турбулентности) включает в себя уравнения ба-
ланса энергии турбулентности и скорости ее диссипации (см., например, [7, 10]): 

( ) ,e z
e eK P G
t z z

ε∂ ∂ ∂
= + + −

∂ ∂ ∂
                                             (3) 

( )
2

1 2( ) ,zK C P G C
t z z e eε ε ε
ε ε ε ε∂ ∂ ∂
= + + −

∂ ∂ ∂
                                  (4) 

где ( ) ,P u w U z′ ′= − ∂ ∂  ( )0 ,G g wρ ρ′ ′= −  2
2 1,92(1 0,3exp ( Re )),tCε = − −  Ret = 

= ( )2 ,e ν ε  ,e z tK ν ν= +  ( )2 ,t c eµν ε=  .z tKε εν α ν= +  Для корреляционных моментов 

u w′ ′  и w ρ′ ′  используются упрощенные градиентные представления: ' 'u w− = 
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= ( ) ,t U zν ∂ ∂  ( )' ' ' ' .tw w s c zρρ α ν ρ− = − = ∂ ∂  Значения эмпирических констант 

1,Cε  ,cµ  ,εα  cρ  приведены ниже. 

Модель 2.1. С целью более детального описания механизма вертикального турбу-
лентного перемешивания в неоднородной по плотности жидкости уравнение баланса 
энергии турбулентности расщепляется на две части и вместе с тем привлекается диффе-
ренциальное уравнение переноса дисперсии турбулентных флуктуаций вертикальной 
компоненты скорости 2w′  [7, 10]: 

( )
2 2 2

2 1 1 2

' ' '2 2 22 1 1 .
3 3 3ez

w w w
K C G C C C P

t z z e
ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂∂ ⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + − − + − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

       (5) 

Подобный прием представляется весьма эффективным при моделировании широкого 
класса турбулентных течений в устойчиво стратифицированных жидкостях, так как в та-
ких течениях турбулентные флуктуации вертикальной компоненты скорости в большей 
мере в сравнении с горизонтальными подвержены воздействию силы плавучести. 

Величины u w′ ′  и w ρ′ ′  в данной модели определяются следующим образом 
[7, 10]: 

( )

( ) 2
22

2
1 0

2 2
2

1 2
1 1 0

1
' ' '

' ' 1 ,
11

T

T
uz

T

C g ee w w
C U Uu w C K

z zC g eC
C C z

ρ
ρ ε

ρε
ρ ε

−
−

∂ ∂
− = − ≡

∂ ∂⎛ ⎞− ∂
−⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                   (6) 

2

2
2

1 2
1 0

'
' ' .

11 2
z

T
T

T T

e w
w K

z zC g eC
C C z

ρ
ρ ρρ

ρε
ρ ε

∂ ∂
− = ≡

∂ ∂⎛ ⎞− ∂
−⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

                         (7) 

В уравнениях (3), (4), (5) полагается 

2

,
S

ez

C e w
K ν

ε

′
= +    

2

.
S

z

C e w
Kε εν α

ε

′
= +  

Модель 2.2 отличается от предыдущей введением демпфирующей функции f,  
позволяющей учесть подавление турбулентных флуктуаций вертикальной компоненты 
скорости поверхностью жидкости [10, 11, 20]: 

( ) ( ) ( )

2 2

2

2

1 1 1 2 2

22 1
3

2 22 1 1 2 ,
3 3

ez

w w
K C G

t z z

w
C C f C C C f P

e
ε

⎡ ⎤′ ′∂ ∂∂ ⎛ ⎞⎢ ⎥= + − −⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ⎝ ⎠
⎣ ⎦

⎡ ⎤′
⎢ ⎥′ ′− + + − + −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                         (8) 

13/23/ 2
Surf

Surf
0,04 ,f

eef C H z
ε ε

−
⎡ ⎤

= − +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

                                           (9) 
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где Surfe  и Surfε  ⎯ значения энергии турбулентности и скорости диссипации на поверх-

ности жидкости. Величины u w′ ′  и w ρ′ ′  в этой модели аппроксимируются следую-
щим образом [10, 11, 20]: 

( ) 2
22

2 2
1

2

1 1 2 2 2
1 0

131 1
2

,
3 3 11 1
2 2

T

T
uz

T

C eC C f e w G
C U Uu w K

z zg eC C f C C f
C z

ε

ρε
ρ ε

⎡ ⎤−⎡ ⎤⎛ ⎞′ ′− − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎢ ⎥ ∂ ∂⎣ ⎦′ ′− = ≡
∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′+ − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

    (10) 

( ) ( )

2

2

1 1 2 2
0

.
1 1 2

z

T T T T

e w
w K

z zg eC C f C C f R
z

ρ
ρ ρρ

ρε
ρ ε

′ ∂ ∂′ ′− = ≡
∂ ∂⎡ ⎤⎛ ⎞∂⎡ ⎤′ ′+ + − − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

     (11) 

Рассматриваемая математическая модель турбулентного перемешивания (усовер-
шенствованная модель) отличается от примененной Зиновьевым и Яковенко [20] введе-
нием дифференциального уравнения (8). Отметим, что авторы работы [20] не уделили, на 
наш взгляд, должного внимания анализу анизотропии и ее влиянию на процесс переме-
шивания. 

Модель 3.1. К уравнениям (1−4) добавляется алгебраическое соотношение для кор-
реляционного момента 2 ,w′  являющееся следствием усечения соответствующего диф-

ференциального уравнения переноса [12] 

( ) ( )2
3 33 2

1

2 2 21 1 ,
3 3 3

ew e C G G C P
C ε

⎡ ⎤⎛ ⎞′ = + − − − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
                         (12) 

где ( )33 02 ,G g wρ ρ′ ′= −  величины u w′ ′  и w ρ′ ′  вычисляются по формулам (6), (7) 
соответственно.  

Модель 3.2 отличается от модели 2.2 применением вместо уравнения (8) алгебраи-
ческого представления ⎯ следствия его усечения 

( ) ( )

( )
1 2 22

1 1

2 1 1 2 22 1 ,
3 2

C f C C f P G
w e

C C f P G

ε

ε ε

⎧ ⎫⎡ ⎤′ ′+ − − −⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦′ = −⎨ ⎬
′+ + + −⎪ ⎪

⎩ ⎭

                       (13) 

корреляции u w′ ′  и w ρ′ ′  вычисляются по формулам (10), (11) соответственно. Урав-
нения модели 3.2 аналогичны принятым в работе [20], но, как увидим в дальнейшем,  
отличаются в постановке начально-краевой задачи. 

Структура математических моделей 2.1, 3.1 обусловлена опытом авторов в области 
численного моделирования анизотропного вырождения безымпульсных турбулентных 
следов в линейно стратифицированной среде [27, 28]. 

Приведенные выше формулы и уравнения содержат ряд эмпирических констант, 
значения которых являются в достаточной степени общепринятыми: 

1 1, 44,Cε =  0,6,εα =  0,09,cµ =  1 2, 2,C =  2 3 0,55,C C= =  0,8,cρ =  0, 25,SC =  1, 25,TC =  

1 3, 2,TC =  2 0,5,TC =  1 0,5,C′ =  2 0,3.C′ =  Постановку начально-краевой задачи рассмотрим 
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на примере моделей 2.1 и 2.2. Граничные условия для систем уравнений (1)−(4), (5) и 
(1)−(4), (8) ставятся следующим образом. 

На дне ( 0z = ): 

( ) ,uz bK U z k U U∂ ∂ =   ,bS S=   0,e z∂ ∂ =   ( )3/ 2 ,bc e lεε =   2 0;w z′∂ ∂ =  

на поверхности ( z H= ): 

( ) ,uz WK U z τ ρ∂ ∂ =   0,S z∂ ∂ =   ( )3/ 2 .Sc e lεε =  

Для энергии турбулентности использовалось два различных условия: 

3/ 2

,We k
z τ

τ
ρ

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

                                                     (14) 

.We
cµ

τ
ρ

=                                                             (15) 

В модели 2.1 при z H= величина 2w′  задается формулой (12), а в модели 2.2 ⎯ 

соотношением (13). Здесь Wτ  ⎯ касательное напряжение, обусловленное ветровой  

нагрузкой, Sl  и bl  ⎯ масштабы шероховатости при z H=  и 0z =  соответственно.  

Эмпирические константы: 0,014,bk =  2,5,kτ =  0,314cε =  (см., например, [13]). 
В начальный момент времени задавались следующие условия: 0,U =  распределе-

ние S соответствовало линейному распределению плотности по вертикали (см. ниже), 

0,tν =  0,e =  2 0,w′ =  0.ε =  При этом встречающиеся в уравнениях математических 

моделей соотношения 2 ,e ε  2 ,e w ε′  2 2e ε  подвергались регуляризации вида: 

( )2 , ,e t Hε δ ε+⎡ ⎤⎣ ⎦  ( )2 , ,e w t Hε δ ε′ +⎡ ⎤⎣ ⎦  ( ) 22 , ,e t Hε δ ε+⎡ ⎤⎣ ⎦  6 310 , 10 ,δ − −⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  

( ) ( )( )0, 0, ,We H H cµτ ρ=  ( ) ( )3/ 20, 0, .SH c e H lεε =  

3. Численный алгоритм 

Для численного решения начально-краевой задачи с использованием описанных 
здесь моделей применялся неявный конечно-разностный алгоритм с итерациями по  
нелинейностям, основанный на интегро-интерполяционном методе [29]. Разностную  
аппроксимацию продемонстрируем на уравнениях (3), (4): 

1

1

1 ,
t

i i
e z e z i i i

i i

e e e eK K P G
hz z z

ε
τ

−

−

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ∂ ∂
+ − = + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

                         (16) 

( )
11 1

1
2

1

1 ,
tt t
ii i i

z z i i it t
i ii i

C
K K C P G

hz z z e e
ε

ε ε ε
εε ε εε ε ε

τ

−− −

−

⎛ ⎞⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− ∂ ∂ ⎜ ⎟+ − + = +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
        (17) 

где ,τ  hz  ⎯ шаги разностной сетки по времени и пространственной переменной z; верх-
ний индекс t − 1 означает, что значение берется с предыдущего временного шага. 
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Во внутренних точках области для каждой из переменных имеем ( ,eϕ ε= ): 

( )

( ) ( )

1 2 1 1 2 1
1

1
1 1/ 2 1 2 1/ 2 1

1 ,

0,5 , 0,5 , .

i i i
i i

i i
i i i i i i

i

K K R R R R
z z hz

R K K K R K K K
z hz

ϕ ϕ

α ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕϕ

− +
−

+
− − + +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ⎡ ⎤− = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ −∂
= ≡ + = ≡ + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

На нижней границе ставится условие ( )1 0,e zK e z∂ ∂ =  а 1ε  вычисляется через 1.e  

На верхней границе для энергии турбулентности ставится условие ( )e z n
K e z∂ ∂  = 

= ( )3/ 2| | ,W nkτ τ ρ  либо используется явное выражение энергии турбулентности через 

касательное напряжение; скорость диссипации вычисляется через ne  (n ⎯ число узлов 
сетки по координате z). 

Алгоритм решения задачи сводится к последовательному численному интегрирова-
нию уравнений математической модели. Значения ,τ  hz выбирались в ходе численных 
экспериментов. Полученные системы алгебраических уравнений для каждой из перемен-
ных решались методом прогонки с использованием итераций по нелинейности. 

4. Результаты численных экспериментов 

В дальнейшем для простоты изложения будем использовать следующие обозначе-
ния для численных моделей с учетом выбора краевых условий для энергии турбулентно-
сти е на свободной поверхности: 

− БМ1 ⎯ классическая е-ε модель с краевым условием (14); 
− БМ2 ⎯ классическая е-ε модель с краевым условием (15). 
Остальные модели, базирующиеся на модели БМ2, обозначим Мij. Использование 

в качестве исходной модели БМ2 выбрано из соображений согласованности вида краево-
го условия для е и 2w′  в том смысле, что в обоих случаях используется краевое усло-

вие Дирихле, к тому же аналог краевого условия (15) для 2w′  нам не известен. 

С применением построенных численных моделей выполнены расчеты течения в ка-
нале глубиной H = 0,3 м, обусловленного действием постоянного касательного напряжения 
на поверхности жидкости, в соответствии с данными лабораторного эксперимента [24]. 

Для вертикального распределения плотности и значения касательного напряжения 
на свободной поверхности рассмотрены два варианта условий: 

I. 4192кг/м ,zρ∂ ∂ =  ( )20,0995кг м с ;Wτ = ⋅  

II. 4384кг/м ,zρ∂ ∂ =  ( )20,212кг м с .Wτ = ⋅  

Расчеты выполнялись на последовательности равномерных сеток с числом узлов от 100 
до 800, шаг по времени варьировался от 5 до 1 с. 

В работе [17] рассмотрен вариант течения, полученного переносом результатов  
лабораторных экспериментов [24] на морские условия с глубиной расчетной области  
H = 40 м. При этом, согласно оценкам авторов [17], параметры течения принимали сле-
дующие значения: 

III. 40,01кг/м ,zρ∂ ∂ =  ( )20,1кг м с .Wτ = ⋅  
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Расчеты также выполнялись на последовательности равномерных сеток с числом  
узлов от 100 до 400, шаг по времени варьировался от 30 до 120 с. Во всех вариантах  
начальное значение плотности на поверхности жидкости было одинаково: 3 3* 10 кг м .ρ =  

Главное внимание при анализе результатов численных экспериментов уделялось 
динамике заглубления перемешанного слоя и анизотропии характеристик турбулентного 
обмена (отношение 2w e′ ), а также вертикальным распределениям основных перемен-

ных задачи: скорости U, энергии турбулентности e, скорости диссипации ε, коэффициен-
тов вертикального турбулентного обмена ,tν  ,u zK  .zKρ  Анализ результатов коснется 

в основном эксперимента [24] с условиями II, поскольку результаты расчетов для усло-
вий I приводят к аналогичным выводам. 

Прежде всего, были сопоставлены результаты расчетов по классическим моделям 
БМ1 и БМ2 с двумя вариантами условий на свободной поверхности. Как видно из рис. 1, 
краевое условие сказывается только вблизи поверхности, причем условие (15) приводит 
к заметному (примерно в 2 раза) уменьшению значений е и ε. Величины изменяются од-
новременно и это практически не сказывается на вертикальном распределении остальных 
параметров течения ( , ,t Uν ρ ). 

Сравнение результатов расчетов по двум дифференциальным моделям (М21 и М22) и 
одной алгебраической (М32) показало (рис. 2.), что вертикальные распределения полей 
скорости и плотности практически не отличаются в трех расчетах. В распределениях е, ε 
и tν  имеются слабые отличия между М21 и М22, а М22 и М32 дают практически совпа-

дающие результаты. Распределения корреляционного момента 2w′  заметно отличают-

ся в приповерхностной области в трех расчетах, особенно если сравнивать между собой 

 
 
Рис. 1. Вертикальные распределения основных параметров на два момента времени, 
    рассчитанные по классической е-ε модели с разными условиями на поверхности. 

БМ1 ⎯ пунктирная линия, БМ2 ⎯ сплошная линия; 60 (1), 240 (2) с. 
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модели с использованием демпфирующей функции и без нее. Можно видеть, что вели-
чина дисперсии турбулентных флуктуаций вертикальной компоненты скорости значи-
тельно убывает к поверхности жидкости вследствие демпфирования вертикальных пуль-
саций скорости. Анизотропия турбулентного перемешивания характеризуется распреде-
лением по глубине в зависимости от времени величины 2w e′ . Обращает на себя вни-

мание тот факт, что в значительной части области турбулентного смешения (а при ис-
пользовании демпфирующей функции – во всей области) отношение 2w e′  сущест-

венно меньше величины 2/3. Наиболее ярко выраженную анизотропию дает модель 3.2. 
Видно, что соответствующие дифференциальные и алгебраические модели 2w′  дают 

близкие (но не совпадающие) результаты. К сожалению, экспериментальные данные о 
поведении величин 2w′  и е нам не известны. Отметим, что в работе [28] рассматрива-

лась задача об анизотропном вырождении безымпульсного турбулентного следа в линей-
но стратифицированной среде. В этой задаче имеются детальные экспериментальные 
данные о вырождении нормальных компонент тензора рейнольдсовых напряжений 2u′  

и 2w′ . При исследовании течения в следе, как уже говорилось выше, применялись мо-

дели типа 2.1 и 3.1. Модель типа 2.1 с дифференциальным уравнением переноса 2w′  

позволила более детально описать поведение этой величины в зависимости от времени 
вырождения следа. 

Сопоставление результатов расчетов с использованием моделей М31 и М32 показало, 
что они дают практически одинаковую динамику заглубления турбулентного слоя. Лишь 
вблизи поверхности жидкости распределения 2w′  и 2w e′  заметно отличаются 

(влияние демпфирующей функции). 

 
 

Рис. 2. Вертикальные распределения основных параметров на два момента времени, полученные 
с использованием модели М21 (тонкая сплошная линия), М22 (жирная сплошная линия) и М32 

                                                                                                    (пунктирная линия). 
60 (1), 240 (2) с.
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Сравнение результатов расчетов, основанных на применении классической е-ε мо-
дели (БМ1, БМ2) и усовершенствованных моделей 2.1, 2.2, 3.1, 3.2, позволяет сделать вы-
вод о том, что распределения основных переменных, полученные с использованием е-ε 
модели, существенно отличается от рассчитанных по остальным моделям (сравним 
рис. 1, 2). Дополнительно на рис. 3 приводятся вертикальные распределения этих пере-
менных на разные моменты времени для условий II. Классическая е-ε модель турбулент-
ности, в которой 2 2 2 2 3 ,u v u e′ ′ ′= = =  дает значительно более выраженное 

турбулентное перемешивание (что отмечено также и в работе [20]). 
Этот факт иллюстрируется и рис. 4, на котором представлена динамика безразмер-

ной глубины перемешанного слоя 1 0 / *h N h u=  в зависимости от безразмерного времени 

1 0 .t N t=  Здесь ( ) ( ) 1/ 2
0 0* tN g zρ ρ =

⎡ ⎤= − ∂ ∂⎣ ⎦  ⎯ частота Вяйсяля−Брента, h ⎯ толщина 

перемешанного слоя, * *,wu τ ρ=  *ρ  ⎯ начальное значение плотности жидкости на 
поверхности. Толщина перемешанного слоя определялась следующим образом: 

,hh H z= −  где hz  ⎯ величина, удовлетворяющая условию ( ) ( )max, 0,02 ,hU t z U t=  

( ) ( )max max , ) .
z

U t U t z=  

На рис. 4, a результаты расчетов сопоставляются с экспериментальными данными [24]. 
Как и следовало ожидать, классическая е-ε модель дает заметно завышенные значения 

 
 

Рис. 3. Вертикальные распределения основных параметров течения по классической e-ε модели 
                                       (пунктирная линия) и модели 2.2 (сплошная линия). 

60 (1), 240 (2) с.

 
 

Рис. 4. Динамика заглубления перемешанного слоя. 
а ⎯ расчет по модели 2.2 (1), расчет по классической модели (2), данные эксперимента [24] (символы);  
b ⎯ расчет по модели 2.2 (1), аппроксимация данных эксперимента [24] (2), данные из работы [17] (остальные 
                                                                                кривые и символы).
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глубины перемешанного слоя в сравнении с другими используемыми здесь моделями 
(которые дают практически совпадающие кривые), что согласуется и с данными рис. 3. 
Тем не менее, и эти усовершенствованные модели (кривая 1) дают более интенсивное 
в сравнении с экспериментом расширение турбулентного слоя на больших временах (на 
это обстоятельство указано также в работе [8]). На рис. 4, b сопоставлены результаты 
расчетов, полученных в работе [17], с расчетами настоящей работы по усовершенство-
ванной модели 2.2 варианта III (кривая 1). В [17] была предложена аппроксимация 

1/3 1/3 1/3
1 0( ) 15h t N t=  экспериментальной зависимости [24], что дает возможность в усло-
виях варианта III сопоставить расчетные данные с экспериментальной кривой. Результа-
ты расчетов по модели настоящей работы лучше согласуются с аппроксимационной кри-
вой при 0 300.N t >  

На рис. 5 показаны зависимости скорости заглубления турбулентного слоя 0 *,u u  

0u h t= ∂ ∂  от числа Ричардсона ( ) ( )2 2
0 0Ri 2 * *tz h uρ ρ== ∂ ∂  в численном расчете 

с использованием модели 2.2 и данные эксперимента [24]. Видно, что убывание скорости 
заглубления с ростом числа Ричардсона в численном расчете происходит медленнее, чем 
в эксперименте. Требуется дальнейшее совершенствование математической модели, что 
представляет задачу ближайших исследований. 

На рис. 6 приведены вертикальные распределения турбулентных чисел Рейнольдса 
( )2Ret e ν ε=  и Re 2 , 10 ,e eλ λ ν λ ν ε= =  которые свидетельствуют о том, что 

в значительной части области ненулевых турбулентных возмущений течение является 
развитым турбулентным течением ( Re 100λ ≥ ). 

Заключение 

В настоящей работе для описания процессов вертикального турбулентного обмена 
в устойчиво стратифицированном водоеме рассмотрены усовершенствованные матема-
тические модели второго порядка, основанные на алгебраических представлениях рей-
нольдсовых напряжений и потоков и использовании дифференциального уравнения  

переноса дисперсии флуктуаций вертикальной компоненты скорости 2 .w′  Выполнено 

 
 

Рис. 5. Зависимость скорости заглубления 
перемешанного слоя от числа Ричардсона. 
1 ⎯ результаты расчета по модели 2.2,  
прямая линия и остальные символы ⎯ данные 
                             из работы [24]. 

 
 
    Рис. 6. Рассчитанные по модели 2.1 турбулентные 
    числа Рейнольдса Ret и Reλ в условиях экспери- 
                        мента [24] с условиями II. 

60 (1), 120 (2), 180 (3), 240 (4) с. 
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численное моделирование задачи о заглублении турбулентного слоя перемешанной жид-
кости в линейно стратифицированной среде под действием постоянного касательного 
напряжения. Результаты расчетов хорошо согласуются с известными экспериментальны-
ми данными [24] и свидетельствуют о существенном влиянии анизотропии течения на 
его основные характеристики. 

Авторы выражают благодарность О. Ф. Воропаевой, принимавшей активное уча-
стие в обсуждении постановки задачи. 
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