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С использованием нелокальной теории упругости исследуются нелинейные вынужден-
ные колебания биморфной пьезоэлектрической нанобалки. Поведение нанобалки моде-
лируется с помощью теории балок Эйлера — Бернулли. Уравнения движения балки
выводятся на основе принципа Гамильтона и дискретизируются с помощью метода Га-
леркина, при этом в качестве пробных функций используются моды колебаний много-
пролетных балок. Дискретизированные уравнения решаются методом возмущений. Вы-
полнен параметрический анализ динамического поведения наноприводов. Показано, что
при увеличении нелокального параметра материала уменьшается основная собственная
частота нанобалки и увеличивается амплитуда отклика.

Ключевые слова: биморфная пьезоэлектрическая балка, нелокальная теория упруго-
сти, метод возмущений, нелинейные колебания

Введение. Для проектирования и изготовления микро- и наноприводов [1, 2] необ-
ходимо исследовать свойства новых, в частности пьезоэлектрических, материалов [3, 4].
При моделировании колебаний микро- и наноприводов требуется, во-первых, использовать
нелинейные модели [5–7], поскольку возбуждающие силы имеют нелинейный характер и
колебания происходят с большой амплитудой [5, 8], во-вторых, учитывать масштабные эф-
фекты. Поведение материалов в нано- и микроконструкциях отличается от их поведения
в макроконструкциях [9]. Поэтому при исследовании поведения наноконструкций исполь-
зуется нелокальная теория упругости (НЛТУ) [10, 11].

НЛТУ широко применяется при изучении поведения балок. С помощью этой теории
в работе [12] изучено выпучивание нанобалок под действием осевых нагрузок при малых
деформациях и получено замкнутое выражение для силы, при которой происходит потеря
устойчивости. Установлено, что с увеличением масштабного коэффициента критическая
нагрузка уменьшается. В работе [13] предложена модель упругой балки и с использова-
нием НЛТУ исследованы собственные частоты нанотрубки при температурных колеба-
ниях. Установлено, что собственные частоты, определенные с помощью НЛТУ, меньше
частот, определенных с использованием классической теории упругости. В работе [14] вы-
числены собственные частоты консольной нанобалки и установлено, что с увеличением
масштабного коэффициента в нелокальной модели собственные частоты, за исключени-
ем первой собственной частоты, уменьшаются. В [15] изучены нелинейные свободные ко-
лебания нанобалки, для вывода уравнений движения использован принцип Гамильтона.
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С помощью НЛТУ в работе [16] изучены свободные и вынужденные колебания нанобал-
ки, изготовленной из функционально-градиентного материала и покоящейся на упругом
основании. Установлено, что с увеличением масштабного коэффициента амплитуда ко-
лебаний увеличивается. В [17] для изучения свободных колебаний вращающейся балки
использованы нелинейная модель и НЛТУ. В [18] с помощью НЛТУ и модели балки Тимо-
шенко вычислены собственные частоты нанобалки при различных краевых условиях. В
работе [19] исследованы колебания хиральной нанотрубки с использованием модели балки
Тимошенко и НЛТУ. В [20] НЛТУ использована при изучении колебаний и устойчиво-
сти нанобалки, покоящейся на упругом основании Винклера и подвергаемой воздействию
магнитного поля.

В ряде работ НЛТУ применялась при моделировании нанобалок из пьезоэлектрическо-
го материала. В [21] НЛТУ использована при нахождении линейных собственных частот и
собственных форм колебаний однослойной нанобалки из пьезоэлектрического материала.
В работе [22] с помощью нелокальной модели определены нелинейные собственные часто-
ты нанобалки, колеблющейся при воздействии переменного напряжения, при различных
значениях температуры и параметра нелокальности. В [23] с использованием НЛТУ ис-
следованы колебания и устойчивость нанобалки из пьезоэлектрического материала под

действием термоэлектрических и механических нагрузок. Установлено, что с уменьшени-
ем масштабного коэффициента критическое напряжение уменьшается. В работе [24] с ис-
пользованием НЛТУ изучены свободные колебания биморфной пьезоэлектрической балки

и показано, что с увеличением масштабного коэффициента собственные частоты умень-
шаются, причем уменьшение тем существеннее, чем выше собственные моды. В [25] с
помощью НЛТУ исследованы свободные колебания пьезоэлектрической балки, а также
влияние масштабного коэффициента и частоты приложенного к балке напряжения на соб-
ственные частоты колебаний. В [26] предложена модель харвестера (поглотителя энергии)
и изучено влияние масштабного коэффициента на количество поглощаемой энергии. В ра-
боте [27] с использованием НЛТУ и квадратурных методов изучены свободные колебания
пьезоэлектрической нанобалки. В [28] с помощью НЛТУ разработана модель пьезоэлектри-
ческой нанобалки с вырезами, а также получены и численно решены уравнения движения
балки Бернулли — Эйлера.

В указанных выше работах в основном использовались линейные модели, а длина пье-
зоэлектрических слоев совпадала с длиной балки. При больших деформациях нанобалки
растяжение срединной плоскости приводит к значительному увеличению жесткости балки.
В случае пренебрежения этим явлением не учитываются такие нелинейные характеристи-
ки балки, как упрочнение и разупрочнение.

В большинстве конструкций пьезоэлектрический слой расположен только на части

балки. Поэтому в данной работе с использованием НЛТУ исследуются нелинейные ко-
лебания биморфной пьезоэлектрической нанобалки с пьезоэлектрическими слоями, длина
которых меньше длины нанобалки. Уравнения движения дискретизируются методом Га-
леркина и решаются с помощью метода гармонического баланса. Полученное решение
сопоставляется с численным решением, полученным методом Рунге — Кутты.

1. Теоретическое обоснование модели. Для описания поведения пьезоэлектриче-
ского материала используются соотношения нелокальной теории упругости

σij − (e0a)
2∇2σij = Cijklεkl − ekijEk, (1)

где σij , εkl, Ek — напряжения, деформации и компоненты электрического поля соответ-
ственно; Cijkl — тензор модулей упругости четвертого порядка; e0a — малый масштабный

параметр материала.
На рис. 1 представлена схема рассматриваемой нанобалки.
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Рис. 1. Схема нанопривода, моделируемого нанобалкой из пьезоэлектрического
материала

В пренебрежении напряжением, генерируемым в пьезоэлектрических слоях, функции
полного электрического потенциала можно считать линейными:

Φ(1)(x, z, t) = z1V0/hp, Φ(3)(x, z, t) = z2V0/hp. (2)

Здесь V0, hp, Φ(1), Φ(3) — внешнее напряжение, толщина пьезоэлектрических слоев и по-
тенциалы первого и третьего (пьезоэлектрических) слоев соответственно; координаты z1,
z2 определяются следующим образом:

z1 = −z − 1

2
(h+ hp), z2 = −z +

1

2
(h+ hp), (3)

h — толщина непьезоэлектрического слоя.
Подставляя (3) в (2), получаем

Φ(1) =
(
− z − 1

2
(h+ hp)

)V0

hp
, Φ(3) =

(
− z +

1

2
(h+ hp)

)V0

hp
.

Следовательно, выражения для составляющих электрического поля в направлении z име-
ют вид

E
(1)
z = −∂Φ(1)

∂z1
= −∂Φ(1)

∂z

∂z

∂z1
= −V0

hp
, E

(3)
z = −∂Φ(3)

∂z2
= −∂Φ(3)

∂z

∂z

∂z2
= −V0

hp
. (4)

Выражения для смещений и деформаций в произвольной точке балки записываются в

соответствии с геометрически нелинейной теорией Кармана [15]:

u(x, z, t) = U(x, t)− z ∂W (x, t)

∂x
, v(x, z, t) = 0, w(x, z, t) = W (x, t),

εxx =
∂u

∂x
+

1

2

(∂w
∂x

)2
=
∂U

∂x
− z ∂

2W

∂x2
+

1

2

(∂W
∂x

)2
.

(5)

Здесь u(x, z, t), w(x, z, t) — компоненты вектора смещения произвольной точки балки в

осевом и поперечном направлениях соответственно; U(x, t), W (x, t) — компоненты вектора

смещения точек нейтральной оси балки в осевом и поперечном направлениях соответ-
ственно.

Выражение для потенциальной энергии пьезоэлектрической балки имеет вид

Πs =
1

2

b∫
0

l∫
0

−h/2∫
−h/2−hp

(σ
(1)
xx εxx −D(1)

z E
(1)
z )G(x) dz dx dy +

1

2

b∫
0

l∫
0

h/2∫
−h/2

(σ
(2)
xx εxx)G(x) dz dx dy +

+
1

2

b∫
0

l∫
0

h/2+hp∫
h/2

(σ
(3)
xx εxx −D(3)

z E
(3)
z )G(x) dz dx dy,
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где G(x) = H(x − l1) − H(x − l2). С использованием соотношений (4) и (5), а также
выражений для изгибающих моментов и обобщенных осевых усилий

M1 =

−h/2∫
−h/2−hp

(σ
(1)
xx z) dA, M2 =

h/2∫
−h/2

(σ
(3)
xx z) dA, M3 =

h/2+hp∫
h/2

(σ
(3)
xx z) dA,

N1 =

−h/2∫
−h/2−hp

(σ
(1)
xx ) dA, N2 =

h/2∫
−h/2

(σ
(3)
xx ) dA, N3 =

h/2+hp∫
h/2

(σ
(3)
xx ) dA

можно записать выражение для вариации потенциальной энергии

δΠs =

l∫
0

[
−M (1)

x δ
∂2W

∂x2
+N

(1)
x δ

(∂U
∂x

+
1

2

(∂W
∂x

)2)
G(x)−M (2)

x δ
∂2W

∂x2
+

+N
(2)
x δ

(∂U
∂x

+
1

2

(∂W
∂x

)2)
+

(
−M (3)

x δ
∂2W

∂x2
−N (3)

x δ
(∂U
∂x

+
1

2

(∂W
∂x

)2))
G(x)

]
dx. (6)

Выражения для вариаций кинетической энергии и работы внешних сил имеют следу-
ющий вид:

δΠk =
1

2

l∫
0

(m1G(x) +m2 +m3G(x)) δ
[(∂W

∂t

)2
+

(∂U
∂t

)2]
dx,

δΠf =

l∫
0

MpG(x) δ
∂2W

∂x2
dx+

l∫
0

C
∂W

∂t
δW dx

(7)

(C — коэффициент демпфирования).
С использованием (6), (7) можно записать принцип Гамильтона

δH =

t∫
0

l∫
0

(
−M ′′(x) δW + (CẆ +m(x)Ẅ +MpG

′′(x)) δW −N ′(x) δU −

−m(x)Ü δU − ∂ (N(x)W ′)

∂x
δW

)
dx dt = 0,

где

m(x) = m1G(x) +m2 +m3G(x), N(x) = N
(1)
x G(x) +N

(2)
x +N

(3)
x G(x),

M(x) = M
(1)
x G(x) +M

(2)
x +M

(3)
x G(x).

Из принципа Гамильтона следуют уравнения движения

∂N(x)

∂x
= m(x)

∂2U

∂t2
,

∂2M(x)

∂x2
+
∂(N(x)W ′)

∂x
− C ∂W

∂t
−Mp

∂2G(x)

∂x2
= m(x)

∂2W

∂t2
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и краевые условия

x = 0, l: W ′ = 0 или Mx = 0,

x = 0, l: W = 0 или M ′
x = 0,

x = 0, l: NxW
′ = 0 или W = 0,

x = 0, l: Nx = 0 или U = 0.

1.1. Соотношения нелокальной теории упругости. Из соотношений (1) с учетом (4),
(5) и малости отношения толщины балки к ее длине следует

G(x)N
(1)
x − (e0a)

2 ∂
2(G(x)N

(1)
x )

∂x2
=

= G(x)
[
NE + A11

(∂U
∂x

+
(∂W
∂x

)2)
− C(1)

11

∂2W

∂x2

1

2

((
− h

2

)2
−

(
− h

2
− hp

)2)]
,

N
(2)
x − (e0a)

2 ∂
2(N

(2)
x )

∂x2
= A11

(∂U
∂x

+
1

2

(∂W
∂x

)2)
, (8)

G(x)N
(3)
x − (e0a)

2 ∂
2(G(x)N

(3)
x )

∂x2
= G(x)

[
NE + A11(C

(3)
11 εxx − e31E

(3)
z )−

− C(3)
11

∂2W

∂x2

1

2

((h
2

+ hp

)2
−

(h
2

)2)]
,

где NE — осевая сила, обусловленная напряжением, приложенным к пьезоэлектрическим
слоям. Умножая соотношения (8) на координату z и интегрируя полученные соотношения
по толщине балки, имеем

G(x)M
(1)
x − (e0a)

2 ∂
2(G(x)M

(1)
x )

∂x2
= G(x)

(
−D(1)

11

∂2W

∂x2
+

+

−h/2∫
−h/2−hp

C
(1)
11 z

∂U

∂x
dz −

−h/2∫
−h/2−hp

e31zE
(3)
z dz +

1

2

−h/2∫
−h/2−hp

C
(1)
11 z

(∂W
∂x

)2
dz

)
,

M
(2)
x − (e0a)

2 ∂
2(M

(2)
x )

∂x2
= −D(2)

11

∂2W

∂x2
+

−h/2∫
−h/2−hp

C
(2)
11 z

∂U

∂x
dz +

1

2

h/2∫
−h/2

C
(2)
11 z

(∂W
∂x

)2
dz, (9)

G(x)M
(3)
x − (e0a)

2 ∂
2(G(x)M

(3)
x )

∂x2
= G(x)

(
−D(3)

11

∂2W

∂x2
+

+

h/2+hp∫
h/2

C
(3)
11 z

∂U

∂x
dz −

h/2+hp∫
h/2

e31zE
(3)
z dz +

1

2

h/2+hp∫
h/2

C
(3)
11 z

(∂W
∂x

)2
dz

)
,

где

D
(1)
11 =

−h/2∫
−h/2−hp

C
(1)
11 z

2 dz, D
(2)
11 =

h/2∫
−h/2

C
(2)
11 z

2 dz.
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В результате суммирования уравнений (8), (9) в случае, когда к пьезоэлектрическим
слоям приложены напряжения с противоположными знаками, находим

Nx(x)− (e0a)
2 ∂

2 (Nx(x))

∂x2
=

(∂U
∂x

+
1

2

(∂W
∂x

)2)
A11(x);

Mx(x)− (e0a)
2 ∂

2 (Mx(x))

∂x2
= −D11(x)

∂2W

∂2x
(10)

где

A11(x) = G(x)A
(1)
11 + A

(2)
11 +G(x)A

(3)
11 , Nx(x) = G(x)N

(1)
x +N

(2)
x +G(x)N

(3)
x ,

D11(x) = G(x)D
(1)
11 +D

(2)
11 +G(x)D

(3)
11 , Mx(x) = G(x)M

(1)
x +M

(2)
x +G(x)M

(3)
x ,

A
(1)
11 =

−h/2∫
−h/2−hp

C
(1)
11 dA, A

(2)
11 =

h/2∫
−h/2

C
(2)
11 dA, A

(3)
11 =

h/2+hp∫
h/2

C
(3)
11 dA.

Используя граничные условия и пренебрегая инерционными силами в осевом направ-
лении, получаем

0 =
Nx(x)

A11(x)
− 1

2

l∫
0

(∂W
∂x

)2
dx.

Следовательно, выражение для растягивающей силы имеет вид

Nx(x) =
A11(x)

2l

l∫
0

(∂W
∂x

)2
dx. (11)

Пренебрегая силами инерции в боковом направлении, получаем следующее уравне-
ние:

Mx(x) = −D11(x)
∂2W

∂x2
+ (e0a)

2
[
m(x)

∂2W

∂t2
+ C

∂W

∂t
+Mp

∂2W

∂x2
−

− ∂2G(x)

∂x2

A11(x)

2l

l∫
0

(∂W
∂x

)2
dx

]
. (12)

1.2. Уравнения движения в безразмерных переменных. Подставляя (11), (12) в урав-
нение (10), получаем уравнение движения нанобалки. Введем следующие безразмерные
переменные:

W̄ =
W

h
, x̄ =

x

l
, M̄p =

Mp

A11h
, µ =

e0a

l
, D̄11 =

D11

A11l2
, t̄ =

t

τ
,

τ = l

√
mb

A11
, c̄ =

l2c

A11τ
, m̄(x̄) = 1 +

mp

mb
G(x̄), M̄s =

Ms

A11h
.

Безразмерное уравнение движения имеет следующий вид:

−
(
D̄11(x̄)

∂4W̄

∂x̄4
+ 2

∂3W̄

∂x̄3

∂D̄11(x̄)

∂x̄
+
∂2W̄

∂x̄2

∂2D̄11(x̄)

∂x̄2

)
+

+ µ2
[
C̄

∂3W̄

∂t̄ ∂x̄2
+ M̄p

∂4Ḡ(x̄)

∂x̄4
− η2

2

(∂4W̄

∂x̄4
+

2

A11

∂3W̄

∂x̄3

∂A11(x̄)

∂x̄
+
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+
1

A11

∂2W̄

∂x̄2

∂2A11(x̄)

∂x̄2

) 1∫
0

(∂W̄
∂x̄

)2
dx̄

]
+

+
η2

2

∂2W̄

∂x̄2

1∫
0

(∂W̄
∂x̄

)2
dx̄− C̄ ∂W̄

∂t̄
− M̄p

∂2Ḡ(x̄)

∂x̄2
= m̄(x̄)

(∂2W̄

∂t̄2
− µ2 ∂4W̄

∂t̄2 ∂x̄2

)
.

1.3. Модель с конечным числом степеней свободы. Для того чтобы получить систему
уравнений для модели с конечным числом степеней свободы, поперечный прогиб W̄ (x̄, t̄)
необходимо представить в виде линейной комбинации [29]

n∑
i=1

qi(t̄)ψi(x̄),

где ψi(x̄) — допустимые функции; qi(t̄) — обобщенные координаты. Собственные функ-
ции ψi(x̄) для многопролетной балки определены в работах [30–32].

1.4. Анализ собственных колебаний. При изучении влияния масштабного коэффици-
ента на линейные собственные частоты уравнение движения записывается в следующем

виде:

m̄(x̄)
∂2W̄

∂t̄2
− µ2

(
m̄(x̄)

∂4W̄

∂t̄2 ∂x̄2
+
∂2W̄

∂t̄2
∂2m̄(x̄)

∂x̄2
+ 2

∂m̄(x̄)

∂x̄

∂3W̄

∂t̄2 ∂x̄

)
+

+ D̄11(x̄)
∂4W̄

∂x̄4
+ 2

∂3W̄

∂x̄3

∂D̄11(x̄)

∂x̄
+
∂2W̄

∂x̄2

∂2D̄11(x̄)

∂x̄2
= 0. (13)

Решение уравнения (13) будем искать в виде

W̄ (x̄, t̄) =
n∑

i=1

qi(t̄)ψi(x̄).

Функции ψi(x̄) определены в работе [31]. В результате решения определяются собственные
частоты.

1.5. Вынужденные колебания. При наличии демпфирования происходит диссипация
всех мод колебаний. Если взаимодействием мод системы можно пренебречь, то уравне-
ние (13) можно записать, используя одномодовую аппроксимацию относительно непосред-
ственно возбуждаемой моды системы:

q̈a1 + q̇a2 + qa3 + q3a4 = Mp. (14)

Приближенное решение уравнения (14) строится с использованием метода гармонического
баланса.Между возбуждением и откликом имеется фазовый сдвиг. Обычно фазовый сдвиг
добавляется к отклику, но в данной работе он учитывается в выражении для возбуждаю-
щей силы. Для этого уравнение (14) записывается в виде [33]

q̈ + q̇ā2 + qā3 + q3ā4 = M̄pd cos (ωt+ ϕ) = Ā1 cosωt− Ā2 sinωt, (15)

где

ā2 =
a2

a1
, ā3 =

a3

a1
, ā4 =

a4

a1
, Ā1 =

A1

a1
, Ā2 =

A2

a1
, M̄pd =

Mpd

a1
.

Если величина M̄pd =
√
Ā2

1 + Ā2
2 известна, то отношение Ā1/Ā2 = tg−1 ϕ можно вычис-

лить. В первом приближении решение уравнения (15) представляется в следующем виде:

q = α cosωt. (16)
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Значения собственных частот ν нанобалки
при различных значениях масштабного коэффициента µ

µ
ν, ГГц

Мода 1 Мода 2 Мода 3

0,10 0,3853 1,0605 2,3939
0,05 0,3973 1,1485 2,9006
0 0,4016 1,1830 3,1574

Подставляя (16) в уравнение (15) и используя разложение для функции cos3 ωt, получаем[
(ω2

n − ω2)α+
3

4
ā4α

3
]
cosωt− ā2ωα sinωt+

ā4α
3

4
cos 3ωt = Ā1 cosωt− Ā2 sinωt. (17)

Приравнивая коэффициенты при sinωt и cosωt в обеих частях уравнения (17), имеем два
уравнения

(ω2
n − ω2)α+

3

4
ā4α

3 = Ā1, ā2ωα = Ā2. (18)

Из (18) следует выражение для частотной характеристики

M̄2
pd = Ā2

1 + Ā2
2 =

(
(ω2

n − ω2)α+
3

4
ā4α

3
)2

+ (ā2ωα)2.

2. Результаты исследования и их обсуждение. Ниже приводятся результаты
численного и аналитического исследования влияния различных параметров системы на

характер ее колебаний. Механические характеристики и геометрические параметры ма-
териалов нанобалки и пьезоэлектрических слоев имели следующие значения: для среднего
слоя — толщина h = 4 нм, длина l = 240 нм, ширина балки b = 4 нм, модуль Юнга
E = 169 ГПа, плотность ρ = 2231 кг/м3 [24]; для пьезоэлектрических слоев — толщина

hp = 4 нм, ширина балки b = 4 нм, модуль Юнга E = 59 ГПа, плотность ρ = 7800 кг/м3,
пьезоэлектрический коэффициент e31 = −12/54 см−2 [22]. Значение безразмерного коэф-
фициента демпфирования принято равным f = 10−5. В таблице приведены значения соб-
ственных частот нанобалки при l1 = 0,25l, l2 = 0,75l и различных значениях масштабного
коэффициента. Из результатов, представленных в таблице, следует, что при увеличении
масштабного коэффициента значения первых трех собственных частот нанобалки умень-
шаются. Этот результат соответствует результату, полученному в работе [25].

Прежде чем исследовать зависимость амплитуды отклика в средней точке нанобалки

от частоты возбуждающей силы при различных условиях, необходимо провести сравнение
полученного решения с численным решением. Для этого амплитудно-частотная диаграм-
ма, полученная методом гармонического баланса, сравнивается с диаграммой, полученной
численным методом. На рис. 2 приведены зависимости амплитуды колебаний a от ча-
стоты ω для нанобалки, полученные с использованием метода гармонического баланса и
численного метода Рунге — Кутты четвертого порядка. Для непрерывного возбуждения
системы в стационарном режиме на пьезоэлектрическую накладку подавалось гармони-
ческое напряжение переменного тока с амплитудой v0 = 0,1 В. Из рис. 2 следует, что
решения, полученные с использованием обоих методов, хорошо согласуются.

Далее приводятся результаты параметрического анализа задачи о колебаниях

нанобалки.
На рис. 3 представлена зависимость амплитуды колебаний a от частоты ω для

нанобалки при l1 = 0,25l, l2 = 0,75l и v0 = 0,1 В. Из анализа зависимостей, приведенных на
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Зависимости амплитуды колебаний от частоты, полученные методом
гармонического анализа (сплошная линия) и методом Рунге — Кутты (точки)
при f = 10−5, l1 = 0,25l, l2 = 0,75l, µ = 0, v0 = 0,1 В

Рис. 3. Зависимость амплитуды колебаний от частоты при l1 = 0,25l, l2 = 0,75l,
v0 = 0,1 В и различных значениях масштабного коэффициента:
1 — µ = 0, 2 — µ = 0,05, 3 — µ = 0,10
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Рис. 4 Рис. 5

Рис. 4. Зависимость амплитуды колебаний от частоты при l1 = 0,25l, l2 = 0,75l,
µ = 0 и различных значениях амплитуды напряжения:
1 — v0 = 0,10 В, 2 — v0 = 0,13 В, 3 — v0 = 0,15 В

Рис. 5. Зависимость амплитуды колебаний от частоты при µ = 0, f = 10,
v0 = 0,1 В и различной длине пьезоэлектрических слоев:
1 — l1 = 0,25, l2 = 0,75, 2 — l1 = 0,27, l2 = 0,73, 3 — l1 = 0,30, l2 = 0,70
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рис. 3, следует, что при всех рассмотренных значениях масштабного коэффициента про-
исходит упрочнение системы, при увеличении масштабного коэффициента увеличивается
амплитуда колебаний. Таким образом, при использовании классической теории упругости
в пренебрежении масштабным коэффициентом не выявляется упрочнение системы.

На рис. 4 приведена зависимость амплитуды колебаний от частоты при различных
значениях амплитуды напряжения. Видно, что с увеличением амплитуды напряжения ам-
плитуда колебаний увеличивается, а упрочнение системы становится более существенным.

На рис. 5 показана зависимость амплитуды колебаний от частоты при различной

длине пьезоэлектрических слоев. Из приведенных зависимостей следует, что при фиксиро-
ванной амплитуде напряжения с увеличением длины пьезоэлектрического слоя амплитуда

возбуждающей силы и амплитуда колебаний балки увеличиваются. При увеличении дли-
ны пьезоэлектрического слоя упрочнение системы становится менее существенным. При
этом скачок амплитуды на частотных кривых увеличивается.

Заключение. В работе с помощью НЛТУ исследованы вынужденные колебания би-
морфной пьезоэлектрической нанобалки. С использованием принципа Гамильтона выве-
дены уравнения движения, которые затем были дискретизированы методом Галеркина и
решены методом гармонического баланса. Из результатов параметрического анализа сле-
дует, что с увеличением масштабного коэффициента увеличивается амплитуда колебаний
и происходит упрочнение системы. С увеличением длины пьезоэлектрического слоя увели-
чивается амплитуда колебаний и уменьшается упрочнение. Полученные результаты могут
быть использованы при разработке пьезоэлектрических наноприводов.
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