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Исследуется неустойчивость тонкостенной замкнутой цилиндрической оболочки, нагру-
женной внутренним импульсным давлением. Материал оболочки обладает пластиче-
ской анизотропией. Предполагается, что цилиндрическая оболочка изготовлена из пла-
стичного материала. С учетом влияния пластической анизотропии материала и скоро-
сти деформации на основе ортогонального анизотропного критерия текучести Хилла
получено выражение для деформации, при которой происходит потеря устойчивости
тонкостенного цилиндра с закрытыми торцами. Из полученных результатов следует,
что деформация, при которой происходит потеря устойчивости тонкостенной замкну-
той цилиндрической оболочки, зависит от степени пластической анизотропии и скорости
деформации.
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Введение. Цилиндрические оболочки широко используются в нефтехимической про-
мышленности, океанотехнике, аэрокосмической технике и т. д. При проектировании без-
опасных и надежных цилиндрических оболочек большое значение имеет определение пре-
дела их пластической неустойчивости с использованием теоретических, численных и экс-
периментальных методов [1–6].

В работе [7] полагалось, что для тонкостенных цилиндров, находящихся под действи-
ем внутреннего давления, максимальным допустимым давлением является давление, при
котором возникает пластическая неустойчивость при растяжении. В работе [8] при иссле-
довании вязкого разрушения тонкостенных цилиндров под действием динамического внут-
реннего давления установлено, что пластическая неустойчивость возникает при достиже-
нии максимального значения результирующей окружного напряжения. В работе [9] обна-
ружено два типа пластической неустойчивости цилиндрических оболочек при нагружении

их статическим давлением: глобальная и локальная. Глобальная пластическая неустой-
чивость возникает при достижении максимального значения внутреннего давления, в то
время как локальная пластическая неустойчивость наблюдается при испытании образцов

на растяжение. В работе [10] исследовалось локальное разрушение цилиндра с открытым
торцом при импульсной нагрузке. Из полученных результатов следует, что критерий ло-
кального разрушения для величины окружной деформации является более адекватным,
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Рис. 1. Схема тонкостенной замкнутой цилиндрической оболочки, нагруженной
внутренним импульсным давлением:
σa — осевое главное напряжение, σθ — окружное главное напряжение, r — текущий

радиус, t — текущая толщина цилиндрической оболочки

чем критерий локального разрушения, используемый в коде ASME для судов, нагружен-
ных импульсным давлением.

Известно, что при изготовлении многих цилиндрических оболочек может возникать
пластическая анизотропия. В работе [11] получено аналитическое выражение для разруша-
ющего давления длинной идеальной тонкостенной трубы с закрытыми торцами, которая
находится под действием внутреннего и внешнего давления и материал которой является

пластически анизотропным. В работе [12] исследовалось разрушение пластических анизо-
тропных толстостенных цилиндрических сосудов под действием внутреннего и внешнего

давления. Показано, что пластическая анизотропия оказывает существенное влияние на
разрушающее давление.

В данной работе с использованием соотношений теории Хилла ортогональной анизо-
тропии [13] изучается пластическая неустойчивость тонкостенных цилиндрических обо-
лочек, которые находятся под действием импульсного давления и материал которых об-
ладает пластической анизотропией.

1.Анализ пластической неустойчивости. Рассматривается тонкостенная замкну-
тая цилиндрическая оболочка, нагруженная внутренним импульсным давлением (рис. 1).

Согласно теории пластичности Хилла для материалов, обладающих ортогональной
анизотропией, выражение для эквивалентного напряжения в цилиндре имеет вид

σ =

√
3

2

(F (σθ − σr)
2 + G(σr − σa)

2 + H(σa − σθ)
2

F + G + H

)1/2
, (1)

где σr — радиальное главное напряжение; F , G, H — параметры ортотропии. Выражение
для эквивалентной деформации в цилиндре записывается в виде

ε =

√
2

3
(F + G + H)1/2

(F (Gεθ −Hεr)
2 + G(Hεr − Fεa)

2 + H(Fεa −Gεθ)
2

(FG + GH + HF )2

)1/2
, (2)

где εa, εr, εθ — главные деформации.
Степень анизотропии материала определяется параметрами ra, rθ:

ra =
H

G
, rθ =

H

F
, (3)

которые характеризуют степень анизотропии материала в осевом и окружном направ-
лениях соответственно и определяются в экспериментах на растяжение в соответствую-
щих направлениях. Для тонкостенных замкнутых цилиндрических оболочек, нагруженных
внутренним давлением, главное радиальное напряжение σr значительно меньше главных

осевого σa и окружного σθ напряжений. Поэтому напряжением σr можно пренебречь. В ре-
зультате получаем [1, 14, 15]

σa = σθ/2. (4)
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С учетом (1), (3), (4) выражение для эквивалентного напряжения принимает вид

σ =
1

2

√
3

2

(rarθ + 4ra + rθ

rarθ + ra + rθ

)1/2
σθ. (5)

Из результатов многочисленных экспериментов по разрушению замкнутых цилин-
дрических оболочек следует, что осевые деформации незначительны и ими можно пре-
небречь [3]. Таким образом, выражения для трех главных конечных деформаций можно
записать в виде

εθ = ln
r

r0
, εa = 0, εr = ln

t

t0
, (6)

где r0, t0 — начальные значения радиуса и толщины оболочки соответственно. При пла-
стическом деформировании с учетом несжимаемости материала имеем

εa + εθ + εr = 0. (7)

Из (6), (7) следует

εr = −εθ. (8)

С учетом (2), (3), (6), (8) выражение для эквивалентной деформации можно записать в
следующем виде:

ε =

√
2

3

((rarθ + ra + rθ)(ra + 1)

(ra + rθ + 1)ra

)1/2
εθ. (9)

В работе [8] установлено, что потеря устойчивости замкнутой цилиндрической оболоч-
ки, нагруженной коротким импульсом внутреннего давления, происходит при достижении
максимального значения равнодействующей окружных напряжений. Следовательно, усло-
вие потери устойчивости имеет вид [8]

d(σθt) = t dσθ + σθ dt = 0,

или

dσθ

σθ
+

dt

t
= 0. (10)

Из (6), (8), (10) получаем

σθ =
dσθ

dεθ
. (11)

Из уравнений (5), (9), (11) следует, что соотношение между эквивалентными напря-
жением и деформацией можно представить в виде

dσ

dε
= βσ, (12)

где

β =

√
3

2

( (ra + rθ + 1)ra

(rarθ + ra + rθ)(ra + 1)

)1/2
.

Деформацию, при которой происходит потеря устойчивости, можно определить из
уравнения (12) и определяющих соотношений теории пластичности. Для того чтобы
учесть влияние скорости деформации ε̇ на деформацию, при которой происходит потеря
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устойчивости, при описании поведения материала принимается обобщенный закон, учи-
тывающий скорость деформации [16]:

σ = σ0 + Kεn + Dε̇m. (13)

Здесь σ0, D — константы; K — коэффициент упрочнения; n — показатель степени в законе

упрочнения; m — показатель, учитывающий влияние скорости деформации. Параметры в
соотношении (13) определяются методом наименьшей квадратичной регрессии с исполь-
зованием экспериментальных данных.

Из (12), (13) следует выражение для деформации, при которой происходит потеря
устойчивости цилиндрической оболочки:

(εb)
n
( n

εb
− β

)
= β

(σ0

K
+

D

K
ε̇m

)
(14)

(εb — эквивалентная деформация, при которой происходит потеря устойчивости замкнутой
тонкостенной цилиндрической оболочки).

2. Результаты исследования и их обсуждение. В выражении для деформа-
ции (14), при которой происходит потеря устойчивости оболочки, учитываются пласти-
ческая анизотропия материала и зависимость характеристик материала от скорости де-
формации. При D = 0, σ0 = 0 без учета пластической анизотропии (ra = rθ = 1) из
трансцендентного уравнения (14) получаем выражение

εb = 2n/
√

3,

которое следует из критерия Мизеса в случае пластической изотропии материала [8].
Численное решение трансцендентного уравнения (14) относительно деформации εb

получено с использованием пакета Mathematica. На рис. 2 представлена зависимость де-
формации εb от показателя степени в законе упрочнения n при различных значениях па-
раметра анизотропии в осевом направлении ra. Видно, что деформация εb уменьшается с

увеличением параметра ra и увеличивается с увеличением показателя n.
На рис. 3 приведена зависимость деформации εb от показателя степени в законе упроч-

нения n при различных значениях параметра анизотропии в окружном направлении rθ.
Видно, что с увеличением параметра анизотропии rθ и показателя степени в законе упроч-
нения n деформация εb увеличивается.
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Рис. 2. Зависимость деформации, при которой происходит потеря устойчивости
замкнутой цилиндрической оболочки, от показателя деформационного упрочне-
ния при σ0/K = D/K = 0,1 ε̇ = 0,01, m = 0,05, rθ = 1 и различных значениях
параметра анизотропии в осевом направлении:
1 — ra = 0,5, 2 — ra = 1,0, 3 — ra = 1,5
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Рис. 3. Зависимость деформации εb от показателя степени в законе упрочнения n
при σ0/K = D/K = 0,1 ε̇ = 0,01, m = 0,05, ra = 1 и различных значениях
параметра анизотропии в окружном направлении:
1 — rθ = 0,5, 2 — ra = 1,0, 3 — rθ = 1,5
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Рис. 4. Зависимость деформации, при которой происходит потеря устойчивости
замкнутой цилиндрической оболочки, от показателя m, учитывающего влияние
скорости деформации, при σ0/K = D/K = 0,1, n = 0,2, ra = rθ = 0,5 и различ-
ных значениях эквивалентной скорости истинной деформации:
1 — ε̇ = 0,01, 2 — ε̇ = 0,1, 3 — ε̇ = 1, 4 — ε̇ = 10

На рис. 4 показана зависимость деформации εb от показателя m при различных зна-
чениях эквивалентной скорости деформации ε̇. С увеличением m при ε̇ > 1 деформация εb

уменьшается, при ε̇ < 1 увеличивается, при ε̇ = 1 является постоянной. Из зависимостей,
приведенных на рис. 4, также следует, что с увеличением скорости деформации деформа-
ция εb уменьшается.

Заключение. С использованием теории пластичности Хилла для материалов, обла-
дающих ортогональной анизотропией, исследована неустойчивость замкнутой тонкостен-
ной цилиндрической оболочки, нагруженной импульсным внутренним давлением. С по-
мощью обобщенного степенного определяющего соотношения, учитывающего скорость де-
формации, получено выражение для деформации, при которой возникает пластическая
неустойчивость. С использованием пакета Mathematica получено решение трансцендент-
ного уравнения для критической деформации.

Исследовано влияние степени пластической анизотропии и скорости деформации на

критическую деформацию.
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