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В рамках модели Прандтля рассмотрено двухфазное течение в до-, транс- и сверхзвуко-
вой частях сопла при больших числах Рейнольдса, т. е. весь поток разбивался на невяз-
кое ядро и тонкий пограничный слой. Учитывалось взаимное влияние газа и твердых
частиц. В ядре потока для газа решались уравнения Эйлера, в пристеночной области—
уравнения пограничного слоя. Движение частиц описывалось с помощью подхода Ла-
гранжа в невязкой области, при этом отслеживались траектории и температура пакетов
частиц. В пограничном слое поведение частиц описывалось уравнениями Эйлера для
осредненных по объему параметров частиц. Проведено сравнение расчетов распределе-
ний скорости частиц с экспериментами в плоском сопле. Отмечены явление фокусировки
частиц на оси сопла при вводе их в дозвуковой части и вызванное этим существенное
торможение потока в сверхзвуковой части сопла. Исследовано влияние различных гра-
ничных условий для потока частиц в невязкой области. Для осесимметричного сопла
изучено влияние формы контура дозвуковой части, коэффициента загрузки частиц и их
диаметра на параметры потока частиц в невязкой области и в пограничном слое.
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Введение. Различные течения газа с частицами исследованы в ряде работ, в которых
поток газа описывался с помощью полных уравнений Навье — Стокса, уравнений Эйлера
и пограничного слоя. Для изучения поведения частиц обычно используется подход Эйле-
ра, когда все их параметры осредняются по элементарному объему. Однако в последнее
время чаще применяется метод Лагранжа, в котором рассчитываются параметры каждой
частицы или пакета частиц.

Течение в пограничном слое на плоской пластине при прохождении вдоль нее ударной

волны рассмотрено в работах [1–3]. Движение газа описывалось уравнениями сжимаемо-
го ламинарного пограничного слоя, а частиц — уравнениями Эйлера. Приведены профи-
ли скорости и температуры газа и частиц. В [3] выполнено сравнение с собственными
экспериментами со стеклянными шариками и получено, что частицы диаметра 50 мкм
концентрируются вблизи внешней границы пограничного слоя.

В работе [4] для газа и частиц использовались уравнения Эйлера. Показано, что урав-
нения для частиц являются вырожденными гиперболическими уравнениями и для их ре-
шения предложен специальный численный метод. Представлены расчеты течения в ис-
кривленном канале при вдуве частиц через боковую стенку. В [5, 6] течение газа рас-
считывалось с помощью полных уравнений Навье — Стокса. Исследование двухфазного
течения в ударной трубе выполнено с учетом подъемной силы для частиц.

Нестационарная задача расчета двухфазного потока за ударной волной при прохожде-
нии последней через запыленный газ в угле сжатия рассмотрена в работе [7]. Для описания
движения обеих фаз использовались уравнения Эйлера. Показано, что с повышением кон-
центрации пыли ударная волна тормозится сильнее и что плотность частиц за ударной
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волной уменьшается со временем. Прохождение ударной волны через запыленный слой

воздуха над плоской пластиной в рамках полных уравнений Навье — Стокса для газа и

уравнений Эйлера для частиц анализировалось в работе [8]. Выявлено влияние подъемной
силы на поведение частиц. В [9, 10] исследовалось прохождение ударной волны над плос-
кой каверной. В обеих работах течение газа и частиц описывалось уравнениями Эйлера.
Получено, что коэффициент загрузки и размер частиц оказывают существенное влияние
на течение в каверне.

В работах [11–15] двухфазное течение в сверхзвуковых соплах рассматривалось в рам-
ках уравнений Эйлера для обеих фаз. Предложены различные алгоритмы расчета как

монодисперсных, так и полидисперсных течений, когда система уравнений для частиц
является жесткой. Приведены примеры расчетов для различных конфигураций сопел при
коэффициентах загрузки меньше единицы.

Работа [16] посвящена расчету истечения звуковой недорасширенной струи газа с ча-
стицами в затопленное пространство. Для газа использовались уравнения Эйлера, для ча-
стиц — уравнения Лагранжа. Предложен алгоритм расчета при наличии в потоке частиц
различных размеров, а также алгоритм, учитывающий столкновение частиц. Представле-
ны распределения скорости и температуры газа и частиц вдоль оси.

Теоретическое и экспериментальное исследование истечения несжимаемой турбулент-
ной струи рассмотрено в [17]. Для расчета течения газа использовались параболизован-
ные уравнения Навье — Стокса, а поведение стеклянных шариков в потоке определялось
с помощью уравнений Лагранжа. Скорость частиц в струе измерялась методом ЛДИС.
Показано, что в двухфазном потоке частицы ускоряют газ по сравнению с однофазным

потоком.

В [18] методом ЛДИС выполнены измерения скорости частиц на оси сверхзвуковой

части плоского сопла. Измерения скорости газа без частиц проводились методом ЛДИС и
с помощью трубки Пито. В опытах использовались частицы из различных материалов, их
диаметры различались почти на порядок, а плотность вещества и коэффициент загрузки—
более чем на порядок.

В настоящей работе рассмотрено течение газа с твердыми частицами в сверхзвуковом

сопле. Предполагалось, что число Рейнольдса достаточно велико и толщина погранично-
го слоя достаточно мала, чтобы весь поток можно было разбить на невязкое ядро и тон-
кий пограничный слой. В первой области течение газа описывалось уравнениями Эйлера,
а движение частиц— с помощью подхода Лагранжа. Взаимодействие газа и частиц учиты-
валось при тех же предположениях, что и в названных выше работах: химические реакции
между газом и частицами отсутствуют; в силу малой объемной концентрации частиц их
траектории не пересекаются и они друг с другом не взаимодействуют; все частицы —
твердые шарики одинакового диаметра и с постоянной температурой по сечению; каждая
частица имеет собственную траекторию; броуновским движением частиц и силой тяжести
пренебрегается; взаимодействие частиц и газа определяется только силой сопротивления
и теплообменом. Во второй области использовались уравнения пограничного слоя для газа
и уравнения Эйлера для частиц, параметры которых осреднены по элементарному объе-
му (частицы рассматривались как сплошная среда). При этом рассчитанные в невязкой
области значения параметров газа и частиц задавались в качестве условий на внешней

границе пограничного слоя.

Невязкое течение в сопле. Рассматривается течение газа с твердыми частицами
в до-, транс- и сверхзвуковой областях сопла с заданным контуром r = R(x), радиус кри-
тического сечения которого обозначен через R∗. Для газа дивергентная форма уравнений
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Эйлера в переменных ξ = x/R∗, η = r/R(x) имеет вид [16]
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Значение параметра ω = 1 соответствует осесимметричному течению и ω = 0 — плоскому,
параметр ν = 1 отвечает двухфазному потоку и ν = 0 — однофазному. Здесь также
использованы следующие обозначения:
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(m/ρ)ñ+ ηxp
(n/ρ)ñ+ ηrp
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Параметры ρ, p, e, u, v — соответственно плотность, давление, полная энергия и компонен-
ты скорости в декартовой (цилиндрической) системе координат x, r. Через J−1 обозначен

якобиан преобразования координат, (Fpt)x, (Fpt)r — компоненты вектора сил воздействия

частиц на газ, параметр Qpt характеризует теплообмен между частицами и газом. Все
газодинамические параметры обезразмерены с помощью критической скорости звука a∗ и
критической плотности ρ∗.

Система уравнений (1) решалась при обычных условиях непротекания на стенке и
симметрии на оси. Во входном цилиндрическом участке сопла поток газа полагался изоэн-
тропическим, параллельным оси при заданных давлении p0 и температуре T0 в форкамере.
На выходе из сверхзвуковой части сопла граничные условия не ставились.

Движение частиц описывалось с помощью подхода Лагранжа. Для удобства расчетов
частицы объединялись в пакеты с координатами ξm, ηm (m = 1, 2, . . . ,M), в каждом из ко-
торых скорость и температура частиц полагались одинаковыми. Для пакета записывались
следующие уравнения движения и теплообмена в безразмерном виде [16]:
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Помимо описанных выше здесь использованы следующие обозначения: U , Um — векторы

скорости газа и m-го пакета частиц; µ — вязкость газа; cp, cpt — удельная теплоемкость

газа и вещества частиц;Dpt, ρpt — диаметр и плотность вещества частиц; Re — число Рей-
нольдса, вычисленное по критическим параметрам газа и радиусу критического сечения.
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Коэффициент сопротивления частиц CD и число Нуссельта для частиц Nu определялись
соотношениями:

(CD)m =
24

Rem

(
1 +

Re
2/3
m

6

)
при Rem < 1000, (CD)m = 0,44 при Rem > 1000,

Num = 2 + 0,6 Re
1/2
m Pr1/3,

где Pr — число Прандтля для газа и Rem = ρDpt|U −Um|Re /µ — число Рейнольдса для

частиц m-го пакета.
Предполагалось, что все частицы вводятся в некотором сечении сопла ξ = ξ0 равно-

мерно по сечению с заданной скоростью и температурой. Координата пакета в пределах
счетной ячейки определялась с помощью датчика случайных чисел, количество частиц
в пакете Nm — через коэффициент загрузки ψ, равный отношению массовых расходов

частиц и газа.
Вид взаимодействия частиц со стенкой сопла может быть различным в зависимости

от свойств частиц и внутренней поверхности сопла. В настоящей работе рассмотрены три
варианта граничных условий на стенке: 1) условие прилипания, при котором все части-
цы, попадающие на стенку, из расчета удалялись; 2) условие неупругого взаимодействия,
при котором частицы на стенке теряли нормальную компоненту скорости, и 3) условие
упругого отражения, при котором знак нормальной компоненты скорости частиц менялся
на противоположный. На оси сопла ставилось условие симметрии. Это означает, что если
частица пересекает ось и уходит из рассматриваемой области, то вместо нее приходит ча-
стица с теми же параметрами, но с поперечной компонентой скорости противоположного
знака. Граница на выходе из сопла свободна от граничных условий.

В случае неупругого взаимодействия частицы могут скапливаться вблизи стенки, а
вблизи оси их концентрация может повышаться в силу фокусировки. Поведение частиц в
такой области в рамках подхода сплошной среды, когда все параметры частиц осреднены
по объему, рассмотрено в [21], где для твердой фазы введены понятия “пелены” и “шнура”.
В настоящей работе справедливость допущения об отсутствии столкновения частиц между

собой контролировалась по математической вероятности отсутствия столкновений P0 [16]:

P0 = exp (−Nc∆t), Nc =
(2Dpt)

2

Vjk

π

4

∑
m

Nm|U −Um|, (3)

где Nc — частота столкновений; Vjk — объем разностной ячейки; ∆t — время пребывания

частицы в данной ячейке. Системы уравнений (1) и (2) решались численно на конечно-
разностной сетке с номерами ячеек j вдоль координаты ξ и номерами k вдоль координа-
ты η. Тогда компоненты сил, действующих на газ со стороны частиц, и соответствующий
тепловой поток могут быть записаны в виде [16]
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Суммирование производится по всем пакетам, находящимся в этой ячейке.
Пространственная аппроксимация уравнений (1) выполнена на основе конечно-

разностной TVD-схемы, предложенной в работе [19]. Эта схема обеспечивает второй поря-
док аппроксимации на гладких решениях. Поскольку она использует пятиточечный шаб-
лон по каждой пространственной переменной, то для расчета в граничных узлах необ-
ходимо привлекать две точки за границей области. Значения искомых функций в этих
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точках находились путем экстраполяции с учетом граничных условий. При этом на выхо-
де из сопла ставились мягкие условия. Полученные уравнения с производными по времени
решались с помощью пятишагового метода Рунге — Кутты [20], который обеспечивал
второй порядок точности по времени. Система уравнений (2) интегрировалась методом
Эйлера. Для вычисления правых частей газодинамические параметры аппроксимирова-
лись методом наименьших квадратов по их значениям в узлах эйлеровой сетки в точки с

координатами ξm, ηm для каждого пакета.
Вся задача решалась последовательными приближениями. При известных значениях

параметров частиц в точках области делалось несколько шагов по времени для уравнений

газовой динамики. Затем при фиксированных значениях параметров газа делался один
шаг для уравнений (2). Далее снова решались уравнения (1) при новых значениях пара-
метров частиц, а затем опять решались уравнения (2). Этот процесс продолжался до тех
пор, пока не устанавливался с заданной точностью баланс частиц в сечении их ввода, на
выходе из сопла и осевших на стенке. Контролировалось и установление газодинамических
параметров.

Работоспособность созданного алгоритма проверялась путем сравнения расчетов с ре-
зультатами экспериментов [18]. Плоское сопло имело профилированную дозвуковую часть
и прямолинейную сверхзвуковую с углом полураствора 5,5◦. Давление в форкамере со-
ставляло 8 бар, температура — 260 K. Сначала рассчитывалось распределение скорости
газа на оси сопла в потоке без частиц и сравнивалось с экспериментом. Скорость газа
измерялась трубкой Пито. Расхождение расчета и эксперимента не превышало 4 %.

Следующее сопоставление выполнено для течения в том же сопле, но с вводом частиц
при температуре 293 K в цилиндрической части сопла со скоростью, равной местной скоро-
сти газа. Использовались частицы различных веществ, размеров и разные коэффициенты
загрузки. В расчетах в качестве граничных условий для частиц на стенке выбрано условие
прилипания. Скорость частиц измерялась методом ЛДИС. Расчетные и эксперименталь-
ные значения скорости частиц приведены на рис. 1 (на этом и следующих графиках вер-
тикальная риска при ξ = 19 соответствует критическому сечению). Наилучшее согласие
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Рис. 1. Расчетные (линии) и экспериментальные (точки) распределения скорости ча-
стиц различных веществ на оси сопла:
1 — ликоподий (Dpt = 25·10−6 м, ρpt = 500 кг/м3, ψ = 0,316); 2 — оргстекло (Dpt = 200·10−6 м,
ρpt = 1200 кг/м3, ψ = 1,27); 3 — бронза (Dpt = 80 · 10−6 м, ρpt = 8600 кг/м3, ψ = 4,26)
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Рис. 2 Рис. 3

Рис. 2. Распределение числа пакетов частиц бронзы на оси сопла

Рис. 3. Распределение скорости газа на оси (сплошная линия) и на стенке сопла
(пунктирная линия)

с экспериментами получено в расчетах для частиц бронзы (различие не превышало 8 %),
несколько большее расхождение имело место для оргстекла (12 %) и наибольшее— для ли-
коподия (14 %). Последнее, вероятно, объясняется тем, что поверхность частиц ликоподия
может сильно отличаться от сферы.

Все последующие расчеты выполнены для течений газа с частицами бронзы. На рис. 2
и 3 представлены результаты расчетов течения в том же сопле для частиц диаметром

Dpt = 5 · 10−6 м с коэффициентом загрузки ψ = 1,0 при тех же определяющих газодинами-
ческих параметрах. Получено, что частицы, которые не выпали на стенке сопла, отходят
от нее перед критическим сечением и далее направляются к оси, где их концентрация
существенно повышается. Это явление иллюстрирует рис. 2, где приведено распределе-
ние плотности пакетов вдоль оси сопла. Видно, что при значении ξ = 24 эта величина
возрастает на порядок по сравнению с ближайшими сечениями. Оценка вероятности от-
сутствия столкновений частиц по формуле (3) дала значение P > 0,999. Заметим, что для
частиц большего размера вероятность столкновений будет еще меньше, поскольку частота
столкновений Nc пропорциональна квадрату диаметра частиц.

Значительный рост концентрации частиц на оси вызывает заметное торможение по-
тока газа в сверхзвуковой части, что демонстрирует рис. 3. Видно, что за критическим
сечением скорость становится сверхзвуковой, а затем газ тормозится частицами до зна-
чения коэффициента скорости 0,8 и далее опять разгоняется до сверхзвуковой скорости.
Поскольку частицы вблизи стенки отсутствуют, скорость газа здесь монотонно растет.

Взаимодействие частиц с поверхностью сопла зависит от их механических свойств,
формы, температуры и других факторов. Этот вопрос в работе не рассматривался, а ис-
следовалось влияние различных граничных условий на стенке на течение газа и частиц в

сопле. Для этого выполнены три варианта расчетов для приведенных ранее определяющих
параметров (кроме коэффициента загрузки, равного здесь ψ = 0,5): I — условие прилипа-
ния, II — условие неупругого взаимодействия и III — условие упругого отражения. Рас-
четы показали, что распределения скорости и температуры газа и частиц в вариантах II
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Рис. 4. Распределение числа Маха на выходе из сопла при различных углах
полураствора его дозвуковой части

и III практически не различаются. В варианте I в сверхзвуковой части скорость частиц
несколько выше, а температура ниже, чем в двух других. Такое расхождение объясняется
тем, что в первом варианте некоторые частицы осели на стенке и в сверхзвуковой части
сопла их осталось меньше, чем в двух последних вариантах.

Оказалось, что более значительное влияние граничные условия для частиц на стенке
оказывают на распределение скорости и температуры частиц на срезе сопла. Граница
потока частиц в первых двух вариантах составляет менее половины высоты сопла, тогда
как в последнем — две трети. Кроме того, во втором варианте скорость и температура
частиц практически постоянны примерно на расстоянии одной трети от оси сопла.

Влияние дозвуковой части сопла, диаметра частиц и коэффициента загрузки рассмот-
рено на примере осесимметричного сопла с конической сверхзвуковой частью, углом по-
лураствора 15◦ и радиусом критического сечения R∗ = 0,01 м. Давление в форкамере
задано равным 20 бар, температура — 500 K, температура частиц на входе в сопло —
293 K, их скорость задана равной скорости газа на оси во входном сечении сопла. Угол
полураствора конической дозвуковой части изменялся в диапазоне θ = 30 ÷ 75◦, диаметр
частиц Dpt = 25÷ 100 мкм, коэффициент загрузки ψ = 0,2÷ 1,0. На границе бралось усло-
вие неупругого взаимодействия. На рис. 4 приведено распределение числа Маха на срезе
сопла при значениях Dpt = 100 мкм, ψ = 1,0 и различных значениях угла θ. Представлен-
ный параметр характеризует интенсивность торможения газа частицами, иначе говоря,
распределение частиц по сечению сопла. Видно, что при θ = 45◦ частицы практически
равномерно сосредоточены на одной трети радиуса вблизи оси сопла. При больших углах
дозвуковой части струя частиц на выходе расширяется до двух третей радиуса, вблизи оси
их концентрация несколько выше. Кроме того, при θ = 75◦ в отличие от других вариантов
частицы присутствуют также вблизи стенки.

Была также исследована зависимость числа Маха на срезе сопла от диаметра частиц

при θ = 60◦, ψ = 0,2 иDpt = 50, 75, 100 мкм. Во всех трех вариантах струя частиц занимает
примерно половину радиуса, причем к оси их концентрация возрастает. Как и следовало
ожидать, с уменьшением диаметра частиц при том же массовом расходе интенсивность их
взаимодействия с газом усиливается, что вызывает более значительное его торможение.
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Рис. 5. Распределение средней плотности частиц бронзы на границе с погранич-
ным слоем при различных углах полураствора дозвуковой части сопла

Для последующих расчетов течения газа с частицами в пограничном слое сопла на

границе с ним проводилось осреднение по элементарному объему плотности, скорости и
температуры частиц. На рис. 5 представлено распределение осредненной плотности ча-
стиц на границе с пограничным слоем при θ = 30, 45 и 75◦, ψ = 0,2, Dpt = 100 мкм.
Здесь координата x отсчитывается от критического сечения сопла. Видно, что плотность
в дозвуковой части сначала резко возрастает, а затем быстро уменьшается и далее ча-
стицы отходят от границы. В сверхзвуковой части сопла они не попадают на границу

(кроме варианта с максимальным значением угла θ), при этом их плотность здесь ρ ≈ 10.
Результат торможения газа вблизи стенки этими частицами демонстрирует рис. 4.

Течение в пограничном слое. Эффекты вязкости и теплопроводности газа в на-
стоящей работе учтены в тонком пограничном слое на поверхности сопла. Поскольку те-
чение в сверхзвуковой части сопла может сопровождаться скачками уплотнения [22] и
возможным отрывом пограничного слоя, эта задача решалась методом установления [23].
Уравнения нестационарного сжимаемого пограничного слоя для течения газа с частицами

записаны в системе координат, связанной с поверхностью:
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(4)

ρ = γp/T.

Здесь координаты ξ, η направлены вдоль поверхности и перпендикулярно к ней и им соот-
ветствуют компоненты скорости u, v; µ, k, cp — коэффициенты вязкости, теплопроводно-
сти и удельной теплоемкости. Для турбулентного течения использовалась алгебраическая
модель турбулентности Михеля. Все параметры обезразмерены, как и в невязких уравне-
ниях, с помощью их критических значений. Кроме того, параметры η и v умножены на
квадратный корень из числа Рейнольдса Re.
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Для потока частиц в пограничном слое использовался подход Эйлера [1–3], при кото-
ром плотность, скорость и температура частиц осреднялись по объему. Двумерные ста-
ционарные уравнения Эйлера для частиц записаны в виде

∂

∂ξ
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∂

∂η
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R
ρpup = 0,

ρpup
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где ρp, up, vp, Tp — осредненные плотность, компоненты скорости и температура частиц.
В уравнениях (4), (5) введены компоненты силы воздействия частиц на газ Dx, Dy, работа
этих сил Φ и тепловой поток от частиц к газу Q, для которых были взяты следующие
выражения [2]:
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3

4

ρpρ
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3
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(6)

Здесь U , Up — векторы скорости газа и частиц. Для коэффициента сопротивления CD и

числа Нуссельта Nu использовались стандартные формулы.
Однако в такой постановке не удается построить решение в пограничном слое. Дело в

том, что без частиц конвективные члены для газа и градиент давления плавно приходят в
равновесие друг с другом при приближении к внешней границе. Поэтому профиль скорости
асимптотически стремится к своему значению на внешней границе. Аналогичная ситуация
имеет место и с распределением температуры. При течении же газа с твердыми частица-
ми поведение параметров последних носит совершенно иной характер, они не стремятся
асимптотически к некоторым значениям на внешней границе пограничного слоя. Поэтому
параметры взаимодействия газа с частицами (6), вообще говоря, не стремятся к нулю на
внешней границе, и их учет в системе уравнений (4) нарушает асимптотический характер
поведения скорости и температуры газа. В связи с этим было принято решение отказаться
от учета воздействия частиц на газ в пограничном слое, а учесть только влияние газа на
частицы. Такое допущение справедливо лишь при достаточно малой концентрации частиц.

На стенке для газа ставятся обычные условия прилипания и постоянства температу-
ры, а на внешней границе заданы распределения давления, продольной компоненты скоро-
сти и температуры, которые берутся из расчетов невязкого потока с частицами в данном
сопле:

η = 0: u = v = 0, T = Tw, η = ηe(ξ): p = pe(ξ), u = ue(ξ), T = Te(ξ).

На входе в сопло строилось автомодельное решение пограничного слоя при данных усло-
виях.

При постановке граничных условий для уравнений (5) необходимо было исследовать
их характеристические свойства. Нетрудно видеть, что эта система имеет единственную
характеристику кратности четыре с наклоном λ1,2,3,4 = up/vp, что соответствует линии
тока частиц. Однако соответствующая этому характеристическому числу матрица име-
ет ранг, равный единице, и поэтому ему отвечают лишь три линейно независимых соб-
ственных вектора. Таким образом, система уравнений (5) не является гиперболической в
обычном смысле [24]. Аналогичный результат приводится в [13, с. 151], где выписываются
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соотношения на характеристиках. В работе [4] эта система названа вырожденной гипербо-
лической системой. К сожалению, свойства таких систем недостаточно изучены, поэтому
краевая задача ставилась как для гиперболических уравнений. Поскольку поток частиц
входит через внешнюю границу, на ней необходимо задать все четыре искомых парамет-
ра (плотность, обе компоненты скорости и температуру). На стенке сопла условия в этом
случае не ставятся. Аналогичная постановка граничных условий предложена в [25] для
несжимаемого пограничного слоя с частицами:

η = ηe(ξ): ρp = ρpe(ξ), up = upe(ξ), vp = vpe(ξ), Te = Tpe(ξ).

Распределения параметров также берутся из расчетов невязкого течения газа с частица-
ми в этом сопле. В сечении ввода частиц все их параметры задавались постоянными по
сечению, как и в невязком потоке.

В уравнениях (4), (5) для удобства счета вместо координаты η введена переменная
Блазиуса λ = η/

√
ξ и для обеих независимых переменных ξ, λ выполнено растяжение,

постоянное для первой из них и зависящее от решения для второй [26]. Уравнения погра-
ничного слоя (4) решались по неявной разностной схеме [26] до установления по времени,
а уравнения для частиц (5) — с помощью разностной схемы бегущего счета. При задан-
ных условиях на внешней границе каждая из этих систем решалась последовательно до

установления всего процесса.
Расчеты пограничного слоя с частицами выполнены для осесимметричного сопла,

описанного выше, при тех же значениях определяющих параметров. Кроме того, заданы
температура стенки (Tw = 293 K) и число Рейнольдса по параметрам в критическом

сечении (Re = 1,52 ·106). Было принято, что течение вначале ламинарное, а на расстоянии
между тремя и четырьмя радиусами критического сечения оно переходит в турбулентное.

На рис. 6 представлены профили осредненной плотности частиц в пограничном слое
при θ = 75◦, ψ = 1, Dpt = 100 мкм. Числа около кривых означают расстояние от кри-
тического сечения. В этом варианте плотность на внешней границе достигает максимума
при x ≈ −1,0, и далее эти частицы, проникая в пограничный слой, движутся с потоком
газа. Поскольку площадь сечения, через которую газ с частицами течет в пограничном

слое дозвуковой части сопла, уменьшается в несколько раз за счет уменьшения его тол-
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Рис. 6. Профили средней плотности частиц бронзы в пограничном слое на раз-
личных расстояниях от критического сечения
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Рис. 7. Распределение средней плотности частиц бронзы на стенке сопла при

различных углах полураствора его дозвуковой части

щины и радиуса сопла, а скорость частиц изменяется слабо, их осредненная плотность
здесь значительно возрастает. Максимум плотности приближается к поверхности сопла,
уменьшаясь по величине. (Таким образом, все частицы из пограничного слоя постепенно
выпадают на стенку в сверхзвуковой части сопла.)

Влияние угла полураствора дозвуковой части сопла на распределение плотности ча-
стиц на стенке при θ = 45, 60, 75◦, ψ = 0,2, Dpt = 100 мкм показано на рис. 7. Сначала
плотность резко возрастает, следуя за ее увеличением на внешней границе с некоторым
запаздыванием. Далее ее значения уменьшаются на ламинарном участке сверхзвуковой
части сопла, а затем увеличиваются с выходом на практически постоянное значение. При-
чем значения плотности по всей длине уменьшаются с ростом угла полураствора, что
объясняется соответствующим уменьшением плотности на внешней границе.

Подобное сравнение кривых плотности частиц на стенке при различных коэффици-
ентах загрузки показало, что они изменяются примерно пропорционально этому коэффи-
циенту. Исследована зависимость того же параметра от диаметра частиц при θ = 60◦,
ψ = 0,2. В дозвуковой части его значения практически не различаются, а в сверхзвуковой
расходятся слабо — максимальное расхождение составляет 12 %. Таким образом, можно
сделать вывод, что размер частиц слабо влияет на величину их плотности на стенке.

Выводы. Разработаны эффективные алгоритмы расчета течения газа с твердыми

частицами в невязком ядре сопла и в пограничном слое. Результаты расчетов распреде-
ления скорости частиц на оси плоского сопла для различных частиц удовлетворительно

согласуются с экспериментальными данными. Получено, что частицы при вводе их в до-
звуковой части сопла разгоняются газом и отходят от стенки перед критическим сече-
нием. Затем они пересекают ось в сверхзвуковой части и переходят на другую половину
сопла по отношению к оси, при этом происходит их фокусировка на оси. Повышение кон-
центрации частиц в сверхзвуковой области приводит к торможению газа до дозвуковой

скорости. Далее газ снова разгоняется до сверхзвуковой скорости. Показано, что различ-
ные виды взаимодействия частиц со стенкой приводят к значительным расхождениям в

распределении их параметров на срезе сопла и практически не сказываются на распреде-
лении вдоль оси. Из расчетов пограничного слоя следует, что максимум плотности частиц
может существенно возрастать по отношению к плотности на его внешней границе из-за



76 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2005. Т. 46, N-◦ 6

значительного уменьшения площади сечения пограничного слоя в дозвуковой части сопла.
При движении в сверхзвуковой части этот максимум приближается к стенке, одновремен-
но уменьшаясь по величине. Установлено, что значение плотности частиц на стенке слабо
зависит от размера частиц и существенно— от угла полураствора дозвуковой части сопла

и коэффициента загрузки.
Авторы благодарят проф. Е. Краузе и проф. Х. Оливье из Технического университета

(г. Ахен, ФРГ) за постоянное внимание к работе.
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