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Исследуется пластическая неустойчивость сферического сосуда высокого давления из
материала, обладающего пластической ортотропией. В рамках теории конечных де-
формаций и с использованием ортогонального анизотропного критерия Хилла получено
уравнение для критической деформации, при которой возникает пластическая неустой-
чивость. Исследовано влияние скорости деформации и параметра ортотропии на значе-
ние критической деформации.
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Введение. Сферические сосуды высокого давления широко используются в нефте-
химической промышленности, аэрокосмической технике, энергетике и т. д. Результаты
исследования пластической неустойчивости необходимы при проектировании безопасных

и надежных сосудов давления.
Исследование пластической неустойчивости сферических сосудов проводилось в ра-

ботах [1–5]. В [6] установлено, что неустойчивость сферической оболочки при жестком
нагружении возникает в тот момент, когда суммарная сила в диаметральном сечении

достигает максимума. В работе [7] предложена общая математическая модель для опреде-
ления пластической неустойчивости сферического сосуда при растяжении. Установлено,
что полученная в [7] нагрузка, при которой возникает неустойчивость, является верхней
оценкой нагрузок, полученных в экспериментах по разрушению сферических оболочек.
В [8] исследовалась пластическая неустойчивость сферических оболочек при различных
видах нагружения. В работе [9] отмечается, что существует два типа неустойчивости
сферических и цилиндрических оболочек при статическом нагружении: глобальная пла-
стическая неустойчивость и локальная пластическая неустойчивость. Глобальная неустой-
чивость возникает в тот момент, когда внутреннее давление достигает максимума, ло-
кальная неустойчивость наблюдается при растяжении. В работе [10] исследована пласти-
ческая неустойчивость динамически нагруженного сферического сосуда при различных

определяющих соотношениях теории пластичности. Показано, что глобальная пластиче-
ская неустойчивость сферических сосудов при импульсном нагружении не возникает в от-
сутствие статического внутреннего давления. В [10] также исследовано влияние скорости
деформации на пластическую неустойчивость.
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Как известно, многие сосуды высокого давления изготовлены из материалов, облада-
ющих пластической анизотропией. В работе [11] получено аналитическое выражение для
давления разрушения тонкостенной трубы с закрытыми торцами при одновременном дей-
ствии внутреннего и внешнего статических давлений. Предполагалось, что материал тру-
бы обладает пластической анизотропией. Показано, что учет пластической анизотропии
материала необходим при определении разрушающих нагрузок. В работе [12] исследовано
разрушение толстостенных сферических сосудов из материала с пластической ортотропи-
ей, нагруженных внутренним и внешним статическими давлениями.

В данной работе на основе теории пластичности Хилла [13] для материалов, обла-
дающих ортогональной анизотропией, исследуется пластическая неустойчивость тонко-
стенного сферического сосуда из материала с пластической ортотропией, нагруженного
внутренним импульсным давлением.

1. Определение пластической неустойчивости. Рассмотрим тонкостенный сфе-
рический сосуд, подвергаемый воздействию импульса внутреннего давления.Материал со-
суда обладает пластической ортотропией. В соответствии с теорией Хилла для материала,
обладающего ортогональной анизотропией, выражение для эквивалентного напряжения в
тонкостенном сферическом сосуде записывается в виде

σ =

√
3

2

(F (σθ − σr)
2 + G(σr − σϕ)2 + H(σϕ − σθ)

2

F + G + H

)1/2
, (1)

где σr — радиальное главное напряжение; σθ, σϕ — окружные главные напряжения; F ,
G, H — параметры ортотропии. Выражение для эквивалентной деформации имеет вид

ε =

√
2

3
(F + G + H)1/2

(F (Gεθ −Hεr)
2 + G(Hεr − Fεϕ)2 + H(Fεϕ −Gεθ)

2

(FG + GH + HF )2

)1/2
, (2)

где εr, εθ, εϕ — главные деформации.
В силу сферической симметрии сосуда выполняются равенства

εθ = εϕ, σθ = σϕ, F = G. (3)

Для сосуда с достаточно тонкими стенками радиальное главное напряжение σr много

меньше окружных напряжений. Полагая σr = 0 и учитывая равенства (3), из (1) получаем
выражение для эквивалентного напряжения

σ =
√

3/(2 + R) σθ, (4)

где для материала, являющегося изотропным в плоскости окружных направлений, R =
H/G = H/F .

Пластический материал сосуда предполагается несжимаемым:

εϕ + εθ + εr = 0. (5)

Из (3), (5) следует

εr = −2εθ. (6)

Из соотношений (2), (3), (6) получаем

ε = 2
√

(2 + R)/3 εθ. (7)

В случае тонкостенного сферического сосуда суммарная сила Fθ вычисляется по фор-
муле

Fθ = 2πrtσθ, (8)

где r — текущий радиус сосуда; t — текущая толщина сосуда. Максимальное значение
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силы достигается в тот момент, когда ее производная обращается в нуль. Следовательно,
из (8) следует

dr

r
+

dt

t
+

dσθ

σθ
= 0. (9)

Главные деформации в тонкостенном сферическом сосуде вычисляются по формулам

εθ = εϕ = ln (r/r0), εr = ln (t/t0), (10)

где r0, t0 — начальные радиус и толщина сосуда соответственно. Для дифференциалов
деформаций выполняются равенства

dεθ = dεϕ =
dr

r
, dεr =

dt

t
; (11)

dεr = −2dεθ. (12)

Из соотношений (9), (11), (12) следует

σθ =
dσθ

dεθ
. (13)

В (13) использовано условие несжимаемости материала.
Из (4), (7) получаем

dεθ =

√
3

2
√

2 + R
dε, dσθ =

√
2 + R

3
dσ. (14)

Из (4), (13), (14) следует, что в точке неустойчивости выполняется равенство

dσ

dε
=

η

2
σ, (15)

где η =
√

3/(2 + R).
Примем следующий обобщенный степенной закон упрочнения [10]:

σ = σ0 + Kεn + Dε̇m. (16)

Здесь σ0, D — константы; K — коэффициент прочности; n — показатель степени в за-
коне деформационного упрочнения; m — показатель степени в слагаемом, учитывающем
скорость деформации. Эти константы и параметры можно определить с использованием
экспериментальной кривой напряжение — деформация.

Из (15), (16) можно получить уравнение для определения деформации εb в момент

возникновения неустойчивости сферического сосуда:

(εb)
n
(2n

εb
− η

)
= η

(σ0

K
+

D

K
ε̇m

)
(17)

(εb — эквивалентная деформация сферического сосуда в момент возникновения неустой-
чивости).

2. Результаты исследования и их обсуждение. В случае тонкостенного сфери-
ческого сосуда из анизотропного материала, нагруженного внутренней импульсной на-
грузкой, деформацию, при которой возникает неустойчивость, можно определить из урав-
нения (17), в котором учитывается влияние скорости деформации. При R = 1 (случай
изотропной пластичности) трансцендентное уравнение (17) сводится к уравнению [10]

(εb)
n
(2n

εb
− 1

)
=

σ0

K
+

D

K
ε̇m,

которое может быть получено с использованием критерия Мизеса, при R = 1, D = 0 —
к уравнению, полученному в работе [10]:

(εb)
n
(2n

εb
− 1

)
=

σ0

K
,
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимость деформации εb от показателя n при σ0/K = D/K = 0,1,
ε̇ = 0,01 с−1, m = 0,05 и различных значениях параметра R:
1 — R = 0,5, 2 — R = 1,0, 3 — R = 1,5

Рис. 2. Зависимость деформации εb от показателя m при σ0/K = D/K = 0,1,
n = 0,2, R = 0,5 и различных значениях скорости деформации ε̇:
1 — ε̇ = 0,01 с−1, 2 — ε̇ = 0,1 с−1, 3 — ε̇ = 1 с−1, 4 — ε̇ = 10 с−1, 5 — ε̇ = 100 с−1

при R = 1, D = 0, σ0 = 0 — к уравнению, которое также получено в работе [10]:

εb = 2n.

Решение уравнения (17) можно получить с помощью программного обеспечения

Mathematica. На рис. 1 приведена зависимость деформации εb от показателя n при раз-
личных значениях параметра R.

На рис. 2 представлена зависимость деформации εb от показателя m при различных

значениях скорости деформации ε̇. Видно, что при ε̇ = 1 с−1 деформация εb практически

не зависит от показателя m.
Заключение. На основе ортогонального анизотропного критерия Хилла выполнен

анализ пластической неустойчивости тонкостенного сферического сосуда из пластически

ортотропного материала, нагруженного внутренним импульсным давлением. С исполь-
зованием обобщенного степенного закона упрочнения, учитывающего влияние скорости
деформации, получено уравнение для деформации, при которой возникает пластическая
неустойчивость сферического сосуда давления. Численное решение этого уравнения полу-
чено с использованием программного обеспечения Mathematica.

Исследовано влияние скорости деформации и параметра пластической ортотропии на

значение деформации, при котором возникает неустойчивость.
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