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функция Эрмита и ее производные всех порядков являются хорошими приближениями исходной функ-
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Fractal interpolation provides an efficient way to describe the smooth or non-smooth structure associated
with nature and scientific data. The aim of this paper is to introduce a bivariate Hermite fractal interpolation
formula which generalizes the classical Hermite interpolation formula for two variables. It is shown here that
the proposed Hermite fractal interpolation function and its derivatives of all orders are good approximations
of the original function even if the partial derivatives of the original functions are non-smooth in nature.
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1. Введение

Классическая задача интерполяции Эрмита связана с построением подходящей при-
ближенной функции на основе функциональных значений и значений ее производных
в заданных узловых точках. Интерполяционная формула Эрмита [19] обеспечила вы-
ражение для многочлена, проходящего через заданные точки с фиксированными зна-
чениями производной в точках сетки. Шпитцбарт [18] предложил обобщение интер-
поляционной формулы Эрмита одной переменной и получил многочлен p(x) степени
N +

∑N
n=0Rn по x, который интерполирует на значения функции и ее производных до
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порядка Rn при xn, n = 0, 1, . . . , N . Производные классической функции Эрмита глад-
кие или кусочно-гладкие, и, следовательно, они не являются идеальными для описания
изменяющейся негладкости, связанной с производными исходной функции. Метод фрак-
тальной интерполяции, определяемый системой итерационных функций (СИФ), являет-
ся эффективным способом отражения меняющейся недифференцируемости в заданной
области. Этот метод является достижением, поскольку все классические методы мо-
гут быть получены как частный случай фрактальной функции. Этот метод был введен
Барнсли в [2]. После этого функции фрактальной интерполяции (ФФИ) стали широ-
ко использоваться в различных областях, таких как компьютерная графика, обработка
изображений, моделирование естественных поверхностей и т. д. Кроме того, можно стро-
ить фракталы с использованием гибких методов СИФ, известных как ципперы [20, 21].
Барнсли и Харрингтон [4] доказали существование дифференцируемых ФФИ. Позднее
Наваску [14] сконструировал семейство фрактальных функций fα, и, в зависимости от
вектора масштабирования α, fα является гладкой или негладкой по своей природе. Функ-
ция fα сохраняет некоторые свойства, такие как непрерывность и интегрируемость f .
Процесс получения α-фрактальной функции с помощью непрерывной функции опреде-
ляет оператор Fα : C(I) 7→ C(I), f 7→ fα. Отображение Fα связывает теорию клас-
сической аппроксимации и ФФИ [22, 23]. При некоторых условиях на коэффициенты
масштабирования получена сходимость fα к f [14].

В настоящее время интерполяция поверхностных данных играет решающую роль в
науке и технологиях. Чтобы описать более сложную геометрию, скрытую внутри кон-
струкции, необходим метод фрактальных поверхностей. На основе ФФИ фрактальные
поверхности, построенные при помощи СИФ, были введены Массопустом в [12]. Он рас-
смотрел случай, когда область треугольная, а точки интерполяции копланарны. Более
общую конструкцию изучали Джеронимо и Хардин [11]. Жао [25] дал еще более общую
конструкцию как аффинных, так и неаффинных поверхностей фрактальной интерпо-
ляции (ПФИ) с использованием произвольных коэффициентов сжатия в треугольных
областях. После этого Кси и Сан [24] сконструировали ПФИ на прямоугольных сетках
с коэффициентами масштабирования и без использования граничных условий. Однако
это приводит к аттрактору, не являющемуся графом непрерывных функций. Далла [5, 9]
использовал коллинеарные данные и доказал, что этот аттрактор представляет собой
непрерывную поверхность. Вся вышеупомянутая конструкция приводит к получению
автомодельных аттракторов.

Однако с помощью существующих методов мы не можем получить фрактальные по-
верхности, если существует множество функциональных значений во всех точках сет-
ки, а также значения производных различного порядка в обоих направлениях. Таким
образом, наш метод будет полезен для построения фрактальных поверхностей из мно-
жества двумерных данных Эрмита. Ахлин [1] рассматривал двумерное обобщение ин-
терполяционной формулы Эрмита. Он разработал двумерный многочлен оскуляторной
интерполяции, который согласуется с f(x, y) и ее частными и смешанными частными
производными до указанного порядка в каждом из узлов декартовой сетки. Двумерное
обобщение формулы Шпицбарта дано в [7], оно используется в тех случаях, когда да-
ны только функциональные значения, но нет частных производных по направлению x
или y.

В этой статье мы представляем новую конструкцию фрактальной интерполяции по-
верхностей с использованием двумерной интерполяции Эрмита, которая дает гладкие
поверхности.

Статья построена следующим образом. В пункте 2 мы сначала кратко представляем
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фрактальную интерполяционную функцию и классическую двумерную интерполяцион-
ную формулу Эрмита. Затем в п. 3 мы расширяем эту формулу интерполяции с помощью
фрактальных процедур и полученных оценок ошибки двумерных ФФИЭрмита. Наконец,
в п. 4 мы приводим пример и графики интерполированной функции и ее производных в
направлениях x и y. Заключение дано в п. 5.

2. Основные положения и предварительная информация

В этом пункте мы рассмотрим некоторые важные общие положения по фрактальным
функциям, более подробную информацию о которых можно найти в [2, 3, 6, 16, 17].

2.1. Основа теории ФФИ

Пусть I = [a, b] и ∆ := {t0, t1, . . . , tN : a = t0 < t1 < · · · < tN = b} — разбиение I. Пусть
дано множество точек данных {(tn, zn) : n ∈ NN ∪ {0}}, где Nk — первые k натуральные
числа, и In = [tn−1, tn]. Пусть Ln : I → In, n ∈ NN , — сжимающие гомеоморфизмы такие,
что

Ln(t0) = tn−1, Ln(tN ) = tn. (2.1)

Пусть K = I × R и N — непрерывные отображения, Fn : K → R, удовлетворяющие
условиям:

Fn(t0, z0) = zn−1, Fn(tN , zN ) = zn, |Fn(t, z)− Fn(t, z′)| ≤ |cn| |z − z′|, (2.2)

где (t, z), (t, z′) ∈ K, cn ∈ (−1, 1), n ∈ NN . Пусть X — полное метрическое пространство и
{wn : X → X, i = 1, 2, . . . , N} — множество непрерывных функций на X. Тогда {X;wn :
i = 1, 2, . . . , N} называется системой итерационных функций (СИФ) на X. Теперь опре-
делим функции wn : K → K следующим образом: wn(t, z) = (Ln(t), Fn(t, z)) ∀ n ∈ NN .
Приведем основную теорему соотношения между СИФ и фрактальными функциями.

Теорема 1 [2]. Пусть C(I), пространство всех действительных непрерывных функций
на компактном интервале I, имеет чебышёвскую норму ‖g‖∞ := max{|g(t)| : t ∈ I};
рассмотрим замкнутое метрическое подпространство

Cz0,zN (I) := {g ∈ C(I) : g(t0) = z0, g(tN ) = zN}.

Верно следующее:

1. СИФ {K;wn : n = 1, 2, . . . , N} имеет единственный аттрактор G, который яв-
ляется графиком непрерывной функции f∗ : I → R, удовлетворяющей f∗(tn) = zn
для n = 0, 1, . . . , N .

2. Функция f∗ является неподвижной точкой оператора Рида–Байрактаревича (РБ)
T на Cz0,zN (I) :

(Tg)(t) = Fn

(
L−1n (t), g ◦ L−1n (t)

)
, t ∈ In, n ∈ NN .

Функция f∗, фигурирующая в предыдущей теореме, называется функцией фракталь-
ной интерполяции (ФФИ), соответствующей {(tn, zn) : n ∈ NN ∪ {0}}, и она является
единственной, удовлетворяющей функциональному уравнению
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f∗(t) = Fn

(
L−1n (t), f∗ ◦ L−1n (t)

)
∀ t ∈ In, n ∈ NN . (2.3)

Наиболее часто используемые фрактальные функции определяются посредством СИФ:

Ln(t) = ant+ dn, Fn(t, z) = cnz + qn(t), (2.4)

где cn ∈ (−1, 1) называется коэффициентом вертикального масштабирования преобразо-
вания wn, qn : I → R — непрерывные функции, удовлетворяющие

qn(t0) = zn−1 − cnz0, qn(tN ) = zn − cnzN

вследствие условий в (2.1) и (2.2).

2.2. α-фрактальные функции

Пусть f ∈ C(I) — непрерывная функция. Для разбиения ∆ I рассмотрим случай
qn(t) = f ◦ Ln(t) − αnb(t), n ∈ NN , где b определяется через линейное отображение
L : C(I)→ C(I), b = Lf такое, что L ограничено относительно супремум-нормы и удовле-
творяет Lf(t0) = f(t0) и Lf(tN ) = f(tN ). Коэффициент α = (α1, α2, . . . , αN ) ∈ (−1, 1)N

называется масштабным вектором ФФИ, и в зависимости от величины масштабного век-
тора можно получить широкое разнообразие интерполянтов.

Определение 1 [14]. Пусть fα — непрерывная функция, определяемая СИФ (2.3),
(2.4). Функция fα является α-фрактальной функцией, связанной с f относительно b,
разбиения ∆ и масштабного вектора α.

В соответствии с (2.3) и (2.4) fα удовлетворяет уравнению неподвижной точки:

fα(t) = f(t) + αn(fα − b) ◦ L−1n (t), t ∈ In, n ∈ NN . (2.5)

Равномерное расстояние между fα и f ограничено, поскольку (см., например, [14])

‖fα − f‖∞ ≤
|α|∞

1− |α|∞
‖f − b‖∞, (2.6)

где |α|∞ = max{|αn| : n ∈ NN}.
В соответствии с (2.6), если α = 0 или f = b, то fα = f . Существование дифферен-

цируемой ФФИ гарантирует следующее предположение.

Предложение 1 [4]. Пусть {(tn, zn) : n = 0, 1, 2, . . . , N} — данные интерполяции
при t0 < t1 < · · · < tN . Пусть Ln(t) = ant + bn, Fn(t, z) = αnz + qn(t) для n =
1, 2, . . . , N . Предположим, что для некоторого целого числа s > 0, |αn| < asn и qn ∈
Cs[a, b], n = 1, 2, . . . , N . Пусть Fnk(t, z) =

αnz + qkn
akn

, z0,k =
qk1 (t0)

ak1 − α1
, zN,k =

qk1 (tN )

akN − αN
, k =

1, 2, . . . , s. Если Fn−1(tN , zN,k) = Fn(t0, z0,k) для n = 2, 3, . . . , N и k = 1, 2, . . . , s, то
{Ln(t), Fnk(t, z)}n∈NN определяет ФФИ f ∈ Cs[t0, tN ].

2.3. Двумерная интерполяционная формула Эрмита

Напомним о существовании обобщенной двумерной интерполяционной формулы Эр-
мита, предложенной Чавла с соавторами в [7].



С. Джха, А.К.Б. Чанд, М.А. Наваску 121

Теорема 2. Предположим, что множество значений f
(r,s)
m,n (m = 0, 1, . . . ,M, n =

0, 1, . . . , N, r = 0, 1, . . . , Rm, s = 0, 1, . . . , Sn) получено из функции Φ: f
(r,s)
m,n =

∂r+sφ(xm, yn)

∂xr∂ys
.

Тогда единственный многочлен HP,Q(x, y) степени P = M +
∑M

m=0Rm по x и степени
Q = N +

∑N
n=0 Sn по y такой, что

∂r+s

∂xr∂ys
HP,Q(xm, yn)=f

(r,s)
m,n , m=0, 1, . . .,M ;n=0, 1, . . ., N ; r=0, 1, . . ., Rm; s=0, 1, . . ., Sn, (2.7)

задается следующим образом:

HP,Q(x, y) =

M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

Amr(x)Bns(y)f (r,s)m,n , (2.8)

где Amr(x) и Bns(y) задаются в виде

Amr(x) =
pm(x)(x− xm)r

r!

Rm−r∑
t=0

g
(t)
m (xm)(x− xm)t

t!
,

Bns(y) =
qn(y)(y − yn)s

s!

Sn−s∑
t=0

h
(t)
n (yn)(y − yn)t

t!
,

pm(x) = (x− x0)R0+1 · · · (x− xm−1)Rm−1+1(x− xm+1)
Rm+1+1 · · · (x− xM )RM+1,

qn(y) = (y − y0)S0+1 · · · (y − yn−1)Sn−1+1(y − yn+1)
Sn+1+1 · · · (y − yN )SN+1,

gm(x) = [pm(x)]−1, hn(y) = [qn(y)]−1.

Если ∂Rm+SnΦ

∂xRm∂ySn
(m = 0, 1, . . . ,M, n = 0, 1, . . . , N) являются негладкими по своей при-

роде, то HP,Q не является идеальной аппроксимирующей поверхностью для Φ. Таким об-
разом, мы построили фрактальное возмущение HP,Q с использованием α-фрактального
метода.

3. Обобщение функции Эрмита двух переменных
путем фрактальной интерполяции

Наваску и Себастьян [15] сконструировали фрактальную функцию Эрмита для одной
переменной. В данной статье нас будет интересовать следующее обобщение теоремы 2.

Теорема 3. Пусть дано конечное множество равноудаленных данных x0 < x1 < · · · <
xM , y0 < y1 < · · · < yN и

{
f
(r,s)
m,n , m = 0, 1, . . . ,M, n = 0, 1, . . . , N, r = 0, 1, . . . , Rm,

s = 0, 1, . . . , Sn

}
. Пусть фиксированные коэффициенты вертикального масштабирова-

ния αi, i ∈ NM , и βj , j ∈ NN , выбраны такими, что

|αi| <
1

Mk
, k = max{Rm : m = 0, 1, . . . ,M},

|βj | <
1

N l
, l = max{Sn : n = 0, 1, . . . , N}.

Тогда для фиксированных m, n и любых r = 0, 1 . . . , Rm, s = 0, 1, . . . , Sn существуют
фрактальные функции Aαmr(x) и Bβ

ns(y) такие, что
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(Aαmr)
(ξ)(xm) = (Amr)

(ξ)(xm), m = 0, 1, . . . ,M, ξ = 0, 1, . . . , k, (3.1)
и

(Bβ
ns)

(η)(yn) = (Bns)
(η)(yn), n = 0, 1, . . . , N, η = 0, 1, . . . , l. (3.2)

Доказательство. Приведем здесь конструкцию Aαmr(x) фрактального возмущения
Amr(x). Для равноудаленных данных в направлении x рассмотрим ai =

xi − xi−1

xM − x0
=

1

M
,

i ∈ NM . Определим подходящую ФФИ Aαmr(x), удовлетворяющую предложению 1. Рас-
смотрим СИФ {R2; (Li, F

mr
i ) : i ∈ NM}, где Li(x) =

x

M
+ di удовлетворяет (2.1) и

Fmri (x, y) = αiy + qmri (x) так, что

qmri (x) = Amr ◦ Li(x)− αibmr(x). (3.3)

Возьмем bmr(x) такое, что bmr ∈ Ck(I) и (3.1) удовлетворяется. Из (3.3) имеем

fmrM,ξ =
(qmrM )(ξ)(xM )

aξM − αM
=
A

(ξ)
mr(xM )−M ξαMb

(ξ)
mr(xM )

1−M ξαM
,

fmr0,ξ =
(qmr1 )(ξ)(x0)

aξ1 − α1

=
A

(ξ)
mr(x0)−M ξα1b

(ξ)
mr(x0)

1−M ξα1
.

Используя эти конечные точки в условиях соединения Fmr(i−1)ξ(xM , f
mr
M,ξ) = Fmriξ (x0, f

mr
0,ξ ),

i ∈ NM , имеем

αi−1

[
A

(ξ)
mr(xM )−M ξαMb

(ξ)
mr(xM )

1−M ξαM
− b(ξ)mr(xM )

]
= αi

[
A

(ξ)
mr(x0)−M ξα1b

(ξ)
mr(x0)

1−M ξα1
− b(ξ)mr(x0)

]
.

Если все αi = α∗, приведенное выше условие дает

A(ξ)
mr(xM )− b(ξ)mr(xM ) = A(ξ)

mr(x0)− b(ξ)mr(x0),

что верно, если мы будем считать bmr интерполяционной функцией Эрмита относитель-
но x0, xM такой, что

b
(ξ)
mr(x0) = A

(ξ)
mr(x0)

b
(ξ)
mr(xM ) = A

(ξ)
mr(xM )

 , ξ = 0, 1, 2, . . . , k. (3.4)

СИФ, связанная с (Aαmr)
(ξ)(x), имеет вид

{
R2;

(
Li(x), Fmriξ (x, y)

)
: i ∈ NM

}
, где

Li(x) =
x

M
+ di,

dFmriξ (x, y) = M ξα∗x+M ξ(qmri )(ξ)(x) = M ξα∗x+A(ξ)
mr(Li(x))−M ξα∗b(ξ)mr(x).

(3.5)

Тогда из (3.3) и (3.4) получим

(Aαmr)
(ξ)(x0) = fmr0,ξ =

(qmr1 )(ξ)(x0)

aξ1 − α1

=
1

aξ1 − α1

(
A

(ξ)
mr(L1(x0))

M ξ
− α∗b(ξ)mr(x0)

)
=

1

1− α∗M ξ

(
A(ξ)
mr(x0)− α∗M ξb(ξ)mr(x0)

)
= A(ξ)

mr(x0).

Аналогичным образом имеем (Aαmr)
(ξ)(xM ) = A

(ξ)
mr(xM ). Для всех других точек разбиения

i = 1, 2, . . . ,M − 1
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(Aαmr)
(ξ)(xi) = Fmriξ

(
L−1i (xi), (A

α
mr)

(ξ) ◦ L−1i (xi)
)

= M ξα∗(Aαmr)
(ξ) ◦ L−1i (xM ) +A(ξ)

mr(xi)−M ξα∗b(ξ)mr ◦ L−1i (xi)

= M ξα∗(Aαmr)
(ξ)(xM ) +A(ξ)

mr(xi)−M ξα∗b(ξ)mr(xM )

= A(ξ)
mr(xi).

То есть Aαmr — требуемая фрактальная функция Эрмита в направлении x.
Аналогично СИФ для Bβ

ns задается путем
{
R2;

(
L∗j (y), F ∗nsjη (y, z)

)
: j ∈ NN

}
, где

L∗j (y) =
y

N
+ dj ,

F ∗nsjη (y, z) = Nηβ∗z +Nη(q∗nsj )(η)(y) = Nηβ∗z +B(η)
ns (L∗j (y))−Nηβ∗b∗(η)ns (y).

(3.6)

Определение 2. Обобщенная двумерная функция фрактальной интерполяции Эрмита
определяется с помощью функций Эрмита Aαmr(x) и Bβ

ns(y) как

Hαβ
P,Q(x, y) =

M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

Aαmr(x)Bβ
ns(y)f (r,s)m,n . (3.7)

Замечание 1. Если рассматривать масштабирующие векторы α = 0, β = 0, то Aαmr =

Amr, B
β
ns = Bns. Следовательно, H

αβ
P,Q = HP,Q, и мы получим классическую двумерную

функцию Эрмита как частный случай.

Пусть I, J — два компактных интервала в R. Для фиксированного разбиения ∆ и
масштабирующих векторов α, β мы можем определить оператор H на Cκ(I ×J) так, что
H(f) является обобщенной двумерной ФФИ Эрмита для фиксированного f ∈ Cκ(I × J),
где κ = min(k, l).

Предложение 2. H — ограниченный линейный оператор на Cκ(I × J).

Доказательство. Для данных f, g ∈ Cκ(I × J) и действительного скаляра c имеем

H(f + g) =
M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

Aαmr(x)Bβ
ns(y)(f + g)(r,s)m,n = H(f) +H(g),

H(cf) =

M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

Aαmr(x)Bβ
ns(y)(cf)(r,s)m,n = cH(f).

Для функции f двух переменных рассмотрим норму ‖f‖Cκ(I×J) = max
i+j≤κ

sup
x∈I,y∈J

∣∣∣∣ ∂i+jf∂ix∂jy

∣∣∣∣.
Теперь ∥∥∥∥ ∂u+vH∂ux∂vy

∥∥∥∥
∞

= sup
x,y∈I

∣∣∣∣∣
M∑
m=0

M∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

(Aαmr(x))(u)(Bβ
ns(y))(v)f (r,s)m,n

∣∣∣∣∣
≤ ‖f‖Cκ(I×J)

M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

‖(Aαmr)(u)‖∞‖(Bβ
ns)

(v)‖∞. (3.8)

Используя СИФ (3.5), мы получим вертикальный масштабирующий вектор M ξα∗. Те-
перь, используя предложение 1, для ξ = 0, 1, 2, . . . , κ имеем
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∥∥(Aαmr)
(ξ) −A(ξ)

mr

∥∥
∞ ≤

M ξ|α∗|
1−M ξ|α∗|

∥∥A(ξ)
mr − b(ξ)mr

∥∥
∞ ≤

Mκ|α∗|
1−Mκ|α∗|

‖Amr − bmr‖Cκ(I).

Таким образом,∥∥(Aαmr)
(ξ)
∥∥
∞ ≤

Mκ|α∗|
1−Mκ|α∗|

‖Amr − bmr‖Cκ(I) + ‖Amr‖Cκ(I). (3.9)

Аналогичным образом для функции Эрмита в направлении y получаем∥∥(Bβ
ns)

(η)
∥∥
∞ ≤

Nκ|β∗|
1−Nκ|β∗|

‖Bns − b∗ns‖Cκ(J) + ‖Bns‖Cκ(J). (3.10)

Используя (3.8)–(3.10), получим верхнюю границу для оператора H:

‖H‖ ≤

(
Mκ|α∗|

1−Mκ|α∗|

N∑
m=0

Rm∑
r=0

‖Amr − bmr‖Cκ(I) + ‖Amr‖Cκ(I)

)
×(

Nκ|β∗|
1−Nκ|β∗|

M∑
n=0

Sn∑
s=0

‖Bns − b∗ns‖Cκ(J) + ‖Bns‖Cκ(J)

)
.

3.1. Верхняя граница ошибки

Используем следующий результат, чтобы получить оценку ошибки.

Теорема 4 [7]. Пусть x0, x1, . . . , xM и y0, y1, . . . , yN — различные точки в [a, b]× [c, d].
Пусть f(x) ∈ C([a, b] × [c, d]), и предположим, что все ее частные производные суще-
ствуют. Если мы сохраним y фиксированным, то мы можем записать f(x, y) следую-
щим образом:

f(x, y) =
M∑
m=0

Rm∑
r=0

Amr(x)
∂r

∂xr
f(xm, y) +

λ(x)

(P + 1)!

∂P+1

∂xP+1
f(ξ, y),

где λ(x) = (x − x0)R0+1 · · · (x − xM )RM+1, min(x, x0, . . . , xM ) ≤ ξ ≤ max(x, x0, . . . , xM ).
Аналогично, если мы сохраним x фиксированным, то

f(x, y) =
N∑
n=0

Sn∑
s=0

Bns(y)
∂s

∂ys
f(x, yn) +

µ(y)

(Q+ 1)!

∂Q+1

∂yQ+1
f(x, η),

где µ(y) = (y−y0)S0+1 · · · (y−yN )SN+1, min(y, y0, . . . , yN ) ≤ η ≤ max(y, y0, . . . , yN ). Таким
образом,

f(x, y) =
M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

Amr(x)Bns(y)
∂r+sf(xm, yn)

∂xr∂ys
+

λ(x)

(P + 1)!

N∑
n=0

Sn∑
s=0

Bns(y)
∂P+s+1f(ξ, yn)

∂xP+1∂ys
+

µ(y)

(Q+ 1)!

M∑
m=0

Rm∑
r=0

Amr(x)
∂r+Q+1f(xm, η)

∂xr∂yQ+1
+

λ(x)µ(y)

(P + 1)!(Q+ 1)!

∂P+Q+2

∂xP+1∂yQ+1
,

которое можно записать в виде
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f(x, y) = HP,Q(x, y) + EP,Q(x, y),

где HP,Q(x, y) — интерполяционная функция Эрмита f и EP,Q(x, y) — функция ошибки.

Теорема 5. Пусть Φ ∈ Cκ(I×J) — исходная функция, аппроксимированная обобщенной
ФФИ Эрмита Hαβ

P,Q так, что |α∗| < 1

Mk для k = max{Rm : m = 0, 1, . . . ,M} и |β∗| < 1

N l ,

для l = max{Sn : n = 0, 1, . . . , N}. Тогда

‖Φ−Hαβ
P,Q‖Cκ(I×J) ≤‖Φ−HP,Q‖Cκ(I×J) +

‖Φ‖Cκ(I×J)
M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

[
‖A(u)‖∞

Nκ|β∗|
1−Nκ|β∗|

‖Bns − b∗ns‖Cκ(J) +

Mκ|α∗|
1−Mκ|α∗|

‖Amr−bmr‖Cκ(I)
(

Nκ|β∗|
1−Nκ|β∗|

‖Bns−b∗ns‖Cκ(J) + ‖Bns‖Cκ(J)
)]
.

Доказательство. Для u+ v = 0, 1, . . . , κ имеем∥∥∥∥∥∂u+vH
αβ
P,Q

∂ux∂vy
−
∂u+vHP,Q

∂ux∂vy

∥∥∥∥∥
∞

≤
M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

‖f (r,s)‖∞‖(Aαmr)(u)(Bβ
ns)

(v) − (Amr)
(u)(Bns)

(v)‖∞

≤ ‖f‖Cκ(I×J)
M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

(
‖(Aαmr)(u) − (Amr)

(u)‖∞‖(Bβ
ns)

(v)‖∞+

‖(Amr)(u)‖∞‖(Bβ
ns)

(v) − (Bns)
(v)‖∞

)
≤ ‖f‖Cκ(I×J)

M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

(
Mκ|α∗|

1−Mκ|α∗|
‖Amr−bmr‖Cκ(I)‖(Bβ

mr)
(v)‖Cκ(J)+

‖A(u)
mr‖∞

Nκ|β∗|
1−Nκ|β∗|

‖Bns − b∗ns‖Cκ(J)
)

≤ ‖f‖Cκ(I×J)
M∑
m=0

N∑
n=0

Rm∑
r=0

Sn∑
s=0

[(
‖A(u)

mr‖∞
Nκ|β∗|

1−Nκ|β∗|
‖Bns − bns‖Cκ(J)

)
+

Mκ|α∗| ‖Amr−bmr‖Cκ(I)
1−Mκ|α∗|

(
Nκ|β∗|

1−Nκ|β∗|
‖Bns−b∗ns‖Cκ(J)+‖Bns‖Cκ(J)

)]
.

Верхняя граница ошибки следует из неравенства треугольника:

‖Φ−Hαβ
P,Q‖Cκ(I×J) ≤ ‖Φ−HP,Q‖Cκ(I×J) + ‖HP,Q −Hαβ

P,Q‖Cκ(I×J).

Следующее предложение может использоваться для вычисления ‖Amr − bmr‖∞ и
‖Bns − b∗ns‖∞.

Предложение 3 [8]. Пусть h(x) ∈ Cs[x0, xM ] при s ≥ 2p + 2. Пусть ∆ — любое
разбиение [x0, xM ], ∆ : x0 < x1 < · · · < xM , и пусть Φ(x) — единственная интерполяция
Эрмита h(x) такая, что h(ξ)(xm) = φ(ξ)(xm) для всех 0 ≤ m ≤M, 0 ≤ ξ ≤ p. Тогда для
всех k при 0 ≤ k ≤ p выполняется неравенство
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∥∥h(k) − φ(k)∥∥∞ ≤ ‖∆‖2p+2−k

22p+2−2kp!(2p+ 2− 2k)!

∥∥h(2p+2)
∥∥
∞. (3.11)

Замечание 2. Взяв h(x) = Amr(x), Φ(x) = bmr(x) и k = ξ, мы можем найти границу∥∥A(ξ)
mr − b(ξ)mr

∥∥
∞, используя (3.11).

4. Примеры и графики

Пример. Рассмотрим M = 2, N = 2, Rm = 1, Sn = 1, I = [−2, 2], J = [−1, 1]. Тогда
H5,5 — многочлен степени 5 по x и степени 5 по y. Множество точек данных приведено
в следующей таблице.

Таблица. Значения данных
H
HHHHx

y −1 0 1

−2 (4, 1, 2, 5) (−1, 0, 5, 8) (0, 5,−6,−3)
0 (18, 6, 0, 4) (6,−3, 1,−7) (−5,−9, 4, 2)
2 (22,−10, 10, 0) (11, 4,−4, 1) (10, 8, 3,−4)

Здесь четверки представляют значения (f, fx, fy, fxy) при (xm, yn) для m,n = 0, 1, 2.
Используя таблицу, мы можем построить базисные функции следующим образом:

A00(x) =
(3x+ 8)x2(x− 2)2

128
, A01(x) =

x2(x− 2)2(x+ 2)

64
, A10(x) =

(x+ 2)2(x− 2)2

16
,

A11(x) =
x(x− 2)2(x+ 2)2

16
, A20(x) =

x2(x+ 2)2(8− 3x)

128
, A21(x) =

x2(x− 2)(x+ 2)2

64
,

B00(y) =
y2(4 + 3y)(y − 1)2

4
, B01(y) =

y2(y − 1)2(y + 1)

4
, B10(y) = (y + 1)2(y − 1)2,

B11(y) = y(y + 1)2(y − 1)2, B20(y) =
y2(y + 1)2(4− 3y)

4
, B21(y) =

y2(y + 1)2(y − 1)

4
.

Для построения фрактальных функций Эрмита рассмотрим равномерное разбиение I
в виде {−2, 0, 2} и, следовательно, ai =

1

2
, i = 1, 2, в направлении x и {−1, 0, 1} в направ-

лении y при a∗j =
1

2
, j = 1, 2. Согласно теореме 3, нам нужно рассмотреть |αi| <

1

21 и

|βj | <
1

21 . Также рассмотрим базовые функции, используя (3.4), в виде

b00(x) =
(4+x)(x−2)2

32
, b01(x) =

(2+x)(x−2)2

16
, b10(x) = (sinx− sin 2)2(sinx+ sin 2)2,

b11(x) = (ex − e2)2(ex − e−2)2, b20(x) =
(4− x)(x+ 2)2

32
, b21(x) =

(x− 2)(x+ 2)2

16
,

b∗00(y) =
(y + 2)(y − 1)2

4
, b∗01(y) =

(y + 1)(y − 1)2

4
, b∗10(y) = (ey − e)2(ey − e−1)2,

b∗11(y) = (sin y− sin 1)2(sin y+ sin 1)2, b∗20(y) =
(y+1)2(2−y)

4
, b∗21(y) =

(y−1)(y+1)2

4
.

Исходя из (3.5), СИФ для обобщенных фрактальных функций Эрмита имеет следу-
ющий вид:
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Li(x) =
x

2
+ di

Fmri (x, y) = αiy +Amr ◦ Li(x)− αibmr(x)

 , i = 1, 2, (4.1)

L∗j (y) =
y

2
+ d∗j

F ∗nsj (y, z) = βjz +Bns ◦ L∗j (y)− βjb∗ns(y)

 , j = 1, 2. (4.2)

Здесь мы взяли α = 0.2 и β = −0.3. При сделанном выше выборе векторов масштаби-
рования и функций Amr, bmr, Bns, b∗ns и с использованием СИФ (4.1), (4.2) мы строим
фрактальные функции Aαmr(x) и Bβ

mr(y). Используя Aαmr(x), Bβ
ns(y) и (3.7), мы построи-

ли обобщенные двумерные фрактальные функции Эрмита (см. рисунок 1). Кроме того,
мы выбрали α∗ = 0 = β∗ и построили второй график на рис. 1, который согласуется с
классической двумерной функцией Эрмита. Затем мы построили график обеих функций
частных производных предложенной функции в направлениях x и y (см. рис. 2 и рис. 3).
Из рисунков 2 и 3 ясно, что для значения α = 0 = β фрактальные производные функции
согласуются с классической производной функцией.

Рис. 1. Двумерная фрактальная функция Эрмита для различных значений α, β

Рис. 2. Частная производная по x двумерной фрактальной функции Эрмита для различных
значений α, β
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Рис. 3. Частная производная по y двумерной фрактальной функции Эрмита для различных
значений α, β

Замечание 3. Некоторые авторы (см., например, статьи Массопуста [12, 13] и Дракопо-
улоса с соавторами [10]) предложили строить фрактальные поверхности с помощью ори-
ентированных симплексов или параллелепипедов. Это универсальная и очень интересная
модель для определения негладких поверхностей фрактальной размерности. Однако в
случае, когда в узлах заданы значения производной, эта полигональная модель сопря-
жена с большими техническими трудностями, которые очень усложняют формулировку.
Подход, описанный в этой статье, состоит в простом определении условий сопряжения
поверхностей в узлах с дополнительным преимуществом, заключающимся в обобщении
классических функций Эрмита.

5. Выводы

В данной статье описан метод построения двумерной фрактальной функции Эрмита.
Основным преимуществом представленного метода интерполяции является конструк-
тивность, т. е. возможность реализации метода для аппроксимации негладких производ-
ных исходных функций. Численные примеры приведены для иллюстрации возможно-
сти использования нашего метода для наилучшего выбора масштабных коэффициентов.
Негладкость фрактальных интерполированных поверхностей можно регулировать с по-
мощью векторов масштабирования. Используя одни и те же данные интерполяции, мы
можем получить различные формы двумерной ФФИ, изменяя значения векторов мас-
штабирования. Предлагаемый двумерный алгоритм ФФИ Эрмита может использоваться
для задач моделирования поверхностей в компьютерной графике, компьютерном гео-
метрическом дизайне (CAGD) и визуализации данных, когда в частных производных
исходной функции имеется фрактальность.

Благодарности. Мы хотели бы поблагодарить рецензентов за ценные и конструктивные
предложения, которые помогли улучшить рукопись.
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