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тонкостенных конструкций и перспективный интегрированный способ демпфирования с
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упругими свойствами, между которыми располагается тонкий армирующий слой высо-
комодульного материала. Создан конечный элемент с 14 степенями свободы для модели-
рования удлиненной пластины с указанным демпфирующим покрытием, позволяющий
учитывать поперечное обжатие демпфирующих слоев при высокочастотных колебаниях
пластины. С использованием метода итераций решена обобщенная задача определения
комплексных собственных значений нижней части спектра комплексных форм и частот
свободных колебаний демпфированной пластины с учетом частотной зависимости дина-
мических модулей упругости материала. По мнимым частям комплексных собственных
частот и относительному рассеянию энергии при резонансе определены демпфирующие
свойства пластины.
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Введение. Традиционные конструкционные материалы (металлы и их сплавы), ха-
рактеризующиеся большими значениями упругих и прочностных параметров, как пра-
вило, обладают слабыми демпфирующими свойствами [1, 2]. Поэтому для уменьшения
виброактивности и динамической напряженности элементов тонкостенных конструкций

используются различные покрытия из вязкоупругих материалов, впервые рассмотренные
в работах [3–6]. Актуальность проблемы и внимание исследователей к ней отмечены в ра-
боте [7], в которой изучалось влияние на демпфирование различных физических факторов:
температуры, частоты колебаний, толщины слоев, уровня нагружения и т. д. Результаты
этих исследований положены в основу американского стандарта, в соответствии с которым
проводятся измерения демпфирующих характеристик материалов [8].

Согласно [7] существуют два классических способа поверхностного демпфирования,
зависящие от характера доминирующих деформаций в демпфирующем слое: 1) демпфиро-
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вание со свободным слоем (в соответствии с международной классификацией — free layer
damping (FLD)); 2) демпфирование со связанным слоем (constraining layer damping (CLD)).

При использовании первого способа демпфирующий слой вязкоупругого материала

жестко соединяется с демпфируемой тонкостенной конструкцией, при изгибе которой в слу-
чае поперечных колебаний в демпфирующем слое возникают циклические деформации

растяжения-сжатия и соответствующие им демпфирующие силы. Однако данный способ
демпфирования является малоэффективным [7], поскольку демпфирующие силы макси-
мальны только в областях наибольшей кривизны демпфирующего слоя и имеют плечи

малого размера (сопоставимого с толщинами слоев) относительно срединной поверхности
демпфируемого тонкостенного элемента.

При использовании второго способа слой демпфирующего материала дополнительно

покрывается жестким подкрепляющим слоем и при циклических изгибах конструкции ис-
пытывает в основном деформации поперечного сдвига. При одной и той же массе покрытия
этот способ более эффективен, чем способ демпфирования со свободными слоями [9–13].
Это объясняется тем, что при поперечном сдвиге демпфирующего слоя демпфирующие
силы перпендикулярны срединной поверхности демпфируемой панели, а размеры их плеч
относительно узловых точек (линий) сопоставимы с половиной длины волны изгибных

колебаний и во много раз больше, чем в случае свободного слоя. Однако максимальные
демпфирующие силы возникают только в областях максимального сдвига демпфирующего

слоя (вблизи узловых точек или линий), в которых в случае демпфирования со свободным
слоем энергия изгибных колебаний практически не поглощалась. В значительной части
демпфирующего слоя, как и в первом случае, энергия изгибных колебаний практически не
поглощается (области пассивного демпфирования). В случае гашения колебаний в широ-
ком спектре эксплуатационных частот такие области присутствуют всегда.

Результаты анализа классических способов демпфирования колебаний тонкостенных

конструкций показывают, что более эффективным является использование комбинирован-
ного способа поверхностного демпфирования. Это позволяет учесть преимущества обоих
указанных выше способов. Слой, получаемый в результате такого учета, называется инте-
гральным демпфирующим слоем (integral layer damping (ILD)) (рис. 1). При использовании
данного способа демпфирующий слой из вязкоупругого материала в его срединной плос-
кости армирован тонким слоем, имеющим большую жесткость на растяжение-сжатие и
пренебрежимо малую жесткость на изгиб (металлическая фольга, стекло или углеткань)
(см. рис. 1,а). Нижний слой демпфирующего покрытия при изгибных колебаниях тонко-
стенной конструкции работает в основном на сдвиг и выполняет роль связанного демп-
фирующего слоя (CLD), а верхний слой испытывает деформации растяжения-сжатия и
выполняет функции свободного демпфирующего слоя (FLD) (см. рис. 1,б). Это позволяет
создавать области активного демпфирования колебаний, практически избавляясь от обла-
стей пассивного деформирования при любой форме изгибных колебаний в широком спектре
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Рис. 1. Поверхностное демпфирование с использованием интегрального демп-
фирующего покрытия:
а — недеформированное состояние, б — деформированное состояние, в — области ак-
тивного демпфирования; 1 — армирующий слой, 2 — демпфирующие силы
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эксплуатационных частот. Так, в случае колебаний по второй изгибной форме шарнирно
опертой полосы области активного демпфирования (темные области на рис. 1,в) покрыва-
ют практически всю поверхность демпфируемой конструкции. Кроме того, внешний слой
интегрального демпфирующего покрытия не только способствует гашению колебаний, но
и предохраняет тонкий армирующий слой от потери устойчивости и отслоения в фазе

циклического сжатия при изгибных колебаниях конструкции, что увеличивает срок экс-
плуатации данного покрытия.

Увеличение эффективности демпфирования при использовании слоев из вязкоупругих

материалов возможно за счет уменьшения массы покрытия, что для ряда отраслей, осо-
бенно аэрокосмической, является определяющим. При этом необходимо определить харак-
теристики демпфирования при частотах, близких к собственным частотам колебаний кон-
струкции. Для решения данной задачи применяются методики, позволяющие определить
динамические характеристики конструкции по заданным характеристикам демпфирова-
ния вязкоупругого материала, которые обычно считаются постоянными (не зависящими
от амплитуды деформации). В этом случае для определения характеристик демпфирова-
ния конструкции можно использовать известный метод комплексных собственных чисел

(см., например, [14, 15]). При этом модули упругости материала конструкции обычно счи-
таются постоянными, что существенно ограничивает использование данного метода для
модального анализа конструкций в случае частотно-зависимых характеристик упругости
материала. В работе [14] предложена постановка задачи о комплексных собственных чис-
лах для случая частотно-зависимой комплексной матрицы жесткости конструкции. Од-
нако данная задача не была решена в [14], что обусловлено чрезвычайно большими вы-
числительными затратами, связанными с многократным пересчетом и преобразованием
указанной матрицы.

При динамическом анализе конструкций с демпфирующими слоями перемещения всех

слоев в направлении нормали к поверхности конструкции обычно полагаются одинаковы-
ми, т. е. не учитывается поперечное обжатие слоев [16–18], что допустимо в статических и
низкочастотных режимах деформирования. В этом случае для тонкостенных конструкций
с интегральным демпфирующим покрытием можно использовать классическую модель,
в которой связанный демпфирующий слой находится в состоянии однородного поперечно-
го сдвига, а свободный слой— в состоянии неоднородного растяжения-сжатия. Однако при
резонансных колебаниях на более высоких частотах напряженно-деформированное состо-
яние демпфирующих слоев может быть другим вследствие влияния на него сил инерции,
что приводит к необходимости учета всех компонент тензора напряженного состояния при

определении рассеяния энергии в демпфирующих слоях конструкции.
1. Комплексная матрица жесткости изотропного вязкоупругого материала.

Известно, что при деформировании вязкоупругого материала по гармоническому закону
деформация ε отстает от напряжения σ на некоторый фазовый угол ϕ [2, 19]. При ре-
зонансных колебаниях, когда частота деформирования материала ω совпадает с одной из
частот ωj свободных колебаний конструкции, tg ϕ = δ/π (δ — логарифмический декремент

колебаний (ЛДК) материала, являющийся одной из мер внутреннего трения в материа-
ле) [2].

Фазовые соотношения целесообразно записать в комплексной форме

σ0 eiωt = E∗ε0 ei(ωt−ϕ) . (1.1)

Здесь σ0, ε0 — амплитуда напряжения и амплитуда деформации соответственно; E∗ —
комплексный модуль упругости; t — время; i — мнимая единица. Из (1.1) следует

E∗ = σ0 eiωt /(ε0 ei(ωt−ϕ)) = σ0 cos ϕ(1 + iδ/π)/ε0. (1.2)
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Величина σ0 cos ϕ представляет собой составляющую комплексного напряжения σ∗ =
σ0 eiωt, совпадающую по фазе с комплексной деформацией ε∗ = ε0 ei(ωt−ϕ), а отношение
σ0 cos ϕ/ε0 есть модуль упругости E при циклическом деформировании материала. С уче-
том этого выражение (1.2) принимает вид E∗ = E(1 + iδ/π). Таким образом, вместо (1.1)
можно записать зависимость

σ∗ = E(1 + iδ/π)ε∗, (1.3)

которая является основной зависимостью известной модели Е. С. Сорокина (гипотезы ком-
плексного внутреннего трения) в случае гармонического закона деформирования матери-
ала, находящегося в одноосном напряженном состоянии [19, 20].

Зависимость (1.3) можно обобщить на случай сложного напряженного состояния изо-
тропного вязкоупругого материала:

σ∗ = D∗ε∗.

Здесь σ∗, ε∗ — векторы, содержащие соответственно комплексные напряжения и ком-
плексные деформации; D∗ = D + iDg — комплексная матрица жесткости, содержащая
матрицу жесткости D и матрицу демпфирования Dg рассматриваемого материала. Для
изотропного вязкоупругого материала, находящегося в плоском напряженном состоянии,
матрицы D и Dg имеют вид

D =

 E/(1− ν2) Eν/(1− ν2) 0
Eν/(1− ν2) E/(1− ν2) 0

0 0 G

 , Dg =
1

π

 Eδε/(1− ν2) Eδεν/(1− ν2) 0
Eδεν/(1− ν2) Eδε/(1− ν2) 0

0 0 Gδγ

 .

Здесь E, G, δε, δγ — модули упругости и ЛДК материала при растяжении-сжатии и сдвиге
соответственно; ν — коэффициент Пуассона. В случае зависимости характеристик упру-
гости материала от частоты деформирования ω в качестве E, G необходимо использовать

соответствующие динамические модули упругости материала [21].
2. Конечный элемент удлиненной пластины с интегральным демпфирую-

щим покрытием. Создан четырехслойный конечный элемент с 14 степенями свободы
(рис. 2), моделирующий удлиненную пластину с интегральным демпфирующим покрыти-
ем: слой I (основной материал) работает в рамках гипотез Кирхгофа — Лява; демпфирую-
щие слои II, IV находятся в плоском напряженном состоянии; армирующий слой III рабо-
тает на растяжение-сжатие (толщина данного слоя считается пренебрежимо малой). Неза-
висимыми узловыми параметрами элемента являются перемещения ui, wi (i = 1, 2, . . . , 6)
и углы поворота ϕ1, ϕ4 поперечных сечений слоя I, представляющие собой компоненты
вектора

r(e) = {u1, w1, ϕ1, u2, w2, u3, w3, u4, w4, ϕ4, u5, w5, u6, w6}.
Перемещения u(1), w(1) произвольной точки, расположенной на оси x пластины, ап-

проксимируются зависимостями

u(1) = {H1, 0, 0, H2, 0, 0}тr(1), w(1) = {0, N1, N2, 0, N3, N4}тr(1) (2.1)

с вектором узловых перемещений r(1) = {u1, w1, ϕ1, u4, w4, ϕ4} и базисными функциями
H1 = 1− x/l, H2 = x/l, N1 = 1− 3x2/l2 + 2x3/l3, N2 = x− 2x2/l + x3/l2,

N3 = 3x2/l2 − 2x3/l3, N4 = −x2/l + x3/l2.

Деформация ε
(1)
x в точке, расположенной на расстоянии z1 от оси слоя I, определяется

геометрической зависимостью

ε
(1)
x =

d

dx
(u(1) − ϕ(1)z1) =

d

dx
(u(1) − w′(1)z1) = u′(1) − w′′(1)z1.
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Рис. 2. Конечный элемент удлиненной пластины с интегральным демпфирую-
щим покрытием:
I–IV — номера слоев покрытия, 1–6 — номера узлов

С учетом аппроксимаций (2.1) эту зависимость можно привести к виду

ε
(1)
x = (B(1))тr(1), (2.2)

где

B(1) = {H ′
1, 0, 0, H

′
2, 0, 0} − {0, N ′′

1 , N ′′
2 , 0, N ′′

3 , N ′′
4 }z1.

Перемещения u(2), w(2), u(4), w(4) произвольных точек слоев II, IV представляются

билинейными зависимостями

u(2) = [(u1 − 0,5h1ϕ1) (1− x̄) + (u4 − 0,5h1ϕ4) x̄] (1− z̄2) + [u2(1− x̄) + u5x̄] z̄2,

w(2) = [w1(1− x̄) + w4x̄] (1− z̄2) + [w2(1− x̄) + w5x̄]z̄2,

u(4) = [u2(1− x̄) + u5x̄] (1− z̄4) + [u3(1− x̄) + u6x̄] z̄4,
(2.3)

w(4) = [w2(1− x̄) + w5x̄] (1− z̄4) + [w3(1− x̄) + w6x̄] z̄4.

Здесь x̄ = x/l, z̄2 = z2/h2, z̄4 = z4/h4 — безразмерные координаты. Деформации ε
(i)
x ,

ε
(i)
z , γ

(i)
xz (i = 2, 4) демпфирующих слоев определяются геометрическими зависимостями

(соотношениями Коши)

ε
(i)
x =

∂u(i)

∂x
, ε

(i)
z =

∂w(i)

∂zi
, γ

(i)
xz =

∂w(i)

∂x
+

∂u(i)

∂zi
.

С учетом представлений (2.3) выражения для величин ε
(i)
x , ε

(i)
z , γ

(i)
xz можно представить

в виде

ε(i) =


ε
(i)
x

ε
(i)
z

γ
(i)
xz

 = B(i)r(e) =
[
B

(i)
1 B

(i)
2

]{
r

(e)
1

r
(e)
2

}
, (2.4)

где

B
(2)
1 =

 −(1− z̄2)/l 0 h1(1− z̄2)(2l) −z̄2/l 0 0 0
0 −(1− x̄)/h2 0 0 (1− x̄)/h2 0 0

−(1− x̄)/h2 −(1− z̄2)/l (1− x̄)h1/(2h2) (1− x̄)/h2 −z̄2/l 0 0

 ,
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B
(2)
2 =

 (1− z̄2)/l 0 −h1(1− z̄2)(2l) z̄2/l 0 0 0
0 −x̄/h2 0 0 x̄/h2 0 0

−x̄/h2 (1− z̄2)/l x̄h1/(2h2) x̄/h2 z̄2/l 0 0

 ,

B
(4)
1 =

 0 0 0 −(1− z̄4)/l 0 −z̄4/l 0
0 0 0 0 −(1− x̄)/h4 0 (1− x̄)/h4

0 0 0 −(1− x̄)/h4 −(1− z̄4)/l (1− x̄)/h4 −z̄4/l

 ,

B
(4)
2 =

 0 0 0 (1− z̄4)/l 0 z̄4/l 0
0 0 0 0 −x̄/h4 0 x̄/h4

0 0 0 −x̄/h4 (1− z̄4)/l x̄/h4 z̄4/l

 ,

r
(e)
1 = {u1, w1, ϕ1, u2, w2, u3, w3}, r

(e)
2 = {u4, w4, ϕ4, u5, w5, u6, w6}.

Перемещение u(3) произвольной точки армирующего слоя III аппроксимируется ли-
нейной зависимостью u(3) = u2(1− x̄) + u5x̄, из которой следует, что в пределах элемента
деформация постоянна:

ε
(3)
x =

1

l
{−1, 1}тr(3), r(3) =

{
u2

u5

}
. (2.5)

Матрицу жесткостиK(e), матрицу демпфирования C(e) и матрицу массM (e) конечного

элемента нетрудно получить путем сложения соответствующих матриц слоев, записанных
относительно его узловых перемещений r(e):

K(e) =
4∑

i=1

K(i), C(e) =
4∑

i=1

C(i), M (e) =
4∑

i=1

M (i).

МатрицыK(i) можно получить из выражений для потенциальной энергии деформации U (i)

слоев элемента. Найдем U (1):

U (1) =
1

2
bE1

h1/2∫
−h1/2

l∫
0

(ε
(1)
x )2 dx dz1.

Здесь b — ширина элемента; E1 — модуль упругости материала слоя I. С учетом (2.2)
последнее выражение принимает вид

U (1) =
1

2
bE1(r

(1))т
h1/2∫

−h1/2

l∫
0

B(1)(B(1))т dx dz1 r(1).

Вычислив определенные интегралы, выражение для U (1) можно привести к виду

U (1) = 0,5(r(1))тK
(1)
0 r(1),

где K
(1)
0 — матрица жесткости слоя I относительно перемещений r(1):

K
(1)
0 =


EF1/l 0 0 −EF1/l 0 0

0 12EI1/l
3 6EI1/l

2 0 −12EI1/l
3 6EI1/l

2

0 6EI1/l
2 4EI1/l 0 −6EI1/l

2 2EI1/l
−EF1/l 0 0 EF1/l 0 0

0 −12EI1/l
3 −6EI1/l

2 0 12EI1/l
3 −6EI1/l

2

0 6EI1/l
2 2EI1/l 0 −6EI1/l

2 4EI1/l

 ,

EF1 = E1bh1, EI1 = E1bh
3
1/12.
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Для перехода к матрице K(1), записанной относительно вектора r(e), необходимо ис-
пользовать преобразование

K(1) = (L(1))тK
(1)
0 L(1),

где L(1) — матрица, связывающая вектор r(1) с вектором r(e):

r(1) = L(1)r(e), L(1) =

[
S 0
0 S

]
, S =

 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

 .

Потенциальная энергия деформации слоев II, IV определяется по формуле

U (i) =
1

2
b

hi∫
0

l∫
0

(ε(i))тD(i)ε(i) dx dzi (i = 2, 4).

Здесь D(i) — матрица жесткости материала i-го слоя. С учетом (2.4) выражение для U (i)

можно представить в виде

U (i) = 0,5(r(e))тK(i)r(e) (i = 2, 4),

где

K(i) = b

hi∫
0

l∫
0

(B(i))тD(i)B(i) dx dzi. (2.6)

В результате замены координат

x = (1 + ξ)l/2, zi = (1 + η)hi/2, −1 6 ξ 6 1, −1 6 η 6 1

выражение (2.6) принимает вид

K(i) =
bhil

4

1∫
−1

1∫
−1

(B(i))тD(i)B(i) dξ dη.

Для точного вычисления интеграла можно использовать квадратурную формулу Гаусса с

двумя точками в каждом координатном направлении [22, 23]:

K(i) =
bhil

4

2∑
m=1

2∑
n=1

(B(i)(ξm, ηn))тD(i)B(i)(ξm, ηn)PmQn. (2.7)

Здесь ξ1 = η1 = −0,577 35, ξ2 = η2 = 0,577 35 — координаты точек Гаусса; P1 = P2 = Q1 =
Q2 = 1 — весовые множители.

Потенциальная энергия деформации слоя III равна

U (3) =
1

2
EF3

l∫
0

(ε
(3)
x )2 dx.

Здесь EF3 — жесткость слоя при растяжении-сжатии. С учетом зависимости (2.5) выра-

жение для U (3) можно записать в виде

U (3) = 0,5(r(3))тK
(3)
0 r(3),
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где K
(3)
0 — матрица жесткости армирующего слоя, записанная относительно узловых пе-

ремещений r(3) = {u2 u5}:

K
(3)
0 =

EF3

l

[
1 −1
−1 1

]
.

Для перехода к матрице K(3), записанной относительно вектора перемещений r(e), исполь-
зуется преобразование

K(3) = (L(3))тK
(3)
0 L(3),

где L(3) — матрица, связывающая вектор r(3) с вектором r(e):

r(3) = L(3)r(e), L(3) =

[
G 0
0 G

]
, G = {0, 0, 0, 1, 0, 0, 0}т.

При построении матриц демпфирования C(i) (i = 1, 2, 3, 4) слоев элемента полагает-
ся, что ЛДК материала данных слоев постоянны (не зависят от амплитуд деформаций).
В этом случае в соответствии с (1.3) матрицы демпфирования слоев I, III могут быть по-

лучены путем умножения матриц жесткости K(i) (i = 1, 3) на величины δi/π (δi — ЛДК

материала данных слоев при циклическом растяжении-сжатии):

C(i) = K(i)δi/π (i = 1, 3).

Матрицы демпфирования слоев II, IV получаются путем замены в соотношении (2.7)

матриц D(i) (i = 2, 4) на матрицы демпфирования материала D
(i)
g :

C(i) =
bhil

4

2∑
m=1

2∑
n=1

(B(i)(ξm, ηn))тD
(i)
g B(i)(ξm, ηn)PmQn (i = 2, 4).

Матрицы массM (i) (i = 1, 2, 3, 4) слоев элемента могут быть получены путем приведе-

ния выражений для кинетических энергий T (i) данных слоев к однородным квадратичным

формам относительно вектора узловых скоростей ṙ(e):

T (i) = 0,5(ṙ(e))тM (i)ṙ(e).

При определении T (i) полагалось, что кинетическая энергия слоев элемента обусловлена
только скоростями ẇ(i).

3. Определение комплексных форм и частот свободных колебаний пласти-
ны. С использованием введенных в п. 1 понятий комплексного модуля упругости E∗ и
комплексной матрицы жесткости D∗ = D + iDg в случае гармонического закона дефор-
мирования вязкоупругого материала можно построить комплексную матрицу жесткости

конечного элемента пластины c интегральным демпфирующим покрытием, учитывающую
его упругие и демпфирующие свойства:

K∗(e) = K(e) + iC(e).

Уравнения свободных колебаний демпфированного элемента записываются относительно

его комплексных узловых перемещений r∗(e):

M (e)r̈∗(e) + K∗(e)r∗(e) = 0.

После объединения данных уравнений по общим для смежных элементов узловым переме-
щениям получаем уравнения свободных колебаний для конечно-элементной модели демп-
фированной пластины:

M r̈∗ + K∗r∗ = 0.
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Здесь M , K∗, r∗ — матрица масс, комплексная матрица жесткости и вектор комплексных
узловых перемещений отмеченной модели соответственно. В результате подстановки r∗ =

F ∗ eiω∗t имеем обобщенную задачу о собственных значениях

(K∗ − λ∗M)F ∗ = 0, (3.1)

где λ∗ = (ω∗)2 — комплексное собственное значение; ω∗ — комплексная частота; F ∗ — ком-
плексная форма колебаний. Демпфирующие свойства пластины при колебаниях по неко-
торой форме F ∗

j можно определить ЛДК δj = 2πω′′
j /ω′

j (ω′
j , ω′′

j — вещественная и мнимая

части комплексной частоты ω∗
j соответственно) [14].

Для того чтобы решить задачу (3.1), можно использовать встроенные функции (реша-
тели) пакетов программ MATLAB, Mathcad, Mathematica, определяющие полный спектр
комплексных форм и частот, но это требует значительных вычислительных затрат, при-
близительно в три раза превышающих затраты на решение задачи без учета демпфиро-
вания [24]. Следует отметить, что для практики представляют интерес лишь несколько
низших собственных пар (форм и частот). Поэтому более предпочтительными являются
методы, основанные на итерировании матриц [25, 26], среди которых наиболее подходящим
является метод итераций в подпространстве [25], позволяющий итерировать одновремен-
но несколько низших форм и частот. Однако даже при определении только нижней части
спектра собственных комплексных форм и частот вычислительные затраты на решение

задачи (3.1) достаточно большие. Эти затраты можно значительно уменьшить (для зада-
чи определения комплексных частот колебаний демпфированной удлиненной пластины —
приблизительно на порядок), если учесть симметрию и ленточную структуру матриц K∗

иM , записывая их не в квадратных (как обычно), а в прямоугольных массивах, столбцами
которых являются соответствующие диагонали ленты [27].

В случае зависимости модулей упругости материалов слоев пластины от частоты де-
формирования ω матрица K∗ при определении ω∗

j и F ∗
j должна строиться в зависимости

от получаемых на частоте ω′
j динамических модулей упругости материала. Поскольку

при построении матрицы K∗ данная частота неизвестна, решение задачи (3.1) необходи-
мо итерировать. В качестве критерия завершения итераций при определении ω∗

j можно

использовать условие

|1− ω
′(k)
j /ω

′(k−1)
j | 6 ε, (3.2)

где k — номер итерации; ε — заданная точность. Однако при использовании метода ите-
раций в подпространстве все необходимые комплексные частоты ω∗

j (j = 1, 2, . . . , n) на-

ходятся одновременно. Поэтому возникает вопрос: при каких частоте ω′
j и динамических

модулях упругости материала следует строить комплексную матрицу жесткости K∗ при
решении задачи (3.1)? Предлагается следующий алгоритм построения матрицы K∗.

Организуется цикл по j = 1, 2, . . . , n.
При каждом значении j выполняется итерационная процедура:

1. Задается вещественная частота ω
′(k−1)
j .

2. Строится матрица K∗ с динамическими модулями упругости на частоте ω
′(k−1)
j .

3. Решается задача (3.1).
4. Из полученного спектра комплексных частот ω∗

j (j = 1, 2, . . . , n) выбирается веще-

ственная часть ω′
j при текущем значении j, которая становится частотой ω

′(k)
j на следую-

щей итерации.
5. Проверяется условие (3.2). Если данное условие выполняется, то в качестве искомой

комплексной частоты ω∗
j выбирается частота ω

∗(k)
j . В противном случае ω

′(k−1)
j заменяется

на ω
′(k)
j , после чего пп. 1–5 повторяются.
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При каждом значении j итерационный процесс начинается со значения k = 1 и за-

данных начальных частот ω
′(0)
j (для всех j эти частоты можно выбрать одинаковыми и

практически произвольными).
4. Численные эксперименты. Определялись 15 низших комплексных форм F ∗

j и

комплексных циклических частот f∗
j = ω∗

j /(2π) свободных колебаний шарнирно опертой
пластины с интегральным демпфирующим покрытием. Принимались следующие геомет-
рические параметры пластины: длина L = 250 мм, ширина b = 20 мм, толщина h1 = 1 мм.
Толщины демпфирующих слоев равны h2 = h4 = 1,8 мм. Армирующий слой имеет тол-
щину h3 = 0,12 мм.

Материал пластины — алюминиевый сплав Д16АТ (плотность ρ = 2700 кг/м3, ЛДК
δ = 0,005). В работе [28] с использованием теоретико-экспериментального метода получена
зависимость динамического модуля упругости E сплава Д16АТ от частоты деформирова-
ния f :

E(f) = 1,615 · 104 e−6,170·10−1f + 5,585 · 104 e−5,893·10−5f .

При f = 0÷ 20 Гц динамический модуль упругости E существенно меньше статического

модуля упругости E0 = 7,2 · 104 МПа, при f = 20 ÷ 200 Гц он принимает значение E ≈
5,55 · 104 МПа.

В качестве материала демпфирующих слоев использовалась техническая резина, име-
ющая следующие характеристики: плотность ρ = 1345 кг/м3, коэффициент Пуассона
ν = 0,49, ЛДК при растяжении-сжатии δε = 1,23, при сдвиге δγ = 1,1. Согласно экспери-
ментальным данным [21] динамические модули упругости Er иGr резины при растяжении-
сжатии и сдвиге соответственно существенно увеличиваются с увеличением частоты f ,
но им соответствует узкий диапазон частот (для Er — 0 ÷ 30 Гц, для Gr — 0 ÷ 16 Гц),
что не позволяет использовать их при анализе высших комплексных форм и комплексных

частот свободных колебаний пластины. Для реализации данной возможности построены
экстраполирующие зависимости

Er(f) = 20,1(1− 0,736 e−0,096f ), Gr(f) = 2,6(1− 0,231 e−0,121f ),

в соответствии с которыми при изменении f модули упругости стремятся к эксперимен-
тальным значениям Er = 20,1 МПа и Gr = 2,6 МПа (рис. 3). В качестве материала

армирующего слоя использовалась углелента ЭЛУР-П (плотность ρ = 1200 кг/м3, ЛДК
при растяжении-сжатии δ = 0,006). Динамический модуль упругости углеленты считается
постоянным (не зависящим от частоты f): E = 10,5 · 104 МПа.

Пластина разбивалась на 100 конечных элементов одинаковой длины. С целью умень-
шения вычислительных затрат матрица масс M и комплексная матрица жесткости K∗ =
K+iC конечно-элементной модели пластины строились в прямоугольных массивах с глав-
ными диагоналями данных матриц, расположенными в первых столбцах массивов. Усло-
вия закрепления пластины учитывались путем умножения диагональных элементов kii

(i — номера нулевых перемещений) матрицы K на параметр штрафа α = 108. Комплекс-
ные собственные частоты f∗

j определялись по алгоритму, изложенному в п. 3, до тех пор

пока не было выполнено условие (3.2) с погрешностью ε = 10−6. Для достижения заданной
точности потребовалось от трех до пяти итераций (в зависимости от номера частоты).

В таблице приведены вещественные f ′
j и мнимые f ′′

j части циклических комплексных

частот f∗
j свободных колебаний пластины, найденные с использованием системы (3.1)

методом итераций в подпространстве, и соответствующие значения ЛДК

δj = 2πf ′′
j /f ′

j . (4.1)
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Рис. 3. Зависимости динамических модулей упругости технической резины от
частоты при растяжении-сжатии (а) и сдвиге (б)

Значения частот и логарифмического декремента колебаний тонкой пластины

j f ′
j , Гц f ′′

j , Гц δj = 2πf ′′
j /f ′

j fj , Гц δj = ∆Wj/(2Wj,max)

1 50,69 3,83 0,475 49,94 0,502
2 139,99 13,49 0,605 138,52 0,621
3 253,98 20,89 0,517 252,50 0,523
4 399,77 25,86 0,406 398,49 0,409
5 581,21 29,32 0,317 580,13 0,318
6 800,04 31,99 0,251 799,06 0,252
7 1056,65 34,41 0,205 1055,93 0,206
8 1352,04 37,03 0,172 1350,75 0,174
9 1684,91 40,33 0,150 1682,98 0,153
10 2054,69 44,92 0,137 2051,55 0,141
11 2459,94 51,58 0,132 2454,73 0,137
12 2898,54 61,34 0,133 2890,02 0,140
13 3367,57 75,56 0,141 3353,99 0,151
14 3863,12 95,94 0,156 3842,11 0,170
15 4380,11 124,57 0,179 4348,57 0,197

В последних двух столбцах таблицы для сравнения приведены значения частот fj , полу-
ченные из системы уравнений

(K − ω2M)F = 0 (4.2)

при анализе свободных колебаний пластины без учета демпфирующих свойств материала,
и значения ЛДК δj , найденные с помощью энергетического метода:

δj = ∆Wj/(2Wj,max). (4.3)

Здесь ∆Wj , Wj,max — соответственно рассеянная и максимальная энергии в объеме пла-
стины в случае резонанса по форме Fj за один цикл колебаний. Резонансные колебания
возбуждались погонной нагрузкой q(t) = q0 cos (pt) c амплитудой q0 = 0,08 кН/м и часто-
той p = ωj . Для получения по формуле (4.3) значений δj при резонансных колебаниях по

всем 15 формам Fj (четным и нечетным) нагрузка q(t) действовала на половине пласти-
ны (при нагрузке q(t), приложенной по всей длине, резонансные колебания могут быть
возбуждены только по нечетным формам Fj).

Анализ приведенных результатов показывает, что вещественные части f ′
j комплекс-

ных частот f∗
j демпфированной пластины незначительно больше частот fj , полученных
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Рис. 4. Зависимости ЛДК δ пластины с интегральным демпфирующим покры-
тием от частоты f :
1 — с учетом поперечного обжатия демпфирующих слоев, 2 — без учета поперечного

обжатия демпфирующих слоев

без учета демпфирования (такой же результат получен в работе [29] при анализе влия-
ния демпфирования на собственные частоты линейных динамических систем). Значения
ЛДК δj , найденные по формулам (4.1) и (4.3), достаточно близки. При этом в обоих слу-
чаях для форм со 2-й до 11-й значения δj монотонно убывают, а затем наблюдается их
существенное увеличение, которое можно объяснить влиянием на δj рассеяния энергии,
обусловленного нормальными напряжениями σz в демпфирующих слоях пластины при

высоких частотах колебаний. Что касается комплексных собственных форм F ∗
j , то ис-

следования показали, что их нормированные вещественные и мнимые части практически
совпадают с соответствующими нормированными формами Fj , полученными из систе-
мы (4.2) для недемпфированной пластины (без учета демпфирующих свойств материала).

На рис. 4 приведена зависимость ЛДК δ от собственной частоты f , полученная по
формуле (4.1) с учетом влияния всех компонент тензора плоского напряженного состояния
демпфирующих слоев пластины (точки 1) и без учета влияния поперечного обжатия обоих
демпфирующих слоев (точки 2). В последнем случае наблюдается значительное уменьше-
ние значений δ при высоких частотах колебаний, причем, как показали численные экспе-
рименты, отмеченное уменьшение δ в основном происходит вследствие неучета рассеяния
энергии при поперечном обжатии связанного демпфирующего слоя.

На рис. 5 представлены зависимости собственных частот f свободных колебаний и
ЛДК δ пластины с интегральным демпфирующим покрытием от номера j формы коле-
баний, полученные при использовании статических и динамических модулей упругости
материала пластины и демпфирующих слоев. В качестве величины f использовались ве-
щественные части соответствующих комплексных частот. Значения δ вычислялись по
формуле (4.1). При замене динамических модулей упругости статическими наблюдается
незначительное различие частот f (см. рис. 5,а), существенное уменьшение ЛДК δ пла-
стины для форм с первой до седьмой и значительный рост δ для более высоких форм ко-
лебаний (см. рис. 5,б). Дальнейшие численные эксперименты показали, что значительное
различие демпфирующих свойств пластины при использовании динамических и статиче-
ских модулей упругости материала обусловлено в основном существенным увеличением

динамического модуля упругости резины Er при растяжении-сжатии по сравнению со

статическим модулем упругости по мере увеличения частоты f (см. рис. 3,а). При этом
наиболее существенное изменение демпфирующих свойств пластины при возрастании Er

достигается за счет наличия связанного демпфирующего слоя.
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Рис. 5. Зависимости собственных частот f (а) и ЛДК δ (б) пластины с инте-
гральным демпфирующим покрытием от номера j собственной формы колеба-
ний:
1 — при использовании статических модулей упругости материала пластины и демп-
фирующих слоев, 2 — при использовании динамических модулей упругости материала

пластины и демпфирующих слоев

Заключение. Создан четырехслойный конечный элемент удлиненной пластины с

интегральным демпфирующим покрытием, позволяющий учитывать поперечное обжатие
демпфирующих слоев. Определены нижняя часть спектра комплексных форм F ∗

j и ком-
плексных частот f∗

j свободных колебаний удлиненной шарнирно опертой пластины с ин-
тегральным демпфирующим покрытием и соответствующие им значения ЛДК δj с учетом

частотной зависимости динамических модулей упругости материала. Показано, что при
высоких частотах колебаний значения δj существенно увеличиваются вследствие учета

поперечного обжатия демпфирующих слоев пластины.
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