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В данной статье представлены новые интересные оптимальные семейства методов четвертого поряд-
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In this paper, we present new interesting fourth-order optimal families of Chebyshev–Halley type methods
free from second-order derivatives. In terms of computational cost, each member of the families requires two
functions and one first-order derivative evaluation per iteration, so that their efficiency indices are 1.587. It is
found by way of illustration that the proposed methods are useful in high precision computing environment.
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1. Введение

Решение нелинейного уравнения f(x) = 0 — классическая задача численного анали-
за. Аналитических методов для решения этого уравнения почти не существует. Поэтому
приближенные решения можно получить только численными методами на основе ите-
рационной процедуры (см., например, [1, 2]). Классический квадратично сходящийся
метод Ньютона — самый известный среди всех одномерных методов поиска корней для
решения нелинейных уравнений.
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Многоточечные итерационные алгоритмы (см. [1, 4, 6] и имеющиеся там ссылки) для
решения одномерных нелинейных уравнений играют важную роль в области итераци-
онных процессов, поскольку они устраняют недостатки одноточечных итераций для по-
вышения их вычислительной эффективности. Позднее Кунг и Трауб [3] предположили,
что порядок сходимости любого многоточечного метода без памяти, требующего n функ-
циональных вычислений, не может превышать предел 2n−1, называемый оптимальным
порядком. Следовательно, порядок сходимости оптимального итерационного метода без
памяти, требующего трех функциональных вычислений, не может быть выше четырех.
Островский [1, 5] был первым математиком, который нашел оптимальный многоточеч-
ный итерационный метод четвертого порядка без памяти. Модель, часто используемая
при построении двухточечных методов, — это двойной метод Ньютона четвертого по-
рядка, задаваемый

xn+1 = yn −
f(yn)
f ′(yn)

, (1.1)

где yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
— итерация Ньютона.

По предположению Кунга и Трауба метод (1.1) не является оптимальным, поскольку
он имеет сходимость четвертого порядка и требует выполнения четырех функциональ-
ных вычислений за одну полную итерацию. Чтобы уменьшить число функциональных
вычислений с четырех до трех, в [7] Кинг использовал следующую аппроксимацию для
f ′(yn):

f ′(yn) = f ′(xn)
f(xn) + γf(yn)
f(xn) + βf(yn)

, (1.2)

где β и γ — свободные параметры. Подставляя эту аппроксимацию для f ′(yn) и γ = β−2
в формулу двойного метода Ньютона, мы получим следующее известное квадратично
сходящееся семейство Кинга:

xn+1 = yn −
f(yn)

(
f(xn) + βf(yn)

)
f ′(xn)

(
f(xn) + (β − 2)f(yn)

) . (1.3)

Классические методы типа Чебышева–Хэлли, улучшающие метод Ньютона, задаются
следующим образом:

xn+1 = xn −
(

1 +
1
2

Lf (xn)
1− αLf (xn)

)
f(xn)
f ′(xn)

, α ∈ R, (1.4)

где Lf (xn) = f ′′(xn)f(xn)

f ′2(xn)
.

Известно, что это семейство является кубически сходящимся, и некоторые известные
итерационные методы могут считаться его частными случаями. Например, классический
метод Чебышева (МЧ) можно получить, если α = 0, метод Хэлли (МХ) можно получить,
если α = 1

2
, а супер-метод Хэлли (СМХ) можно получить, если α = 1.

Эти методы связаны с вычислением производной второго порядка и они эффективны,
когда стоимость этого вычисления небольшая. Однако иногда вычисление производных
второго порядка обходится дорого, и их практические применения ограничены. Для ис-
ключения производной второго порядка из (1.4) в [2, 9–13] и приведенных в этих статьях
ссылках предложено и проанализировано несколько вариантов методов типа Чебышева–
Хэлли.
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Цель данной статьи — получить некоторые, основанные на средних значениях, моди-
фикации методов типа Чебышева–Хэлли без производной второго порядка. Для каждого
члена семейства необходимо иметь три функциональных вычисления, а именно f(xn),
f(yn) и f ′(xn) на одну полную итерацию. Показатель эффективности всех предложен-
ных семейств E = 3

√
4 ≈ 1.587, что лучше, чем у большинства методов третьего порядка

(E ≈ 1.442) и метода Ньютона (E ≈ 1.414). Характеристики предложенных многоточеч-
ных методов были протестированы в ряде численных экспериментов.

2. Основные определения

Дадим некоторые определения, которые мы будем использовать.

Определение 1 (Порядок сходимости). Предположим, что последовательность {xn}
сходится к корню r для f(x) = 0. Тогда последовательность {xn} называется сходящейся
к r с порядком сходимости p ∈ R (≥ 1), если существует положительная постоянная C,
такая что

lim
n→∞

|xn+1 − r|
|xn − r|p

= C,

где C называется постоянной асимптотической ошибки.

Определение 2 (Уравнение ошибки). Пусть en = xn − r — ошибка на итерации n.
Тогда уравнение

en+1 = cep
n + O(ep+1

n )

называется уравнением ошибки. Если мы можем получить уравнение ошибки для какого-
нибудь итерационного метода, то p — порядок сходимости.

Определение 3 (Вычислительная эффективность). Пусть d — число новых порций
информации, необходимых для метода. В соответствии со статьей Островского [5] эф-
фективность метода измеряется при помощи понятия показателя эффективности следу-
ющим образом:

E = p
1
d ,

где p — порядок метода.

Определение 4. Для данных положительных действительных чисел a и b определя-
ются хорошо известные средние:

арифметическое A =
a + b

2
, (2.1)

контрагармоническое C =
a2 + b2

a + b
, (2.2)

центроидальное T =
2(a2 + ab + b2)

3(a + b)
. (2.3)

3. Развитие двухточечных методов

В данном пункте мы получим несколько новых оптимальных семейств методов типа
Чебышева–Хэлли на основе арифметического, контрагармонического и центроидального
средних соответственно.
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3.1. Семейство на основе арифметического среднего

Пусть yn = xn −
f(xn)

f ′(xn)
— итерация Ньютона. Рассмотрим разложение в ряд Тейлора

f(yn) в точке x = xn: f(yn) ≈ f(xn) + f ′(xn)(yn−xn) + 1

2
f ′′(xn)(yn−xn)2, а это означает,

что

f ′′(xn) ≈ 2f ′(xn)2f(yn)
f(xn)2

. (3.1)

Аналогичным образом, разложив функцию f ′(yn) = f ′
(
xn −

f(xn)

f ′(xn)

)
в ряд Тейлора в

точке x = xn, мы получим f ′(yn) ≈ f ′(xn) + f ′′(xn)(yn − xn), а затем

f ′′(xn) ≈ f ′(xn)
f(xn)

(
f ′(xn)− f ′(yn)

)
. (3.2)

Из уравнений (3.1) и (3.2), мы имеем

f ′′(xn) ≈ 1
2

(
2f ′(xn)2f(yn)

f(xn)2
+

f ′(xn)(f ′(xn)− f ′(yn))
f(xn)

)
. (3.3)

Это новая аппроксимация производной второго порядка f ′′(xn), которая может считать-

ся арифметическим средним двух функций, а именно 2f ′(xn)2f(yn)

f(xn)2
и f ′(xn)(f ′(xn)− f ′(yn))

f(xn)
.

Однако эта новая аппроксимация для f ′′(xn) использует четыре функциональных вы-
числения: f(xn), f ′(xn), f(yn) и f ′(yn). Поэтому для сокращения числа функциональных
вычислений нам следует использовать аппроксимацию Кинга. Следовательно, полагая
f ′(yn) = f ′(xn) f(xn) + γf(yn)

f(xn) + βf(yn)
и γ = β − 2 в правой части (3.3), мы получим следующую

модифицированную аппроксимацию для f ′′(xn):

f ′′(xn) ≈ 1
2

(
2f ′(xn)2f(yn)

f(xn)2
+

2f ′(xn)2f(yn)
f(xn)2 + βf(xn)f(yn)

)
. (3.4)

Используя приближенное значение f ′′(xn) из уравнения (3.4) в формуле (1.4), мы
получим новое семейство методов без производной второго порядка:

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

[
2f(xn)2 + β(1− 2α)f(yn)2 + 2(1 + β − 2α)f(yn)f(xn)

2
(
f(xn)2 + (β − 2α)f(xn)f(yn)− αβf(yn)2

) ]
, (3.5)

где α и β — свободные рабочие параметры.
Семейство (3.5) является кубически сходящимся и удовлетворяет следующему урав-

нению ошибки:
en+1 =

1
2

(
4 + β − 4α

)
c2
2e

3
n + O(e4

n), (3.6)

где en = xn − r и ck = 1

k!

f (k)(r)

f ′(r)
. Поэтому метод, определяемый (3.5), не является опти-

мальным, поскольку он имеет сходимость третьего порядка и требует трех вычислений
функции, а именно f(xn), f(yn), f ′(xn) для одной полной итерации. Теорема, приведен-
ная ниже, показывает при каких рабочих параметрах в (3.5) порядок сходимости станет
оптимальным (четвертого порядка) без использования дополнительных функциональ-
ных вычислений.
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Теорема. Пусть достаточно гладкая функция f : I ⊆ R → R имеет простой нуль r в
открытом интервале I. Предположим, что начальное приближение x = x0 достаточ-
но близко к r ∈ I. Тогда итерационная схема, определяемая (3.5), имеет сходимость
четвертого порядка при β = 4α − 4, α ∈ R, и удовлетворяет следующему уравнению
ошибки:

en+1 = −c2

( (
3− 8α + 4α2

)
c2
2 + c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
. (3.7)

Доказательство. Пусть r — это простой нуль f(x). Разлагая f(xn) и f ′(xn) вблизи
x = r в ряд Тейлора, получим

f(xn) = f ′(r)
(
en + c2e

2
n + c3e

3
n + c4e

4
n

)
+ O

(
e5
n

)
(3.8)

и
f ′(xn) = f ′(r)

(
1 + 2enc2 + 3e2

nc3 + 4e3
nc4

)
+ O

(
e4
n

)
(3.9)

соответственно. Из последних двух уравнений имеем

f(xn)
f ′(xn)

= en − c2e
2
n +

(
2c2

2 − 2c3

)
e3
n +

(
− 4c3

2 + 7c2c3 − 3c4

)
e4
n + O

(
e5
n

)
, (3.10)

а вместе с разложением в ряд Тейлора f(yn) = f
(
xn −

f(xn)

f ′(xn)

)
вблизи x = r мы получим

f(yn) = f ′(r)
(
c2e

2
n +

(
−2c2

2 + 2c3

)
e3
n +

(
5c3

2 − 7c2c3 + 3c4

)
e4
n

)
+ O

(
e5
n

)
.

Кроме того, имеем

f(xn)
(
2f(xn)2 + β(1− 2α)f(yn)2 + 2(1 + β − 2α)f(xn)f(yn)

)
2f ′(xn)

(
f(xn)2 + (β − 2α)f(xn)f(yn)− βαf(yn)2

)
= en −

1
2
(4 + β − 4α)c2

2e
3
n +

1
2

(
c2

( (
18 + β2 + β(7−4α)−28α + 8α2

)
c2
2 − 2(7+2β−8α)c3

) )
e4
n + O

(
e5
n

)
. (3.11)

Таким образом, из (3.5) и (3.11) имеем

en+1 =
1
2
(
4 + β − 4α

)
c2
2e

3
n −

1
2

(
c2

( (
18 + β2 + β(7− 4α)− 28α + 8α2

)
c2
2 − 2(7 + 2β − 8α)c3

))
e4
n + O

(
e5
n

)
. (3.12)

Для получения оптимального общего класса методов четвертого порядка коэффици-
ент e3

n в уравнении ошибки (3.12) должен быть нулевым. Это означает, что β = 4α − 4.
Подставив это значение β в уравнение (3.12), мы получим уравнение ошибки (3.7). Это
показывает, что модифицированное семейство методов типа Чебышева–Хэлли (3.5) до-
стигает оптимального (четвертого) порядка сходимости с использованием всего трех вы-
числений функции на каждую полную итерацию для любого α ∈ R. Это завершает
доказательство.

Общее оптимальное семейство методов. Мы получили следующее оптимальное се-
мейство методов типа Чебышева–Хэлли на основе арифметического среднего без произ-
водных второго порядка при условиях теоремы из п. 3.1:
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xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

[
f(xn)2 + (2α− 3)f(xn)f(yn)− 2(1− 3α + 2α2)f(yn)2

f(xn)2 + 2(α− 2)f(xn)f(yn)− 4α(α− 1)f(yn)2

]
, (3.13)

где α ∈ R — свободный рабочий параметр. Для конкретных значений α имеются следу-
ющие интересные особые случаи этого семейства.

(i) При α = 1 в (3.13) получим

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

[
f(xn)− f(yn)
f(xn)− 2f(yn)

]
. (3.14)

Это известный метод Островского четвертого порядка [5].

(ii) При α = 3

5
в (3.13) имеем

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

[
25f(xn)2 − 45f(xn)f(yn) + 4f(yn)2

25f(xn)2 − 70f(xn)f(yn) + 24f(yn)2

]
. (3.15)

Это новый оптимальный многоточечный метод четвертого порядка. Он удовлетво-
ряет следующему уравнению ошибки:

en+1 =
(

9
25

c3
2 − c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
.

(iii) При α = 13

10
в (3.13) получим

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

[
25f(xn)2 − 10f(xn)f(yn)− 24f(yn)2

25f(xn)2 − 35f(xn)f(yn)− 39f(yn)2

]
. (3.16)

Это еще один новый оптимальный двухточечный метод четвертого порядка. Он
удовлетворяет следующему уравнению ошибки:

en+1 =
(

16
25

c3
2 − c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
.

Кроме того, много новых оптимальных методов можно легко получить путем выбора
различных значений параметра α.

3.2. Семейство на основе контрагармонического среднего

Теперь вместо арифметического среднего возьмем контрагармоническое среднее (2.2),

используя a = 2f ′(xn)2f(yn)

f(xn)2
и b = 2f ′(xn)2f(yn)

f(xn)2 + βf(xn)f(yn)
. Тогда мы получим следующую

новую аппроксимацию для f ′′(xn):

f ′′(xn) ≈
2f ′(xn)2f(yn)

(
2f(xn)2 + 2βf(xn)f(yn) + β2f(yn)2

)
f(xn)2

(
2f(xn)2 + 3βf(xn)f(yn) + β2f(yn)2

) . (3.17)
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Используя это приближенное значение f ′′(xn) в формуле (1.4), получим

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

×[
2f(xn)3+β(2+β−4α)f(xn)f(yn)2+(2+3β−4α)f(xn)2f(yn)+β2(1−2α)f(yn)3

2f(xn)3 + β(β − 4α)f(xn)f(yn)2 + (3β − 4α)f(xn)2f(yn)− 2β2αf(yn)3

]
. (3.18)

Семейство (3.18) сходится кубически и удовлетворяет следующему уравнению ошиб-
ки:

en+1 =
1
2
(
4 + β − 4α

)
c2
2e

3
n + O

(
e4
n

)
. (3.19)

Чтобы семейство (3.18) имело сходимость четвертого порядка, мы должны иметь

β = 4α− 4. (3.20)

Используя (3.20) в (3.18), мы получим следующее уравнение ошибки:

en+1 = −c2

((
7− 16α + 8α2

)
c2
2 + c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
. (3.21)

Общее оптимальное семейство методов. Аналогичным образом получим следующее
оптимальное семейство методов типа Чебышева–Хэлли на основе контрагармонического
среднего без производных второго порядка при условии (3.20):

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

×[
f(xn)3−4f(xn)f(yn)2(−1+α)−8f(yn)3(−1+α)2(−1+2α)+f(xn)2f(yn)(−5+4α)
f(xn)3−8f(xn)f(yn)2(−1 + α)−16f(yn)3(−1 + α)2α + 2f(xn)2f(yn)(−3 + 2α)

]
. (3.22)

Для конкретных значений α приведем некоторые особые случаи этого семейства.

(i) Для α = 1 семейство (3.22) сводится к известному методу Островского четвертого
порядка.

(ii) Для α = 3

5
семейство (3.22) имеет следующий вид:

xn+1 = xn−
f(xn)
f ′(xn)

[
125f(xn)3−325f(xn)2f(yn) + 200f(xn)f(yn)2−32f(yn)3

125f(xn)3−450f(xn)2f(yn) + 400f(xn)f(yn)2−192f(yn)3

]
. (3.23)

Это новый оптимальный многоточечный метод четвертого порядка. Он удовлетво-
ряет следующему уравнению ошибки:

en+1 =
(
− 7

25
c3
2 − c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
.

(iii) Подставляя α = 13

10
в (3.22), мы получим

xn+1 = xn−
f(xn)
f ′(xn)

[
125f(xn)3 + 25f(xn)2f(yn)−150f(xn)f(yn)2−144f(yn)3

125f(xn)3−100f(xn)2f(yn)−300f(xn)f(yn)2−234f(yn)3

]
. (3.24)

Это опять новый оптимальный многоточечный метод четвертого порядка. Он удо-
влетворяет следующему уравнению ошибки:

en+1 =
(

7
25

c3
2 − c2c3

)
e4
n + O(e5

n).
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3.3. Семейство на основе центроидального среднего

Возьмем центроидальное среднее (2.3), используя

a =
2f ′(xn)2f(yn)

f(xn)2
и b =

2f ′(xn)2f(yn)
f(xn)2 + βf(xn)f(yn)

.

Тогда мы получим другую новую аппроксимацию для f ′′(xn):

f ′′(xn) ≈
4f ′(xn)2f(yn)

(
3f(xn)2 + 3βf(xn)f(yn) + β2f(yn)2

)
3f(xn)2

(
2f(xn)2 + 3βf(xn)f(yn) + β2f(yn)2

) . (3.25)

Подставив (3.25) в (1.4), имеем

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

×[
6f(xn)3+3βf(xn)f(yn)2(2+β−4α)+3f(xn)2f(yn)(2+3β−4α)+2β2f(yn)3(1−2α)

6f(xn)3 + 3β(β − 4α)f(xn)f(yn)2 + 3(3β − 4α)f(xn)2f(yn)− 4β2αf(yn)3

]
. (3.26)

Уравнение ошибки для (3.26) задается следующим образом:

en+1 =
1
2
(
4 + β − 4α

)
c2
2e

3
n +((

−9− 7
12

β2 + 14α−4α2 + β
(
− 7

2
+ 2α

))
c3
2 + (7+2β−8α)c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
. (3.27)

При условии (3.20) мы получим сходящееся семейство четвертого порядка, удовлетворя-
ющее следующему уравнению ошибки:

en+1 =
1
3

((
− 13 + 32α− 16α2

)
c3
2 − 3c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
.

Общее оптимальное семейство методов. Рассмотрим следующее оптимальное се-
мейство методов типа Чебышева–Хэлли на основе центроидального среднего без произ-
водных второго порядка при условии (3.20):

xn+1 = xn −
f(xn)
f ′(xn)

×[
3f(xn)3−12f(xn)f(yn)2(−1+α)−16f(yn)3(−1+α)2(−1+2α) + 3f(xn)2f(yn)(−5+4α)

3f(xn)3−24f(xn)f(yn)2(−1+α)−32f(yn)3(−1+α)2α+6f(xn)2f(yn)(−3+2α)

]
. (3.28)

Для конкретных значений α рассмотрим некоторые особые случаи этого семейства.

(i) Для α = 1 семейство (3.28) сводится к известному методу Островского четвертого
порядка.

(ii) При α = 3

5
семейство (3.28) имеет следующий вид:

xn+1 = xn−
f(xn)
f ′(xn)

[
375f(xn)3 − 975f(xn)2f(yn) + 600f(xn)f(yn)2 − 64f(yn)3

3
(
125f(xn)3−450f(xn)2f(yn)+400f(xn)f(yn)2−128f(yn)3

) ]
. (3.29)

Это новый оптимальный многоточечный метод четвертого порядка, имеющий сле-
дующее уравнение ошибки:

en+1 =
(

11
75

c3
2 − c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
.
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(iii) Подставляя α = 13

10
в семейство (3.28), получим

xn+1 = xn−
f(xn)
f ′(xn)

[
125f(xn)3+25f(xn)2f(yn)−150f(xn)f(yn)2−96f(yn)3

125f(xn)3−100f(xn)2f(yn)−300f(xn)f(yn)2−156f(yn)3

]
. (3.30)

Это еще один новый оптимальный многоточечный метод четвертого порядка, удо-
влетворяющий следующему уравнению ошибки:

en+1 =
(

13
25

c3
2 − c2c3

)
e4
n + O

(
e5
n

)
.

Замечание. Показатели эффективности всех предложенных семейств E = 3
√

4 ≈ 1.587.
Это значение лучше, чем для большинства методов третьего порядка (E ≈ 1.442) и
метода Ньютона (E ≈ 1.414).

4. Численные эксперименты

В данном пункте мы используем новые методы (3.15), (3.16), (3.23), (3.24), (3.29) и
(3.30), обозначенные ACHM1

4, ACHM2
4, CCHM1

4, CCHM2
4, CTCHM1

4 и CTCHM2
4 соответ-

ственно, для решения некоторых нелинейных уравнений, приведенных в таблицах 1–4,
чтобы проверить правильность и эффективность теоретических результатов. Сравним
их с методами Ньютона (NM2), Островского (OM4), Кинга (KM4) для β = 1/2, Чуна
и Хама [10] (CHM4), а также Коу [11] (KUM4). Все вычисления были выполнены с ис-
пользованием пакета программ Mathematica 9 в арифметике многократной точности.
Используем ε = 10−34 в качестве допустимой ошибки. Для компьютерных программ
используются следующие критерии остановки: |f(xn)| < ε.

Таблица 1. Тестовые функции

f(x) r [a, b]

f1(x) = x3 + 4x2 − 10 1.3652300134140968457608068289816661 [1, 2]

f2(x) = cos x− x 0.7390851332151606416553120876738734 [0, 1]

f3(x) = (x− 1)3 − 1 2.0000000000000000000000000000000000 [1.5, 2.5]

f4(x) = x3 − sin2 x + 3 cos x + 5 −1.5826870457520699011297569854554993 [−2, −1]

f5(x) = e−x + cos x 1.7461395304080124176507030889537802 [1, 2]

f6(x) = x2 − ex − 3x + 2 0.2575302854398607604553673049372418 [0, 1]

f7(x) = ex2+7x−30 − 1 3.0000000000000000000000000000000000 [2.8, 3.5]

f8(x) = sin x 0.0000000000000000000000000000000000 [−0.6, 0.5]
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Таблица 2. Сравнение различных итерационных методов четвертого порядка и метода Нью-
тона в зависимости от числа итераций

f(x)
Нач.

NM2

OM4 KM4
KUM4 CHM4

ACHM1
4 ACHM2

4 CCHM1
4 CCHM2

4 CTCHM1
4 CTCHM2

4

прибл. β=0 β=
1

2
α=

3

5
α=

13

10
α=

3

5
α=

13

10
α=

3

5
α=

13

10

f1(x) 1 7 4 4 5 5 4 4 4 4 4 4
2 7 4 5 4 5 4 4 4 4 4 4

f2(x) 0 7 5 5 5 5 4 4 4 4 4 4
1 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

f3(x) 1.5 9 5 6 15 10 5 5 5 5 5 5
2.5 8 5 5 5 5 4 5 4 4 4 4

f4(x) −2 7 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
−1 7 4 5 5 5 4 4 4 4 4 4

f5(x) 1 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
2 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

f6(x) 0 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
1 6 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

f7(x) 2.8 19 7 D D D 5 7 6 7 5 7
3.5 14 7 8 8 8 6 7 6 6 6 7

f8(x) −0.6 5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
0.5 5 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

(D — расходящийся)

Таблица 3. Порядок сходимости при вычислении различных итерационных методов четвертого
порядка и метода Ньютона

f(x)
Нач.

NM2

OM4 KM4
KUM4 CHM4

ACHM1
4 ACHM2

4 CCHM1
4 CCHM2

4 CTCHM1
4 CTCHM2

4

прибл. β=0 β=
1

2
α=

3

5
α=

13

10
α=

3

5
α=

13

10
α=

3

5
α=

13

10

f1(x) 1 2.0000 3.9998 3.9990 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0003 3.9979 4.0002 4.0000
2 2.0000 3.9995 4.0000 3.9845 4.0000 4.0001 3.9999 4.0003 4.0030 3.9999 4.0001

f2(x) 0 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 3.9996 3.9996 3.9999 4.0001 3.9999 3.9998
1 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000

f3(x) 1.5 2.0000 4.0000 3.9994 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 3.9995 4.0000 4.0002
2.5 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0044 4.0000 4.0011 3.9866 3.9994 4.0019

f4(x) −2 2.0000 4.0000 3.9999 3.9997 3.9998 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000
−1 2.0000 3.9993 3.9971 4.0000 3.9943 4.0001 4.0000 4.0002 4.0005 4.0000 4.0001

f5(x) 1 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000
2 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000

f6(x) 0 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000
1 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000 4.0000

f7(x) 2.8 2.0000 4.0000 nd nd nd 4.0003 3.9999 4.0000 4.0000 4.0004 4.0000
3.5 2.0000 4.0000 4.0000 4.0000 3.9999 4.0000 4.0000 4.0001 4.0003 4.0000 4.0000

f8(x) −0.6 3.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000
0.5 3.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000 5.0000

(nd — расходящийся)
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5. Области притяжения в комплексной плоскости

Сравним полученные определители простых корней в комплексной плоскости с ис-
пользованием областей притяжения. Как известно, соответствующий фрактал итераци-
онного метода отыскания корней — это граничное множество в комплексной плоскости,
характеризуемое итерационным методом, применяемым к фиксированному многочле-
ну p(z) (см., например, [12, 13]). Наша цель — использовать область притяжения как
еще один способ сравнения итерационных методов.

Используем динамическую точку зрения. Возьмем прямоугольник D = [−2, 2] ×
[−2, 2] ∈ C и установим цвет для каждой точки z0 ∈ D, соответствующей простому
корню, в которой сходится соответствующий итерационный метод, начиная с z0. Если
метод не сходится, цвет точки — черный. Рассмотрим критерий остановки, когда схо-
димость меньше 10−4. Считается, что максимальное число полных циклов для каждого
метода — 150. Таким образом, мы различаем области притяжения различных методов
по цветам.

Мы использовали семейства методов Ньютона, Островского и Кинга при β = 1: (3.15),
(3.16), (3.23), (3.24), (3.29) и (3.30) для двух многочленов с простыми нулями. Тесты и их
корни следующие: p1(z) = z3 +2z− 1, корни: −1.46771+0.226699I, −0.453398I, 1.46771+
0.226699I (тест 1); p2(z) = z6 − 1, а решения: {−1,−0.5 − 0.866025I, −0.5 + 0.866025I,
0.5− 0.866025I, 0.5 + 0.866025I, 1} (тест 2).

На основании рисунков 1–6 мы можем заключить, что новые методы имеют большие
области притяжения, хотя метод Ньютона является медленным и имеет темные области,
тогда как методы типа (3.24) слишком чувствительны к выбору начального значения.

Рис. 1. Области притяжения семейств методов в тесте 1: Ньютона (слева), Островского (в цен-
тре), Кинга при β = 1 (справа)

Рис. 2. Области притяжения для (3.15) (слева), (3.16) (в центре) и (3.23) (справа) в тесте 1
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Рис. 3. Области притяжения для (3.24) (слева), (3.29) (в центре) и (3.30) (справа) в тесте 1

Рис. 4. Области притяжения семейств методов в тесте 2: Ньютона (слева), Островского (в цен-
тре), Кинга при β = 1 (справа)

Рис. 5. Области притяжения для (3.15) (слева), (3.16) (в центре) и (3.23) (справа) в тесте 2

Рис. 6. Области притяжения для (3.24) (слева), (3.29) (в центре) и (3.30) (справа) в тесте 2

Известно, что область притяжения используется для визуального определения пове-
дения алгоритма как функции различных начальных точек. Представленные области
притяжения также продемонстрировали точность метода в зависимости от выбора на-
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чального приближения. Из рис. 1–6 видно, что наши методы, а именно (3.15), (3.16),
(3.23), (3.24), (3.29) и (3.30), имеют меньше расходящихся точек, чем другие методы и,
следовательно, большие области притяжения. Примечательно, что во второй тестовой
задаче семейство Кинга имеет больше расходящихся точек (черная область), но наши
методы ведут себя по-другому.

6. Выводы

В данной статье мы внесли дополнительный вклад в разработку теории итерацион-
ных процессов и предложили несколько семейств методов типа Чебышева–Хэлли без
второй производной на основе различных средних значений. В соответствии с предполо-
жением Кунга–Трауба все эти семейства методов имеют максимальный показатель эф-
фективности, поскольку необходимо иметь только три функциональных вычисления на
каждый шаг. Можно сказать, что для рассматриваемых тестовых функций наши методы
работают хорошо, по сравнению с другими методами, с точки зрения скорости сходимо-
сти, а также имеют довольно небольшие невязки. И наконец, на основании полученных
результатов можно заключить, что предложенные методы являются эффективными в
высокопрецизионной вычислительной среде. Кроме того, были проведены исследования
на комплексной плоскости для таких методов, чтобы определить их области притяжения
для решения нелинейных уравнений с соответствующими фракталами.

Благодарности. Мы хотели бы выразить благодарность анонимному рецензенту за цен-
ные комментарии и предложения по улучшению качества статьи.
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