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The article considers the problem of calculating the phase probability density function of a phase-shift
keying signal received under conditions of distortion and additive noise. This problem is reduced to an inverse
problem, namely, to solving an integral equation of the convolution type. The functions included in the integral
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Введение

Задачи статистического анализа угловых измерений встречаются во многих областях
науки и техники, например, в статистической радиотехнике, астрономии, медицине, гео-
логии [1–3]. В случае когда измерения представляют собой направления векторов, их
рассматривают как точки на единичной окружности. Для анализа таких данных ис-
пользуют круговые или полярные распределения [2, 3], т. е. распределения вероятности
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случайной величины, значения которой представляют собой углы (фазы), обычно в диа-
пазоне [−π;π] или [0; 2π].

В рамках данной работы авторами рассматривается задача вычисления функции
плотности распределения вероятности фаз, возникающая при цифровой обработке сиг-
налов. Отметим, что в данной области существует ряд задач, сводящихся к решению
обратных задач и заключающихся в оценке параметров принятых сигналов, импульсной
характеристики канала и др. [4–6]. К одной из таких задач можно отнести демодуляцию
или детектирование сигнала. При использовании цифровой фазовой манипуляции (ФМ,
или PSK — Phase Shift-Keying) [7] возникает задача статистического анализа выборки
фаз символов для сигналов, принимаемых из каналов с замираниями и аддитивным шу-
мом. Значения фаз представляют собой оценки начальных фаз комплексных огибающих,
соответствующих элементарным символам принимаемого ФМ-сигнала, и рассматрива-
ются как векторы на единичной окружности. В частности, важной задачей является
получение оценки отношения сигнал/шум (ОСШ), для чего требуется оценка дисперсии
случайной величины (фазы). Кроме того, при анализе вероятностных характеристик
символов возникает задача построения выборочной плотности распределения вероятно-
сти фаз.

В общем случае для M позиционной ФМ-плотность вероятности фаз определяется
следующим выражением:

W (θ) =
M−1∑
m=0

pmW0

(
θ −m2π

M

)
, θ ∈ [−π;π] , (1)

где pm — вероятность (или частость) символа, соответствующего значению фазы m
2π

M
,

m = 0, . . . ,M − 1, W0(θ) — центрированная плотность вероятности фаз, т. е. плотность
распределения вероятности фаз при отсутствии модуляции.

Часто полагают, что плотность вероятности W0(θ) определяется нормальным угло-
вым законом распределения [2,8] либо распределением Мизеса [2,3]. Значения вероятно-
стей pm обычно полагают равными, т. е.

pm =
1

M
, m = 0, . . . ,M − 1. (2)

Однако, например, при пакетной передаче данных допущение (2) не всегда верно.
Так, в случаях когда длина пакета неизменна, а длительности некоторых из возможных
сообщений меньше длины пакета, либо количество таких сообщений переменно в преде-
лах длины каждого пакета, оставшуюся часть передаваемого пакета заполняют нулями.
В результате число нулевых символов может быть больше, а соответствующие вероят-
ности pm, m = 0, . . . ,M − 1, не равны между собой. Отметим при этом, что в любом
случае

M−1∑
m=0

pm ≡ 1. (3)

Целью данной работы является оценка плотности вероятности W0(θ) по выборке фаз
символов принятого информационного (неизвестного) ФМ-сигнала. Данная задача све-
дена к решению обратной задачи.

Статья организована следующим образом. В пункте 1 приведена постановка задачи,
которая сведена к интегральному уравнению типа свертки. В п. 2 рассмотрен вопрос
оценки функции плотности вероятностиW (θ) по имеющейся выборке. В п. 3 рассмотрена
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подынтегральная функция, входящая в решаемое интегральное уравнение типа свертки,
а само уравнение сведено к матричной форме. В п. 4 рассмотрена проблема деления
на ноль, возникающая при решении рассматриваемой обратной задачи в случае равных
значений вероятностей символов pm. Результаты численного эксперимента представлены
в п. 5. Выводы по работе сформулированы в п. 6.

1. Постановка задачи

Сигнал с ФМ представляет собой [7]

s (t) = A

N−1∑
n=0

cos (ω0t+ ϕn) p (t− nTsym),

где N — количество передаваемых символов, A — амплитуда передаваемого сигнала,
ω0 — несущая частота, ϕn — значения фаз передаваемых символов, Tsym — длительность
символа, p (t) — импульсная функция вида

p (t) =

{
1, t ∈ [0;Tsym) ;

0, t /∈ [0;Tsym) .

Однако на входе приемника получают сигнал в виде

ŝ (t) = s (t) + ξ (t) ,

где ξ представляет собой аддитивный шум (в рамках модели, как правило, белый гаус-
совский шум).

Кроме того, при передаче через радиоканалы сигналы подвергаются различного рода
искажениям — замираниям, межсимвольной интерференции (см., например, [9]). В ре-
зультате оценки фазы коэффициентов комплексной огибающей принимаемого сигнала
ŝ (t) в общем случае можно представить в форме

ψn = ϕn + ζn + ψs + nωdTsym, n = 1, . . . , N, (4)

где ϕn — истинные значения фаз передаваемого символа, ζn — ошибка измерения, связан-
ная с аддитивным шумом, ψs — постоянное смещение фазы, ωd — доплеровское смещение
частоты, Tsym — длительность символа.

В данной работе ограничимся рассмотрением случая, когда постоянное и доплеров-
ское смещения фазы отсутствуют. Тогда вместо (4) имеем неклассифицированную вы-
борку значений фаз вида

ψn = ϕn + ζn, n = 1, . . . , N. (5)

Как было указано выше, плотность вероятности фаз в этом случае определяется
выражением (1). Представим это выражение в иной форме, для чего зададим функцию

h(θ) =

M−1∑
m=0

pmδ

(
θ −m2π

M

)
, (6)

где δ(θ) — дельта-функция.
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Тогда (1) можно переписать в виде

W (θ) = h(θ) ∗W0(θ),

где знаком “∗” — обозначена операция циклической свертки.
Плотность вероятности W (θ) оценим по выборке (5). При этом, с учетом ограничен-

ности данной выборки, вместо истинной функции W (θ) имеем эмпирическую плотность

Ŵ (θ) ≈W (θ),

содержащую определенную погрешность.
Таким образом, для нахождения W0(θ) необходимо решить уравнение

h(θ) ∗W0(θ) = Ŵ (θ). (7)

В результате задача определения плотности вероятности W0(θ) свелась к решению
интегрального уравнения типа свертки с неточно заданной правой частью, являющегося
классической обратной некорректной задачей. При этом свертка является циклической
(или круговой) и рассматривается на отрезке [−π;π].

Отметим, что функция h(θ) также неизвестна точно, т. к. значения вероятностей pm
априори неизвестны.

2. Оценка функции Ŵ (θ)

Задача оценки плотности вероятности Ŵ (θ) по имеющейся выборке (5) подробно рас-
смотрена авторами в работе [10], поэтому здесь кратко приведем лишь основные резуль-
таты, полученные в указанной работе.

Плотность распределения вероятности W (θ), являющуюся круговой плотностью и
рассматриваемую на отрезке [−π;π], можно записать в виде разложения в тригономет-
рический ряд Фурье [3, 11]:

W (θ) =
1

2π

[
1 + 2

∞∑
k=1

(
ak cos

(
kθ
)

+ bk sin
(
kθ
))]

,

где коэффициенты ak, bk — коэффициенты разложения ряда Фурье.
Оценку этих коэффициентов получим по выборке (5) следующим образом [12,13]:

âk =
1

N

N∑
n=1

cos (kψn), b̂k =
1

N

N∑
n=1

sin (kψn). (8)

При этом, в силу ограниченности выборки, для получения корректной оценки необхо-
димо применить регуляризацию коэффициентов (8). Для этого вводится стабилизирую-
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щий множитель (подробнее о суммировании рядов с приближенными коэффициентами
см. [14–16]) в форме

g (k, α) =
1

1 + αλk
, (9)

где α — параметр регуляризации, λk — последовательность положительных чисел, при-
чем αλk ≈ 0 при малых k, и αλk достаточно быстро возрастает при больших k, так что
αλk →∞.

В работе [10] также детально рассмотрены другие виды стабилизирующих множите-
лей с введением в них дополнительных параметров ε = {εm},m = 0, . . . ,M−1, учитываю-
щих порядок модуляции и значения соответствующих вероятностей pm,m = 0, . . . ,M−1.

Кроме того, плотность распределения W (θ) является симметричной, а значит коэф-
фициенты (см. [17])

bk ≡ 0, k ∈ [0;∞) .

В результате в качестве правой части уравнения (7) имеем регуляризированную оцен-
ку вида

Ŵα,ε(θ) =
1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
âkg (k, α, ε) cos (kθ)

)]
, (10)

где K — конечное число коэффициентов ряда.
Отметим, что для оценки плотности распределения вероятностей Ŵ (θ) по выборке

малого объема могут быть применены и другие непараметрические методы [12, 13]. Од-
нако применение рассмотренного в работе [10] метода аппроксимации с использованием
ортогональных функций для рассматриваемой задачи привлекательно тем, что на этапе
оценки Ŵα,ε(θ) удается получить оценки вероятностей pm,ε, m = 0, . . . ,M − 1, которые
рассмотрим далее в п. 3.

3. О коэффициентах функции h(θ)

Функция h(θ) представлена в виде выражения (6) в п. 2. При этом, как отмечено во
введении, значения вероятностей или коэффициентов pm априори неизвестны, поэтому
обычно их принимают равными (2). Данное допущение справедливо при N →∞. Однако
часто на практике значения вероятностей pm, m = 0, . . . ,M − 1, не равны. Например, в
случае M = 2 при любом нечетном N допущение (2) не верно.

Как показано в [10], ввиду того, что значения вероятностей pm неизвестны, предста-
вим данные коэффициенты в форме

pm,ε =
1

M
+ εm, m = 0, . . . ,M − 1.

При этом условие (3) преобразуется следующим образом:

M−1∑
m=0

pm,ε ≡ 1.

Фактически параметры ε = {εm}, m = 0, . . . ,M − 1, играют роль параметров регуля-
ризации ядра интегрального уравнения (7). Функцию h(θ) из (7) далее обозначим в виде
h(θ, ε). Таким образом в рассматриваемой задаче имеет место случай многопараметри-
ческой регуляризации [18].
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Далее для простоты будем рассматривать случай M = 2, что позволяет обойтись
лишь одним параметром ε. Вероятностные коэффициенты в этом случае имеют вид

p0,ε =
1

2
+ ε, p1,ε =

1

2
− ε. (11)

Для удобства уравнение (7) с учетом регуляризации ядра можно записать в матрич-
ной форме

HεW0 = Ŵ , (12)

где векторы W0 и Ŵ размерности 1×L соответствуют отсчетам функций W0(θ) и Ŵ (θ),
а матрица Hε размерности L× L для случая M = 2 есть

Hε =



h0,0 0 h0,L/2 0
. . . . . .

0 hL/2−1,L/2−1 0 hL/2−1,L−1

hL/2,0 0 hL/2,L/2 0
. . . . . .

0 hL−1,L/2−1 0 hL−1,L−1


, (13)

где hl,l = p0,ε, hl,mod(L/2+l,L) = p1,ε. Здесь mod (x, y) — операция взятия числа x по моду-
лю y.

Таким образом, решение уравнения (12) есть

Ŵ0 ≈ Ŵ0,ε = H−1
ε Ŵ . (14)

Однако возникает очевидная проблема

lim
ε→0

(detHε) = 0,

т. е. матрица является вырожденной, что делает невозможным вычисление обратной мат-
рицы H−1

ε при ε→ 0.
Данная проблема имеет место в случае p0 = p1. Кроме того, это осложняет получение

устойчивого решения в случае близких значений p0 и p1 при анализе выборок малого
объема, что достаточно часто встречается на практике.

4. Случай p0 = p1

Рассмотрим функцию (7) в случае p0 = p1 = 1/2. Полагаем, что параметр ε = 0 в (11).
Таким образом,

h(θ) =
1

2
δ(θ) +

1

2
δ (θ − π) . (15)

Как известно, одним из наиболее эффективных методов для решения уравнения (7)
является метод регуляризации Тихонова [14]. Для численной реализации данного метода
при решении уравнения свертки перейдем в частотную область, тогда преобразование
Фурье (15) есть

h(Θ) =
1

2

(
1 + exp (−jΘπ)

)
, (16)

квадрат модуля которой

|h(Θ)|2 = h(Θ)h (−Θ) =
1

2

(
1 + cos (Θπ)

)
.
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Отметим, что при получении оценки Ŵ (θ), как описано в [10], получаем оценки значе-
ний коэффициентов Фурье âk из (8), а также осуществляем их регуляризацию умножени-
ем на стабилизирующий множитель g (k, α, ε). Соответствующее преобразование Фурье
правой части обозначим как Ŵ (Θ).

В результате решение уравнения (7) в частотной области есть

W0(Θ) =
Ŵ (Θ)

h(Θ)
=
Ŵ (Θ)h (−Θ)

h(Θ)h (−Θ)
. (17)

При этом при численной реализации имеем случай деления “ноль на ноль” (иными сло-
вами неопределенность вида 0/0) для каждого нечетного (при M = 2) коэффициента
ряда Фурье, т. е.

Ŵ (2k + 1)

h (2k + 1)
=

(
0

0

)
, k = 0, 1, 2, . . . .

Отметим, что применение регуляризации путем введения параметра α в знаменатель
выражения (17) (см. [14, 19]) не позволит разрешить указанную проблему и получить
решение уравнения (7) (или в матричной форме уравнения (12)). Действительно, в этом
случае для нечетных коэффициентов получим 0/α = 0, в то время как соответствующие
истинные коэффициенты отличны от нуля, т. е. W0 (Θ2k+1) 6= 0, k = 0, 1, 2, . . . .

Как известно, для разрешения неопределенности можно применить правило Лопита-
ля. Тогда с учетом принятых обозначений получим

W0(Θ) =
Ŵ ′(Θ)

h′(Θ)
=
Ŵ ′(Θ)h′ (−Θ)

h′(Θ)h′ (−Θ)
. (18)

При этом производная h′(Θ) может быть вычислена аналитически. Выражение для
производной комплексной функции (16) есть

dh(Θ)

dΘ
=

1

2

(
−π sin (Θπ) + jπ cos (Θπ)

)
. (19)

Положим Θ = k. Тогда sin (kπ) ≡ 0 при k ∈ Z, а выражение (19) упрощается к
следующему виду:

dh(Θ)

dΘ

∣∣∣∣∣
Θ=k

= j
π

2
, k = 0, 1, 2, . . . .

Вторая производная функции (16) есть

d2h(Θ)

dΘ2
=

1

2

(
−π2 cos (Θπ) + jπ2 sin (Θπ)

)
,

и при Θ = k получаем

d2h(Θ)

dΘ2

∣∣∣∣∣
Θ=k

= −π
2

2
, k = 0, 1, 2, . . . .

Аналогично могут быть вычислены производные более высоких порядков.
Соответствующие оценки производных коэффициентов ряда Фурье могут быть вы-

числены аналогично (8) по имеющейся выборке фаз следующим образом:
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â′k =
1

N

N∑
n=1

−ψn sin (kψn), b̂′k =
1

N

N∑
n=1

ψn cos (kψn).

Аналогично получаем выражения для вычисления вторых производных данных ко-
эффициентов в виде

â′′k =
1

N

N∑
n=1

−ψ2
n cos (kψn), b̂′′k =

1

N

N∑
n=1

−ψ2
n sin (kψn).

Очевидно, что в рамках рассматриваемой задачи в силу четности искомых функций
для получения конечного решения интерес представляют только четные производные.
При этом коэффициенты b̂′′k, как и ранее, положим равными нулю. Коэффициенты â′′k в
силу погрешности вычисления необходимо регуляризировать, домножив на (9).

В результате, решение уравнения (7) при функции h(θ) с вероятностными коэффици-
ентами p0 = p1 = 0.5, т. е. вида (15), при использовании вторых производных вычисляется
из выражения

Ŵ
(d2)
0,α (θ) =

1

2π

[
1 + 2

K∑
k=1

(
2â′′kg (k, α)

π2
cos (kθ)

)]
. (20)

Здесь обозначение (d2) в Ŵ (d2)
0,α (θ) означает порядок используемых производных. Анало-

гично в выражении (20) могут быть использованы производные более высоких порядков.

5. Численный эксперимент

В рамках проведения численного моделирования рассмотрим следующие случаи:

1. p0 > p1: правую часть Ŵ (θ) предварительно получаем путем решения прямой за-
дачи при заданных аналитически h(θ) и W0(θ);

2. p0 = p1: правую часть Ŵ (θ) предварительно получаем путем решения прямой за-
дачи при заданных аналитически h(θ) и W0(θ);

3. p0 > p1: оценка Ŵ (θ) осуществляется по “относительно небольшой” выборке объема
Nψ в соответствии с методом, представленным в работе [10], коэффициенты p0 и
p1 функции h(θ) неизвестны;

4. p0 = p1: оценка Ŵ (θ) осуществляется по “относительно небольшой” выборке объема
Nψ (см. [10]).

В качестве W0(θ) для случаев 1, 2 используем нормальное круговое распределение,
задаваемое выражением [8]

W0(θ) =
1

2π
exp

(
− µ2

2

)(
1 +

√
2πµ2 cos(θ)

1

2
erfc

(
− µ cos(θ)√

2

)
exp

(
µ2 cos2(θ)

2

))
,

где erfc (x) =
2√
π

∫∞
x exp

(
−y2

)
dy — функция ошибок или интеграл вероятности.

Правую часть Ŵ (θ) в этом случае получаем из (1) при M = 2. Для случаев 1 и 2
значение µ = 2.
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5.1. Случай 1

Данный случай является наиболее очевидным. Пусть, например, p0 = 0.7,
p1 = 1 − p0 = 0.3. Соответствующая функция W0(θ) и правая часть Ŵ (θ) показаны
на рисунке 1. Здесь же показано решение уравнения (7), полученное из выражения (14).

Рис. 1. Плотности распределения вероятности фаз W0(θ), правая часть Ŵ (θ) при p0 = 0.7,
p1 = 0.3 и решение уравнения Ŵ0(θ)

Отметим, что в случае задания плотностей в аналитической форме аналогичный ре-
зультат получается для любых p0 6= p1.

Погрешность решения будем оценивать следующим образом:

error =

∥∥∥Ŵ0 −W0

∥∥∥∥∥∥Ŵ0

∥∥∥ .

Зависимость погрешности решения от значения p0 по мере его приближения к значе-
нию 0.5 (с учетом (4) p1 также стремится к 0.5) приведена на рис. 2.

Рис. 2. Погрешность решения в зависимости от вероятности p0

5.2. Случай 2

Пусть теперь p0 = p1 = 0.5. На рис. 3, по аналогии со случаем 1, приведены плотности
вероятностейW0(θ) и Ŵ (θ). Решение уравнения (7) при этом получено путем вычисления
производной, как описано в п. 4.
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Рис. 3. Плотности распределения вероятности фаз W0(θ), правая часть Ŵ (θ) при p0 = p1 = 0.5
и решения уравнения Ŵ0(θ)

Для уменьшения “краевых эффектов” можно применить оконные функции (см., на-
пример, [20–22]).

На рис. 4 приведены те же исходные плотности вероятностей и решение Ŵ0(θ), полу-
ченное в случае применения косинусной оконной функции.

Рис. 4. Плотности распределения вероятности фаз W0(θ), правая часть Ŵ (θ) при p0 = p1 = 0.5
и решения уравнения Ŵ0(θ) в случае применения оконной функции

Значения погрешностей при этом составляют: в первом случае error = 0.0559, а в слу-
чае применения оконной функции error = 0.03. Аналогично уменьшается и погрешность
в соответствии с критерием Колмогорова [23], вычисляемая из выражения

ρC = sup
∣∣∣W0(θ)− Ŵ0(θ)

∣∣∣ .
Соответствующие значения оценки погрешностей составили ρC = 0.0267 и ρC = 0.018

в случае применения косинусной оконной функции.

5.3. Случай 3

Рассмотрим подробнее случай, когда правая часть — выборочная плотность Ŵα,ε(θ) —
получена путем вычисления соответствующих регуляризированных коэффициентов ря-
да Фурье по выборке фаз вида (5). Вероятностные коэффициенты так же, как и ранее
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для случая 1, положим p0 = 0.7, p1 = 1 − p0 = 0.3. Объем выборки Nψ = 103. Значение
α в каждом из опытов подбиралось индивидуально (для указанного объема выборки
α = 5÷ 9 · 10−4).

Кроме того, для сравнительного анализа в рамках численного эксперимента получена
выборочная плотность W0(θ) при ϕn = 0. Для ее сглаживания аналогично производится
регуляризация коэффициентов ряда Фурье, т. е. в результате имеем оценку Ŵ0,α(θ).

На рис. 5 представлены оценки Ŵ0,α(θ), Ŵα(θ) и соответствующее решение уравне-
ния (7).

Рис. 5. Выборочные плотности распределения вероятности фаз Ŵ0,α(θ), правая часть Ŵα,ε(θ)

при p0 = 0.7, p1 = 0.3 и решения уравнения Ŵ0(θ) при точной матрице H и оценке Hε

Погрешности получаемого решения будем оценивать следующим образом:

error =

∥∥∥Ŵ0 − Ŵ0,α

∥∥∥∥∥∥Ŵ0,α

∥∥∥
и

ρC = sup
∣∣∣Ŵ0,α(θ)− Ŵ0(θ)

∣∣∣ .
Значения погрешностей в этом случае составили: error = 0.0097 и ρC = 0.0073 при

точной матрице H; error = 0.0081 и ρC = 0.0057 при оценке коэффициентов p0, p1 в
матрицеHε. Меньшая погрешность при использовании матрицыHε объясняется тем, что
имеется ограниченный объем анализируемой выборки фаз. При этом реальные значения
p0, p1 при ее генерации в силу случайности могут несколько отличаться от заданных.

5.4. Случай 4

Пусть теперь p0 = p1 = 0.5. В качестве правой части имеем оценку плотности Ŵα,ε(θ),
полученную путем двухпараметрической регуляризации, как описано в [10], а также в
п. 2 (см. выражение (10)) и представленную на рис. 6. Как и ранее, объем выборки
Nψ = 1000.

Для анализа численного решения уравнения (7) (или в матричной форме (12)) полу-
чена оценка Ŵ0,α(θ), также представленная на рис. 6.
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Рис. 6. Выборочные плотности распределения вероятности фаз Ŵ0,α(θ), правая часть Ŵα,ε(θ)
при p0 = p1 = 0.5 и решение уравнения, полученное при использовании вторых производных
Ŵ d2

0,α(θ) (а) и четвертых производных Ŵ d4
0,α(θ) (б)

На рис. 6 приведены решения уравнения (7) — плотности Ŵ d2
0,α(θ) и Ŵ d4

0,α(θ), полу-
ченные при использовании вторых (см. выражение (20)) и четвертых производных со-
ответственно. Значения параметра регуляризации для производных коэффициентов со-
ставляют: α = 1.5 · 10−3 при вычислении по вторым производным; α = 2.5 · 10−3 при
вычислении по четвертым производным.

Значения погрешностей составили: error = 0.028 и ρC = 0.0193 для решения Ŵ d2
0 (θ);

error = 0.0249 и ρC = 0.0143 для Ŵ d4
0 (θ).

6. Заключение

В работе рассмотрена задача оценки плотности распределения вероятности фазы.
Задача сведена к решению обратной задачи, формализованной как уравнение цикличе-
ской свертки на отрезке [−π;π]. Показано, что в случае равных значений коэффициентов
(p0 = p1) в функции h(θ) (15) при вычислении решения уравнения (7) возникает неопре-
деленность

(
0

0

)
.

Для разрешения указанной проблемы в работе предложено использовать правило
Лопиталя и перейти к рассмотрению соответствующих производных спектральных ко-
эффициентов. При этом производные спектральных коэффициентов функции h(θ) мо-
гут быть вычислены аналитически. Для производных коэффициентов Фурье плотности
распределения вероятностей фаз ФМ-сигнала, являющейся правой частью решаемого
уравнения, выведены выражения для получения их оценок по имеющейся выборке. Для
обеспечения гладкости и устойчивости получаемого решения производится регуляриза-
ция вычисляемых производных коэффициентов.
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Отметим, что значения параметра регуляризации α в (10), а также в (20) при исполь-
зовании, вообще говоря, производных различных порядков отличны друг от друга. При
этом вопрос выбора оптимального значения параметра регуляризации в данной работе
не рассматривался.

Представленный подход может быть использован при построении функционалов
правдоподобия, а также получения оценок достоверности и качества принимаемого сиг-
нала.
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