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Исследуется синхронный режим в задаче Гюйгенса при нелинейном взаимодействии
балки и маятников. Показано, что указанный Гюйгенсом режим с движением разных
маятников точно в противофазе невозможен. Рассчитан режим, в котором движения
маятников синхронны и близки к противофазным.
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Синхронизация хода двух маятниковых часов, висящих на одной упругой балке, впер-
вые отмечена, по-видимому, Х. Гюйгенсом [1]. В литературе это явление анализировалось
достаточно подробно [2–5], при этом имеющиеся постановки задачи предполагали линей-
ное взаимодействие балки и маятников. Колебания последних поддерживаются часовыми
механизмами, приближенно представленными переменным демпфированием типа Ван-дер-
Поля.

В данной работе рассматривается нелинейное взаимодействие балки и часов, также
моделируемых системами Ван-дер-Поля. Колебания балки создают параметрическое воз-
буждение колебаний маятников за счет вибраций точек подвеса. Наибольшее возбуждение
соответствует зонам главного параметрического резонанса, в которых происходит синхро-
низация хода часов с частотой, равной половине частоты колебаний балки. Таким обра-
зом, предполагается синхронизация путем захвата частоты двух систем Ван-дер-Поля при
параметрическом возбуждении. Колебания маятников, в свою очередь, поддерживают ко-
лебания балки за счет центробежных сил, при которых частота маятников увеличивается
в два раза.

1. Предположим, что часы висят симметрично относительно середины балки (рис. 1).
Прогиб балки от положения равновесия описан вертикальным перемещением x одной из
точек подвеса при заданной симметричной функции прогиба. Положения маятников часов
характеризуются углами ϕi (i = 1, 2), которые отсчитываются от вертикальных осей xi

в противоположных направлениях и считаются малыми.Массы маятников m примем оди-
наковыми, а длины li — близкими, но различными.

Кинетическую энергию системы запишем в виде

T =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m

2∑
i=1

(ẋ2 − 2li sin (ϕi ẋϕ̇i) + l2i ϕ̇
2
i ),

где M — эффективная масса балки с присоединенными массами часовых механизмов и

корпусов (без маятников). Потенциальная энергия системы равна
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1

2
Mω2

бx
2 −mg

2∑
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li cos ϕi,
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Рис. 1

где ωб — частота свободных колебаний балки с присоединенными массами без маятников;
g — ускорение свободного падения. Уравнения движения принимают вид

(M + 2m)ẍ−m
2∑

i=1

li(ϕiϕ̈i + ϕ̇2
i ) = −Mω2

бx + Qx,
(1)

ml2i ϕ̈i −mliϕiẍ = −mgliϕi + Qi, i = 1, 2.

Здесь Qx — сила линейного трения в балке; Qi — силы нелинейного трения по Ван-дер-
Полю. Эти обобщенные силы представим в форме

Qx

M + 2m
= −ε0ẋ,

Qi

lim
= εi

(
1− S2

i

S2
0

)
Ṡi,

где ε0, εi — коэффициенты трения; Si = liϕi; S0 — отклонения маятников, при которых
демпфирование меняет знак.

Уравнения (1) запишем в виде

x′′ + 2
ε0

ω
x′ + 4

ω2
0

ω2
x = µ[(y2

1)
′′ + (y2

2)
′′], y′′i +

(
ai −

x′′

li

)
yi = δ(1− y2

i )y
′
i, (2)

где

M

M + 2m
ω2
б = ω2

0,
mS2

0

2l1(M + 2m)
≈ mS2

0

2l2(M + 2m)
= µ,

Si

S0
= yi, ai =

4ω2
i

ω2
,

g

li
= ω2

i , 2
ε1S

2
0

ωl1
≈ 2

ε2S
2
0

ωl2
= δ.

В уравнениях (2) штрих означает дифференцирование по безразмерному времени z = ωt/2
(ω — неизвестная частота колебаний балки). В коэффициентах при малых нелинейных
слагаемых и в коэффициентах демпфирования по Ван-дер-Полю принято l1 ≈ l2.

2. Синхронный режим целесообразно искать, применяя принцип гармонического ба-
ланса. Предположим, что колебания балки происходят по гармоническому закону: x =
−X cos 2z. Подставив представление для x в уравнения (2), получим

(1− ω2
0/ω

2)q cos 2z + δ0q sin 2z = ν[(y2
1)

′′ + (y2
2)

′′]; (3)

y′′i + (ai − 2q cos 2z)yi = δ(1− y2
i )y

′, i = 1, 2. (4)

Здесь q = 2X/l, δ0 = ε0/ω, ν = 32µ/l (l1 ≈ l2 = l).
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Уравнения (4) без правой части являются уравнениями Матье. Непосредственное при-
менение к подобным уравнениям принципа гармонического баланса затруднительно, так
как переменные коэффициенты после умножения на гармонические функции приближен-
ного решения дают комбинационные гармоники. Чтобы учесть параметрическое возбужде-
ние, необходимо внести комбинационные гармоники в приближенное решение, что услож-
няет выкладки. Поэтому здесь применяется прием предварительного освобождения в урав-
нении от слагаемого с переменным коэффициентом [6]. Решения уравнений (4) — устано-
вившиеся движения в области предполагаемого главного параметрического резонанса —
будем искать в форме

yi ≈ Ci ce1(z, q) + Di se1(z, q). (5)

Здесь ce1(z, q), se1(z, q) — функции Матье первого порядка; Ci, Di — постоянные, подле-
жащие определению. Подстановка этого решения в уравнения (4) дает

(Ci ce1(z, q) + Di se1(z, q))
′′ + (ai − 2q cos 2z)(Ci ce1(z, q) + Di se1(z, q)) = δ(1− y2

i )y
′
i.

Учитывая, что функции Матье первого порядка удовлетворяют уравнению Матье при

собственных значениях a
(1)
c и a

(1)
s , найдем

(ai − a
(1)
c )Ci ce1(z, q) + (ai − a

(1)
s )Di se1(z, q) = δ(1− y2

i )y
′
i. (6)

Представим здесь и в приближенном решении (5) функции Матье начальными функциями
их разложения по степеням q

ce1(z, q) ≈ cos z, se1(z, q) ≈ sin z

и введем в колебания маятников фазовые сдвиги αi:

yi = Ai cos(z − αi).

Приравнивая, согласно принципу гармонического баланса, в (6) коэффициенты при

одинаковых гармониках и учитывая, что

Ci = Ai cos αi, Di = Ai sin αi,

для каждого маятника получим систему двух уравнений

(ai − a1
c) cos αi = δ(1− A2

i /4) sin αi, (ai − a1
s) sin αi = −δ(1− A2

i /4) cos αi. (7)

Используя известные ряды для собственных значений функций Матье, полагаем

a
(1)
c = 1 + q − q2/8− . . . ≈ 1 + q, a

(1)
s = 1− q − q2/8 + . . . ≈ 1− q.

Исключая αi из уравнений (7), получим

(ai − 1)2 − q2 + δ2(1− A2
i /4)2 = 0.

Отсюда следует, что при малом параметрическом возбуждении q и ai ≈ 1 относительные
амплитуды колебаний маятников близки к значениям Ai ≈ 2.

Подставляя представления для yi в уравнение (3) и определяя коэффициенты при cos 2z
и sin 2z, находим

(1− ω2
0/ω

2)q = −ν(cos 2α1 + cos 2α2)/2, δ0q = −ν(sin 2α1 + sin 2α2)/2. (8)

Таким образом, система уравнений для синхронного режима состоит из четырех урав-
нений (7) (i = 1, 2) и двух уравнений (8).

3. Среди возможных синхронных режимов попытаемся обнаружить режим Гюйгенса
α1 = α2. Введем обозначения

A2
i = 4(1 + γi), ω2 = ω2

0/(1 + β), 4ω2
i = ω2

0(1 + τi).
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Тогда ai = 1 + β + τi + βτi = 1 + ∆i. Система уравнений (7) примет вид

(∆i − q) cos αi = −δγi sin αi, (∆i + q) sin αi = δγi cos αi. (9)

Разделив первое уравнение (9) на второе для каждого i и используя формулу двойного
аргумента для косинуса, получим

cos 2αi = ∆i/q, sin 2αi = −
√

1−∆2
i /q

2. (10)

Для обоих маятников величины sin 2αi должны быть отрицательными, чтобы второе
уравнение (8) выполнялось для не слишком малых δ0 и не приводило к вырожденному

случаю δ0 = 0 при движении одинаковых маятников.
При строгом равенстве начальных фаз из соотношений (10) следует ∆1 = ∆2, что

соответствует тривиальному случаю движения одинаковых маятников (τ1 = τ2). Пусть
малая величина χ характеризует различие хода отдельных изолированных часов. Введем
малую разность начальных фаз маятников η:

τ1 = τ + χ/2, α1 = α + η/2, τ2 = τ − χ/2, α2 = α − η/2.

Тогда из формул (10) следует

cos 2α1 = cos 2α − η sin 2α = ∆/q + (1 + β)χ/(2q),
(11)

cos 2α2 = cos 2α + η sin 2α = ∆/q − (1 + β)χ/(2q),

где ∆ = β + τ + βτ .
Из выражений (11) получим зависимость между χ и η

η = −(1 + β)χ/(2q sin 2α) или η = k(α)χ (12)

и выражения для определения среднего значения начальных фаз

cos 2α = ∆/q, sin 2α = −
√

1−∆2/q2, α < 0. (13)

Учитывая, что

sin 2α1 = sin 2α + η cos 2α, sin 2α2 = sin 2α − η cos 2α,

из уравнений (8) найдем

βq = ν cos 2α, δ0q = −ν sin 2α.

Отсюда

β = −δ0 ctg 2α, q = −(ν/δ0) sin 2α. (14)

При расчете синхронного режима выберем некоторое значение δ0. При известном ко-
эффициенте ε0 это значение δ0 может быть уточнено после определения частоты колеба-
ний ω. Задавая среднее значение начальных фаз α, последовательно из соотношений (14),
(13) и (11) найдем величины β, q, ∆, τ , а также коэффициент k(α) в (12). Для конкретных
данных можно считать известными средние значения собственных частот маятников и

собственную частоту балки, т. е. величину τ(α). На практике представляет интерес случай
τ < 0 (|α| < π/4), когда собственная частота балки более чем в два раза превышает сред-
нюю собственную частоту маятников. На рис. 2 приведена расчетная зависимость β(α), из
которой следует, что частота колебаний балки необязательно совпадает с ее собственной
частотой. В расчете принято δ0 = 0,02.

4. Оценим величины χ и η. Пусть T = 86 400 с — продолжительность суток, Ti —
период колебаний i-го маятника. Для определенности примем ω1 > ω2. Тогда суточная
разность хода n (разность числа колебаний маятников за сутки) составляет

n = T/T1 − T/T2 = T (ω1 − ω2)/(2π).
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Рис. 2

Учитывая, что

ωi =
ω0

2
(1 + τi)

1/2 =
ω0

2
(1 + τ)1/2 ± ω0

4

χ

(1 + τ)1/2
,

найдем

χ = (1 + τ)nTср/T,

где Tср — средний период колебаний маятников. По данным Гюйгенса [1] Tср ≈ 1 с. Если
ограничиться неположительными значениями τ , то при n = 1 max χ ≈ 1,15 · 10−5.

В работе [1] рассматриваются два судовых хронометра в футлярах, отягощенных при-
близительно 100 фунтами свинца. Такие массы должны значительно уменьшать собствен-
ную частоту балки, что способствует приближению ее к удвоенной частоте маятников.
Заметим, что хронометры использовались для определения положения судна по долготе,
при этом ошибка хода часов, равная одному колебанию секундного маятника за сутки,
соответствует погрешности определения долготы, равной примерно 500 м за сутки (на
экваторе). Таким образом, число n не может превышать нескольких единиц.

Из расчета коэффициента k(α) по формуле (12) получаем 175 < k(α) < 1600 при
0,175 < |α| < π/4. При этом разность начальных фаз маятников находится в интервале
0,002 < η < 0,018 (n = 1). При различии хода часов, равном нескольким колебаниям
маятников за сутки, разность начальных фаз останется практически незаметной.
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