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Рассматриваются полудискретные линейные разностные схемы с несколькими степенями свободы на
одну ячейку для уравнения переноса с постоянным коэффициентом. Система уравнений, определяющих
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We consider linear schemes with several degrees of freedom (DOFs) for the transport equation with a
constant coefficient. The Fourier transform decomposes the scheme into a number of finite systems of ODEs,
the number of equations in each system being equal to the number of DOFs. The matrix of these systems
is an analytical function of the wave vector. Generally such a matrix is not diagonalizable and, if it is, the
diagonal form can be non-smooth. We show that in a 1D case for L2-stable schemes the matrix can be locally
transformed to a block-diagonal form preserving the analytical dependence on the wave number.
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1. Введение

Рассмотрим начальную задачу для уравнения переноса

∂v

∂t
+ (ω ·∇)v = 0, (1.1)

v(0, r) = v0(r),

с постоянной скоростью ω в d-мерном единичном кубе, d ∈ N, c периодическими гра-
ничными условиями. Предметом настоящего исследования являются полудискретные
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линейные разностные схемы с несколькими степенями свободы на одну ячейку для урав-
нения (1.1) вида∑

ζ∈S
Zζ
duη+ζ
dt

(t) +
1

h

∑
ζ∈S

Lζuη+ζ(t) = 0, η ∈ Zd, uη ∈ CM
0
, (1.2)

где S ⊂ Zd — конечное множество (шаблон схемы), M0 — конечное множество (степе-
ней свободы на ячейке), а Zζ и Lζ — действительнозначные матрицы. Здесь и далее
Zd = Z× · · · × Z︸ ︷︷ ︸

d

, а символом CM0 будем обозначать множество комплекснозначных век-

торов размерности |M0|. Вопрос задания начальных данных для системы ОДУ (1.2) мы
опустим, так как в дальнейшем изложении они не используются.

Будем рассматривать периодические по пространству решения (1.2). Пусть N — пе-
риод решения, т. е. uη+Nζ = uη для всех η, ζ ∈ Zd. Определим

û(t,ϕ) = N−d/2
∑
η∈IdN

uη(t) exp(−iϕ · η),

где IdN = (−bN/2c, . . . , N −bN/2c)d. После преобразования Фурье система (1.2) распада-
ется на системы ОДУ:

Z(ϕ)
dû(t,ϕ)

dt
+

1

h
L(ϕ)û(t,ϕ) = 0,

Z(ϕ) =
∑
η∈S

Zη exp (iϕ · η) , L(ϕ) =
∑
η∈S

Lη exp (iϕ · η) ,

где ϕ = 2πk/N , k ∈ IdN , ϕ ·η = ϕ1η1 + · · ·+ϕdηd. Число уравнений в одной такой системе
равно числу переменных на ячейке. Предполагается, что для всех ϕ ∈ Rd матрица Z(ϕ)
невырождена.

Для анализа точности схем вида (1.2) представляет интерес матрица

A(ϕ) = iω ·ϕI − Z−1(ϕ)L(ϕ), (1.3)

которую мы назовём матрицей ошибки. Через неё выражается образ Фурье ошибки
аппроксимации, а через матричную экспоненту exp(νA(ϕ)) — образ ошибки решения.

Матрица A(ϕ) аналитически зависит от параметра, поскольку такой же зависимо-
стью обладают Z(ϕ) и L(ϕ). Работа с матричной экспонентой существенно упрощается,
если матрица A(ϕ) диагонализуема с сохранением аналитичности при ϕ ∈ Rd. Однако
этот факт справедлив, вообще говоря, только в одномерном случае и только при выпол-
нении условия (A(ϕ))∗ = −A(ϕ): матрица iA(ϕ) является эрмитовой на действительной
оси, что позволяет применить к ней известные результаты теории возмущений, см. [1, 2]
и [3, § 3.5.5, следствие 3]. Отметим также работу [4], в которой рассматривается блочная
диагонализация равномерно сильно гиперболических матриц.

Произвольную матрицу A(ϕ), ϕ ∈ Cd, можно в окрестности ϕ = 0 с сохранением
аналитичности привести к блочно-диагональному виду A(ϕ) = S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ) таким
образом, чтобы каждый блок матрицы M(0) имел только одно (возможно, кратное) соб-
ственное значение. Хотя все рассуждения, необходимые для его доказательства, в том
или ином виде присутствуют в [1], само утверждение в ней не приведено. Мы приведём
его доказательство, опуская доказательства лемм, в точности совпадающих с доказанны-
ми в [1]. Кроме того, мы покажем, что матрица A(ϕ), действительнозначная при iϕ ∈ Rd,
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может быть в окрестности ϕ = 0 с сохранением аналитичности и действительнозначно-
сти приведена к блочно-диагональному виду, так чтобы каждый блок матрицы M(0)
либо имел одно действительное собственное значение, либо пару комплексно сопряжён-
ных.

В одномерном случае можно получить более сильные результаты. Если матрица A(ϕ)
косоэрмитова, то каждый блок Mj(ϕ) матрицы M(ϕ) при ϕ = 0 оказывается равным
Mj(0) = λjI, где I — единичная матрица. Поэтому можно записатьMj(ϕ) = λj+ϕM̃j(ϕ)

и применить к матрице M̃j(ϕ) предыдущее утверждение. Повторив эту операцию конеч-
ное число раз, матрицу A(ϕ) можно с сохранением аналитичности привести к диаго-
нальному виду в окрестности ϕ = 0 (дополнительно можно показать существование
разложения с аналитическими M(ϕ) и S(ϕ) на всей оси ϕ ∈ R, см. [1, § 2.6.2] . В случае
некосоэрмитовых матриц A(ϕ) матрица Mj(0) может не иметь простой структуры, из-за
чего применительно к абстрактной матрице A(ϕ) не удаётся сформулировать практи-
чески значимого утверждения. Однако в специальных случаях такое разложение воз-
можно. Например, в [5] его существование было доказано для генератора возмущённых
марковских цепей.

В настоящей работе показывается, что применительно к матрице ошибки (1.3) пре-
одолеть эту трудность позволяет условие L2-устойчивости схемы (1.2). В этом случае
матрица A(ϕ) может быть в некоторой окрестности ϕ = 0 с сохранением аналитичности
представлена в виде A(ϕ) = S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ) таким образом, чтобы матрицаM(ϕ) была
блочно-диагональной, причём в каждом её блоке все собственные значения имели один
и тот же порядок малости по ϕ при ϕ→ 0.

2. Спектральные проекторы матриц

Далее через Rn×m и Cn×m будем обозначать пространство действительно- и ком-
плекснозначных матриц размера n×m. Через C(Cd,Cn×m) будем обозначать множество
функций из Cd в Cn×m, непрерывных в окрестности ϕ = 0, а через A(Cd,Cn×m) —
множество функций из Cd в Cn×m, аналитических при ϕ = 0. Через A(Cd,Rn×m) ⊂
A(Cd,Cn×m) будем обозначать подмножество A(Cd,Cn×m) функций, действительнознач-
ных при iϕ ∈ Rd. Через σ(A) будем обозначать спектр матрицы A.

Лемма 1. Пусть A ∈ Cn×n, λ ∈ σ(A). Пусть 0 < ρ < dist(λ, σ(A) \ {λ}) (здесь и
далее расстояние до пустого множества будем считать равным бесконечности). Тогда
матрица

Pλ(A) =
1

2πi

∮
|z−λ|=ρ

(zI −A)−1dz (2.1)

является проектором на корневое подпространство, соответствующее собственному
значению λ. При этом для λ, µ ∈ σ(A) выполняется Pλ(A)Pµ(A) = δλµPλ(A).

Доказательство леммы 1 см. в [1, § 1.5.3.] Матрицы Pλ(A) называются спектральными
проекторами или проекторами Риса.

Напомним, что спектр вещественной матрицы вместе с любым собственным значени-
ем содержит и комплексно сопряжённое к нему.

Лемма 2. Пусть выполняются условия леммы 1, и A ∈ Rn×n. Пусть λ ∈ σ(A). Тогда
Pλ(A) = Pλ(A). В частности, если λ ∈ R, то Pλ ∈ Rn×n.
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Действительно, напрямую из (2.1) имеем

Pλ(A) = − 1

2πi

∮
|z−λ|=ρ

(zI −A)−1dz =
1

2πi

∮
|z−λ|=ρ

(zI −A)−1dz = Pλ(A).

Лемма 3. Пусть A(ϕ) ∈ C(Cd,Cn×n). Тогда собственные значения λj(ϕ),
j = 1, . . . , n, могут быть упорядочены таким образом, что λj(ϕ)→ λj(0) при ϕ→ 0.

Это утверждение следует из теоремы Руше для функций f(z) = det(A(0)− zI) и
g(z) = det(A(ϕ)− zI)− f(z).

Определение 1. Пусть A(ϕ) ∈ C(Cd,Cn×n). Пусть λ ∈ σ(A(0)). Совокупность соб-
ственных значений κ(ϕ) матрицы A(ϕ), таких что κ(ϕ) → λ при ϕ → 0, называется
λ-группой, а сумма соответствующих корневых подпространств —тотальным собствен-
ным подпространством. Оператор Pλ(ϕ) =

∑
Pκ(ϕ)(A(ϕ)), где суммирование ведётся

по всем собственным значениям κ(ϕ), входящим λ-группу, называется тотальным про-
ектором λ-группы.

Поскольку Pλ(A)Pµ(A) = 0 при λ 6= µ, тотальный проектор Pλ(ϕ) есть проектор на
сумму корневых подпространств, соответствующих собственным значениям, входящим
в λ-группу. А поскольку сумма корневых подпространств совпадает со всем простран-
ством, сумма тотальных проекторов всех λ-групп совпадает с тождественным операто-
ром.

Лемма 4. Пусть A(ϕ) ∈ A(Cd,Rn×n) и λ ∈ σ(A(0)). Тогда тотальный проектор
λ-группы Pλ(ϕ) ∈ A(Cd,Cn×n). Если дополнительно λ ∈ R, то Pλ(ϕ) ∈ A(Cd,Rn×n).

Действительно, пусть Gλ — λ-группа, соответствующая собственному значению λ.
Пусть ρ <

1

2
dist(λ, σ(A(0)) \ {λ}). По непрерывности в некоторой окрестности ϕ = 0

для всех κ(ϕ) ∈ Gλ выполняется |κ(ϕ) − λ| < ρ, а для всех κ(ϕ) 6∈ Gλ выполняется
|κ(ϕ)− λ| > ρ. Тогда

Pλ(ϕ) =
1

2πi

∮
|z−λ|=ρ

(zI −A(ϕ))−1dz. (2.2)

Поскольку на контуре, где происходит интегрирование, подынтегральная функция ана-
литическая по ϕ и z, то Pλ(ϕ) ∈ A(Cd,Cn×n).

Пусть теперь λ ∈ R. В силу леммы 2 для каждого κ(ϕ) ∈ σ(A(ϕ)) справедливо
Pκ(ϕ)(A(ϕ)) = Pκ(ϕ)(A(ϕ)), поэтому Pκ(ϕ)(A(ϕ)) + Pκ(ϕ)(A(ϕ)) ∈ Rn×n. Таким образом,
Pλ(ϕ) ∈ A(Cd,Rn×n).

3. Приведение матрицы к блочно-диагональному виду

Лемма 5. Пусть A ∈ Cn×n, λj , j = 1, . . . ,m, — все её собственные значения, nj — их
кратность, Kj — соответствующие корневые подпространства. Пусть µ ∈ N, µ < m.
Пусть I = K1 ⊕ · · · ⊕ Kµ и J = Kµ+1 ⊕ · · · ⊕ Km. Пусть eIk ∈ Cn, k = 1, . . . , nI , и
eJk ∈ Cn, k = 1, . . . , nJ , — базис в этих подпространствах. Тогда матрица A может
быть представлена в виде A = SMS−1, где
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S =
(
eI1, . . . , e

I
nI
, eJ1 , . . . , e

J
nJ

)
, M =

(
M (I) 0

0 M (J)

)
, (3.1)

причём σ(M (I)) = {λj , j = 1, . . . , µ} и σ(M (J)) = {λj , j = µ+ 1, . . . ,m}.

Доказательство. Пусть J — нормальная форма Жордана матрицы A: A = TJ T−1.
Будем считать, что блоки, соответствующие собственным значениям λj , j = 1, . . . , µ,
поставлены в начало; в противном случае домножим матрицу T на такую матрицу пе-
рестановок, чтобы это свойство выполнилось. Векторы eIk, k = 1, . . . , nI , и первые nI
столбцов матрицы T образуют два базиса в одном и том же пространстве I. Аналогич-
но векторы eJk , k = 1, . . . , nJ , и последние nJ столбцов матрицы T образуют два базиса
в одном и том же пространстве J . Поэтому существует блочно-диагональная матрица
преобразования

U =

(
U (I) 0

0 U (J)

)
,

такая что матрица S, определённая (3.1), представляется в виде S = TU . Отсюда A =
TJ T−1 = S(U−1JU)S−1. МатрицаM = U−1JU является блочно-диагональной как про-
изведение трёх блочно-диагональных матриц, а спектры её блоков совпадают со спек-
трами соответствующих блоков J .

Теорема 1. Пусть A ∈ A(Cd,Cn×n). Пусть σ(A(0)) = G ∪ H, G ∩ H = ∅. Тогда в
некоторой окрестности ϕ = 0 справедливо представление A(ϕ) = S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ),
где S,M, S−1 ∈ A(Cd,Cn×n),

M(ϕ) =

(
M (G)(ϕ) 0

0 M (H)(ϕ)

)
, (3.2)

причём σ(M (G)(0)) = G, σ(M (H)(0)) = H, а размер nG матрицы M (G)(ϕ) равен суммар-
ной кратности собственных значений, лежащих в G. Если дополнительно
A ∈ A(Cd,Rn×n) и G = G, то S,M, S−1 ∈ A(Cd,Rn×n).

Доказательство. Обозначим через Pλ(ϕ) тотальный проектор λ-группы, соответству-
ющей собственному значению λ ∈ σ(A(0)). Введём

PG(ϕ) =
∑
λ∈G

Pλ(ϕ), PH(ϕ) =
∑
λ∈H

Pλ(ϕ).

Обозначим через p(G)
j (ϕ) и p(H)

j (ϕ) столбцы матриц PG(ϕ) и PH(ϕ) соответственно.
Поскольку матрица PG(0) есть проектор на nG-мерное собственное подпространство

матрицы A(0), её ранг равен nG, следовательно, у PG(0) есть ненулевой минор поряд-
ка nG. В силу непрерывности PG(ϕ) этот минор в некоторой окрестности ϕ = 0 остаётся
ненулевым. Следовательно, столбцы p

(G)
lk

(ϕ), k = 1, . . . , nG, входящие в этот минор, обра-
зуют базис в сумме тотальных собственных подпространств матрицы A(ϕ), соответству-
ющих λ ∈ G. Аналогично существуют столбцы p

(H)
lk

(ϕ), k = nG + 1, . . . , n, образующие
базис в сумме тотальных собственных подпространств матрицы A(ϕ), соответствующих
λ ∈ H.

Воспользуемся теперь леммой 5 для матрицы A(ϕ) и базисов p
(G)
lk

(ϕ),

k = 1, . . . , nG и p
(H)
lk

(ϕ), k = nG + 1, . . . , n. В результате имеем представление A(ϕ) =

S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ), где
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S(ϕ) =
(
p
(G)
l1

(ϕ), . . . , p
(G)
lnG

(ϕ), p
(H)
lnG+1

(ϕ), . . . , p
(H)
ln

(ϕ)
)
,

M(ϕ) имеет блочно-диагональный вид (3.2), σ(M (G)(0)) = G и σ(M (H)(0)) = H. Мат-
рица S(ϕ) будет аналитической по ϕ в окрестности ϕ = 0, так как в силу леммы 4
каждый её столбец аналитический. Поскольку корневые подпространства имеют нуле-
вое пересечение, справедливо detS(0) 6= 0 и, следовательно, detS(ϕ) 6= 0 в некоторой
окрестности ϕ = 0. Следовательно, аналитической будет и S−1(ϕ), поскольку её компо-
ненты вычисляются через произведения элементов S(ϕ), делённые на detS(ϕ). Значит,
M(ϕ) = S−1(ϕ)A(ϕ)S(ϕ) также будет аналитической в окрестности ϕ = 0.

Пусть теперь A ∈ A(Cd,Rn×n) и G = G. Возьмём произвольное iϕ ∈ Rd. В силу
леммы 2 имеем PG(ϕ) ∈ Rn×n. Поэтому S(ϕ) ∈ Rn×n, а, следовательно, M(ϕ) ∈ Rn×n.
Таким образом, S,M, S−1 ∈ A(Cd,Rn×n).

Применив теорему 1 несколько раз, легко добиться того, чтобы в матрицеM(ϕ) каж-
дый блок соответствовал одному собственному значению.

Следствие 1. Пусть A(ϕ) ∈ A(Cd,Cn×n). Пусть A(0) имеет m различных собствен-
ных значений λk кратности nk, k = 1, . . . ,m. Тогда справедливо представление A(ϕ) =
S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ), где S,M, S−1 ∈ A(Cd,Cn×n),

M(ϕ) =


M (1)(ϕ) 0 . . . 0

0 M (2)(ϕ) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . M (m)(ϕ)

 , (3.3)

где матрицы M (k)(ϕ) имеют размер nk и спектр M (k)(0) состоит из одной точки λk.
Если A ∈ A(Cd,Rn×n) и у A(0) были комплексные собственные значения, то матрицы

S(ϕ) иM(ϕ), даваемые следствием 2, вообще говоря, не являются действительнозначны-
ми при iϕ ∈ Rd. Можно сохранить действительнозначность, если в один блок относить
комплексно сопряжённые собственные значения.

Следствие 2. Пусть A(ϕ) ∈ A(Cd,Rn×n). Тогда справедливо представление A(ϕ) =
S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ), где S,M, S−1 ∈ A(Cd,Rn×n), M(ϕ) имеет вид (3.3), причём спектр
M (k)(0) состоит из одной точки λk, если λk ∈ R, и двух точек λk и λk иначе.

4. Основная теорема

Лемма 6. Пусть Ã ∈ Cn×n имеет собственное значение λ = 0, которому соответ-
ствует жорданова клетка размера больше 1. Тогда supν>0 ‖ exp(νÃ)‖ = +∞.

Доказательство. Представим матрицу Ã в виде Ã = SJS−1, где J — её жорданова
нормальная форма. Тогда eνÃ = SeνJS−1. Если привести явный вид для eνJ , видно, что
‖eνJ‖ → ∞ при ν →∞. Отсюда следует доказательство леммы.

Теорема 2. Пусть A ∈ A(C,Cn×n). Пусть существует K > 0, такое что для всех
ϕ ∈ R и всех ν > 0 справедливо ‖ exp(νA(ϕ))‖ 6 K. Тогда в окрестности ϕ = 0 матрица
A(ϕ) представима в блочно-диагональном виде:
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A(ϕ) = S(ϕ)M(ϕ)S−1(ϕ), (4.1)

M(ϕ) =


M0(ϕ) 0 . . . 0 0

0 ϕM1(ϕ) . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . ϕmMm(ϕ) 0
0 0 . . . 0 M∞(ϕ) ≡ 0

 , (4.2)

где S,M, S−1 ∈ A(C,Cn×n), блоки Mk(ϕ), k ∈ N∪{0,∞}, — квадратные, невырожденные
при ϕ = 0 (за исключением k =∞), и некоторые их них могут отсутствовать (иметь
нулевой размер). Если дополнительно A ∈ A(C,Rn×n), то S,M, S−1 ∈ A(C,Rn×n).

Доказательство. Доказательство проведём индукцией по размерности матрицы A.
При n = 1, полагая S(ϕ) = I, M(ϕ) = A(ϕ), получаем представление (4.1), (4.2).

Теперь предположим, что для всех матриц размерности меньше n утверждение тео-
ремы 2 выполняется. Рассмотрим матрицу A(ϕ). Если A(0) невырождена или A(ϕ) ≡ 0,
полагая S(ϕ) = I, M(ϕ) = A(ϕ), получаем представление (4.1), (4.2). Иначе существует
r ∈ N ∪ {0}, такое что A(ϕ) = ϕrÂ(ϕ), где Â(ϕ) — аналитическая и Â(0) 6= 0. Если Â(0)
невырождена, полагая S(ϕ) = I,M(ϕ) = A(ϕ), снова получаем представление (4.1), (4.2).

Допустим теперь, что Â(0) имеет собственное значение λ = 0, которому соответству-
ет жорданова клетка размера больше 1. В силу леммы 6 найдётся такое νA > 0, что
‖ exp(νAÂ(0))‖ > K + 1. Следовательно, для всех ϕ > 0 выполняется

sup
ν>0
‖ exp(νA(ϕ))‖ = sup

ν>0
‖ exp(νϕrÂ(ϕ))‖ = sup

ν>0
‖ exp(νÂ(ϕ))‖ > ‖ exp(νAÂ(ϕ))‖.

В силу непрерывности матричной экспоненты правая часть в некоторой окрестности
ϕ = 0 строго больше K, что противоречит условию теоремы.

Таким образом, остаётся рассмотреть случай, когда собственное значение λ = 0 для
матрицы Â(0) существует и является полупростым (т. е. его геометрическая кратность
совпадает с алгебраической и отлична от нуля). Воспользуемся для матрицы Â(ϕ) тео-
ремой 1. Имеем

A(ϕ) = ϕrS1(ϕ)

 M (∗)(ϕ) 0

0 M (1)(ϕ)

 (S1(ϕ))−1 ,

где M (∗)(0) невырождена, а матрица M (1)(0) нильпотентна; если A ∈ A(C,Rn×n), то
S1, S

−1
1 ∈ A(C,Rn×n). Поскольку у матрицы Â(ϕ) собственное значение λ = 0 было

полупростым, таким же является собственное значение λ = 0 матрицы M (1)(0). Сле-
довательно, M (1)(0) = 0 и M (1)(ϕ) = ϕM̂(ϕ), где M̂(ϕ) — аналитическая функция в
окрестности ϕ = 0.

По построению размерности матрицM (∗)(ϕ) иM (1)(ϕ) отличны от нуля. Значит, раз-
мерность матрицы M̂(ϕ) меньше n, и поэтому для матрицы ir+1M̂(ϕ) верно утверждение
индукции. Значит, A(ϕ) представляется в виде
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ϕrS1(ϕ)



M (∗)(ϕ) 0

0 S2(ϕ)ϕ


M0(ϕ) . . . 0 0

...
. . .

...
...

0 . . . ϕmMm(ϕ) 0
0 . . . 0 0

S−12 (ϕ)


S−11 (ϕ),

причём все матрицы Mk(ϕ) при k ∈ N ∪ {0}, если присутствуют, то невырождены при
ϕ = 0, а если A ∈ A(C,Rn×n), то S2, S−12 ∈ A(C,Rn×n). Полагая

S(ϕ) = S1(ϕ)

(
I 0
0 S2(ϕ)

)
,

M(ϕ) =


ϕrM (∗)(ϕ) 0 . . . 0 0

0 ϕr+1M0(ϕ) . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . ϕr+m+1Mm(ϕ) 0
0 0 . . . 0 M∞(ϕ) ≡ 0

 ,

получаем представление (4.1), (4.2). Теорема доказана.

5. О точности схем в длительном счёте

Будем говорить, что A ∈ A(Cd,Cn×n) устойчива с константойK, если при всех ϕ ∈ Rd
выполняется

sup
ν>0
‖exp(νA(ϕ))‖ 6 K. (5.1)

Критерии устойчивости схемы даются теоремой Крайса о матрицах [6].

Применим теорему 2 для изучения эффектов суперсходимости и повышенной точно-
сти в длительном счёте, присущих некоторым схемам вида (1.2). А именно, покажем,
что они всегда объясняются наличием такого отображения функции на сеточное про-
странство, в смысле которого имеется более высокий порядок аппроксимации. Этот факт
можно сформулировать в виде следующей теоремы.

Теорема 3.Пусть A ∈ A(C,Rn×n) устойчива с константой K, V∈A(C,Rn×1), V (0) 6=0.
Пусть существуют такие C > 0 и Q > P > 1, что при всех ν > 0 и ϕ ∈ R справедлива
оценка

‖(eνA(ϕ) − I)V (ϕ)‖ 6 C(|ϕ|P + |ϕ|Q+1ν). (5.2)

Тогда существуют такие W (ϕ) ∈ A(C,Rn×1) и C̃ > 0, что в некоторой окрестности
ϕ = 0 справедливы оценки

‖V (ϕ)−W (ϕ)‖ 6 C̃|ϕ|P , ‖AW (ϕ)‖ 6 C̃|ϕ|Q+1. (5.3)

Для доказательства нам понадобятся два свойства матричной экспоненты.

Лемма 7. Для любых матриц X и Y верно
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‖eX+Y − eX‖ 6 e‖X‖
(
e‖Y ‖ − 1

)
. (5.4)

Доказательство см. в [7].

Лемма 8. Пусть A — невырожденная матрица и ‖A‖ 6 1. Тогда

‖(eA − I)−1‖ 6 4‖A−1‖. (5.5)

Доказательство. Введём

f(A) =

∞∑
k=1

Ak−1

k!
.

Тогда

‖f(A)− I‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=2

Ak−1

k!

∥∥∥∥∥ 6
∞∑
k=2

‖A‖k−1

k!
6
∞∑
k=2

1

k!
=

( ∞∑
k=0

1

k!

)
− 2 = e− 2,

‖(eA − I)−1‖ = ‖A−1(f(A))−1‖ 6 ‖A−1‖‖(I + (f(A)− I))−1‖ 6 ‖A−1‖
1− ‖f(A)− I‖

6 4‖A−1‖,

что и требовалось доказать.

Перейдём к доказательству теоремы 3.

Доказательство.

Шаг 1. Задание искомой функции W (ϕ). Воспользуемся представлением (4.1), (4.2)
матричной функции A, даваемым теоремой 2. Символом ℵ будем обозначать
множество j ∈ N∪{0,∞}, таких что в матрицеM(ϕ) присутствует блок ϕjMj(ϕ).
Введём обозначение v(ϕ) = S−1(ϕ)V (ϕ). Для j ∈ ℵ символом vj(ϕ) обозначим
j-й блок v(ϕ) (размерность вектора vj соответствует размерностиMj). Функция
vj(ϕ) является аналитической функцией ϕ в некоторой окрестности ϕ = 0, по-
скольку таковой является S−1(ϕ). Поэтому либо найдётся такое pj ∈ N ∪ {0},
что для достаточно малых ϕ имеет место

1

2
cj |ϕ|pj 6 ‖vj(ϕ)‖ 6 cj |ϕ|pj , (5.6)

либо в некоторой окрестности нуля выполняется vj(ϕ) ≡ 0. В последнем случае
положим pj = +∞.

Определим в окрестности ϕ = 0 аналитические функции wj(ϕ) = 0, если pj > P ,
и wj(ϕ) = vj(ϕ), если pj < P . Составим из компонент wj(ϕ) вектор w(ϕ) и
положим W (ϕ) = S(ϕ)w(ϕ). Или, иначе,

W (ϕ) = S(ϕ)


δ0I 0 . . . 0 0
0 δ1I . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . δmI 0
0 0 . . . 0 δ∞I

S−1(ϕ)V (ϕ), (5.7)

где δj = 0, если pj > P , и δj = 1, если pj < P .
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Шаг 2. Проверка свойств W (ϕ). Вектор W (ϕ) является действительнозначным при
iϕ ∈ R, поскольку таковыми являются вектор V (ϕ) и матрицы S(ϕ) и S−1(ϕ).
Левое неравенство в (5.3) для некоторой константы C̃ выполняется по построе-
нию. Рассмотрим теперь правое неравенство в (5.3). Выражение A(ϕ)W (ϕ) от-
личается от правой части (5.7) заменой δj на δjϕjMj(ϕ), и поэтому в некоторой
окрестности ϕ = 0 справедливо

‖A(ϕ)V (ϕ)‖ 6 C̃ max
j:pj<P

|ϕ|j‖Mj(ϕ)‖‖vj(ϕ)‖ 6 C̃ ′|ϕ|Q̃+1,

где
Q̃ = min

j:pj<P
{j + pj − 1}, (5.8)

а C̃ ′ не зависит от ϕ. Таким образом, для доказательства правого неравенства в
(5.3) остаётся показать, что при условии (5.2) величина Q̃, определённая (5.8),
удовлетворяет неравенству Q̃ > Q. Покажем это.

Шаг 3. Доказательство Q̃ > Q. Пользуясь представлением (4.1), (4.2), запишем

(exp(νA(ϕ))− I)V (ϕ) = S(ϕ)
(

exp(νM(ϕ))− I
)
v(ϕ)

= S(ϕ)


...(

exp(νϕjMj(ϕ))− I
)
vj(ϕ)

...

 ,

Пусть mj — размерность блока Mj матрицы M , данной в (4.2). Введём вектор
Ej(ϕ, ν) размерности mj равенством:

Ej(ϕ, ν) = (exp(νϕjMj(ϕ))− I)vj(ϕ). (5.9)

Из (5.2) для некоторой C ′ > 0 при всех ϕ в некоторой окрестности нуля и всех
ν > 0 имеем

‖Ej(ϕ, ν)‖ 6 C ′(ϕP + ϕQ+1ν). (5.10)

Покажем, что оценка (5.10) влечёт неравенство

pj > min{P,Q+ 1− j}, (5.11)

где pj определено (5.6). В случае j = +∞ или pj = +∞ это неравенство очевидно,
поэтому будем предполагать j < +∞ и pj < +∞.

Далее будем рассматривать такие пары значений ϕ и ν, что ϕ > 0 и ν =
ϕ−j‖Mj(0)‖−1. Рассмотрим вначале величину

Ej(ϕ, ν) = (exp(ϕjνMj(0))− I)vj(ϕ). (5.12)

По определению матричной нормы имеем∥∥Ej(ϕ,ϕ−j‖Mj(0)‖−1)
∥∥ >

∥∥[exp(Mj(0)‖Mj(0)‖−1)− I
]−1∥∥−1‖vj(ϕ)‖.

С использованием (5.5) и (5.6) получаем
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∥∥Ej(ϕ,ϕ−j‖Mj(0)‖−1
)∥∥ >

1

8
‖(Mj(0))−1‖−1‖Mj(0)‖−1cjϕpj =

1

8
cjµ
−1
j ϕpj , (5.13)

где µj — число обусловленности матрицыMj(0). МатрицаMj(0) невырожденная
(см. теорему 2), поэтому µj <∞.

Получим теперь оценку на Ej(ϕ, ν). Представим Mj(ϕ) = Mj(0) + ϕκ(ϕ), где
κ ∈ A(C,Cn×n). Тогда (5.9) переписывается в виде

Ej(ϕ, ν) =
[
exp

(
ϕjνMj(0) + ϕj+1νκ(ϕ)

)
− I
]
vj(ϕ).

Рассмотрим разность между Ej и Ej :

Ej(ϕ, ν)− Ej(ϕ, ν) =
[
exp

(
ϕjνMj(0) + ϕj+1νκ(ϕ)

)
− exp

(
ϕjνMj(0)

)]
v(ϕ).

Оценим её по формуле (5.4) при рассматриваемых ограничениях на ϕ и ν:

∥∥Ej(ϕ,ϕ−j‖Mj(0)‖−1) − Ej(ϕ,ϕ−j‖Mj(0)‖−1)
∥∥

6 e
[
exp(ϕ‖κ(ϕ)‖‖Mj(0)‖−1)− 1

]
cjϕ

pj

6 eϕ‖κ(ϕ)‖‖Mj(0)‖−1 exp(ϕ‖κ(ϕ)‖‖Mj(0)‖−1) cjϕpj .

При написании последнего неравенства использовалось ey − 1 6 yey при y > 0.
Отсюда по неравенству треугольника из (5.13) в некоторой окрестности ϕ = 0
получаем ∥∥Ej(ϕ,ϕ−j‖Mj(0)‖−1)

∥∥ >
1

9
cjµ
−1
j ϕpj . (5.14)

С другой стороны, из (5.10) имеем

∥∥Ej(ϕ,ϕ−j‖Mj(0)‖−1)
∥∥ 6 C ′

(
ϕP + ϕQ+1−j‖Mj(0)‖−1

)
. (5.15)

Сопоставим (5.14) с (5.15), поделив на ϕpj :

1

9
cjµ
−1
j 6 C ′

(
ϕP−pj + ϕQ+1−j−pj‖Mj(0)‖−1

)
.

Перейдём в этом неравенстве к пределу при ϕ → 0. Поскольку левая часть
ненулевая, правая часть не должна стремиться к нулю, т. е. должно выполняться
либо P 6 pj , либо Q + 1 − j 6 pj . Это доказывает (5.11). Подставляя (5.11) в
(5.8), получаем Q̃ > Q. Это заканчивает доказательство теоремы.
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6. Примеры

Может сложиться ошибочное впечатление, что наличие жордановых клеток в мат-
рице A(ϕ) свидетельствует о неустойчивости схемы. Приведём два примера устойчивых
схем, аппроксимирующих уравнение переноса ∂u/∂t+ ∂u/∂x = 0, в матрице которых при
всех ϕ 6= 0 имеются жордановы клетки.

Пусть на одной ячейке определены две переменные: “L” и “R”. Пусть начальные дан-
ные отображаются на сетку оператором (Πhf)j,L = (Πhf)j,R = f(jh). Для каждой произ-
водной запишем схему с направленной разностью, а для степеней свободы “L” добавим
к ней дополнительную диссипацию, посчитанную по переменным “R”:

duLj
dt

+
uLj − uLj−1

h
−
uRj+1 − 2uRj + uRj−1

h
= 0,

duRj
dt

+
uRj − uRj−1

h
= 0.

При этом матрица A(ϕ) = iϕ− L(ϕ) имеет вид:

A(ϕ) =

(
λ(ϕ) −2a(ϕ)

0 λ(ϕ)

)
, (6.1)

где λ(ϕ) = iϕ− 1 + e−iϕ и a(ϕ) = 1− cosϕ. При всех ϕ матрица A(ϕ) имеет собственное
значение λ(ϕ) кратности 2, причём при ϕ 6= 0 оно соответствует жордановой клетке
размера 2. Тем не менее схема является устойчивой:

exp(νA(ϕ)) =

(
eνλ(ϕ) −2νa(ϕ)eνλ(ϕ)

0 eνλ(ϕ)

)
.

Поскольку Reλ(ϕ) = −a(ϕ) < 0, выполняется |eνλ(ϕ)| 6 1 и

| − 2νa(ϕ)eνλ(ϕ)| = 2ν|a(ϕ)| exp(ν Reλ(ϕ)) = 2νa(ϕ) exp(−νa(ϕ)),

что в силу положительности a(ϕ) не превосходит supx>0 2xe−x = 2/e.

Пусть теперь на одной ячейке определены три переменные: “L”, “R” и “M ”. Пусть
начальные данные отображаются на сетку оператором (Πhf)j,L = (Πhf)j,R = (Πhf)j,M =
f(jh). Запишем схему:

duLj
dt

+
uLj − uLj−1

h
= 0,

duRj
dt

+
uRj − uLj−1

h
= 0,

duMj
dt

+
uRj+1 − uRj

h
+
uMj − uLj

h
= 0.

При этом

A(ϕ) = iϕ−

 1− e−iϕ 0 0
−e−iϕ 1 0
−1 eiϕ − 1 1

 .

У матрицы A(ϕ) есть простое собственное значение iϕ − (1 − e−iϕ) и собственное зна-
чение λ = iϕ − 1, которому соответствует жорданова клетка размера 2. Она не мешает
устойчивости, так как соответствует значению с отрицательной действительной частью,
отделённой от нуля.
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7. Многомерный случай

В многомерном случае легко построить контрпример, показывающий, что матрицу
A ∈ A(Cd,Rn×n) нельзя привести к блочно-диагональному виду, отнеся в каждый блок
собственные значения одного порядка по |ϕ|.

Пусть ϕ = (ϕ1, ϕ2) и

A(ϕ1, ϕ2) =

(
2i sinϕ1 −2i sinϕ1 − 4 sin2(ϕ2/2)

−2i sinϕ1 + 4 sin2(ϕ2/2) 2i sinϕ1

)
. (7.1)

Поскольку (A(ϕ))∗ = −A(ϕ), она устойчива с константой K = 1. Собственные значения
этой матрицы имеют вид λ± = 2i sinϕ1 ± i

√
4 sin2 ϕ1 + 16 sin4(ϕ2/2). Одно из собствен-

ных значений ограничено величиной порядка O(|ϕ|), а второе — величиной порядка
O(|ϕ|2). Следовательно, если мы хотим привести матрицу A(ϕ) к искомому виду, то
M(ϕ) должна быть диагональной матрицей из собственных значений. Но λ±(ϕ) не яв-
ляются аналитическими функциями в окрестности ϕ = 0.

Некоторые результаты о преобразовании матриц, аналитически зависящих от неско-
льких переменных, можно найти в [8, 9] и др.

Литература

1. Kato T. Perturbation theory for linear operators // Grund. math. Wiss. –– Springer, 1966. ––
Vol. 132. –– P. 477–513.

2. Като Т. Теория возмущений линейных операторов.––М.: Мир, 1972.
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