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1. Введение

1.1. Решаемые в настоящей работе задачи связаны с вычислением математических ожи-
даний линейных функционалов от решения стохастического уравнения переноса излуче-
ния
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(ω,∇Φ) + σ(r)Φ(r, ω) = qσ(r)

∫
Ω
w(ω′, ω; r)Φ(r) dω′ + Φ0(r, ω), (1)

где σ(r) — случайное поле “оптической плотности” среды, Φ(r, ω) — интенсивность (плот-
ность потока) излучения, r ∈ R3, ω = (ωx, ωy, ωz) ∈ Ω = S(3) — единичный вектор на-
правления после рассеяния, S(3) — единичная сфера в R3, ω′ — вектор направления до
рассеяния, q — вероятность выживания кванта излучения в точке столкновения (т. е.
в конце свободного пробега кванта), Φ0(r, ω) — плотность распределения источника ча-
стиц, w(ω′, ω; r) = g(µ, r)/2π — функция рассеяния, где g(µ, r) — индикатриса рассеяния
и µ = (ω′, ω). Рассматривается процесс переноса через слой 0 < x < H. Функцию ви-
да ωxΦ((H, y, z), ω) будем называть полем яркости проходящего излучения, а функцию
I(H, y, z) =

∫
Ω ωxΦ((H, y, z), ω) dω — полем освещённости. Отметим, что I(H, y, z) — это

плотность числа квантов, пересекающих плоскость {H, y, z}. Рассматриваются линейные
функционалы вида J =

∫
X Φ(x)h(x) dx, x = (r, ω), h(x) — весовая функция детектора

излучения.
Соответствующий уравнению (1) случайный столкновительный марковский процесс

переноса квантов излучения является фактически “мгновенным” во временном масштабе
случайных флуктуаций среды. Поэтому непосредственное осреднение изучаемого функ-
ционала по реализациям среды, как правило, не имеет практического смысла. Ему, одна-
ко, можно придать практическое значение в случае стохастической однородной среды и
однородного источника, которые образуют систему, эргодическую относительно осредне-
ния рассматриваемого функционала, так как при этом осреднение по реализациям среды
асимптотически эквивалентно осреднению по увеличивающемуся объёму (или площади)
соответствующего “нормированного” детектора интенсивности излучения. Если при этом
детектор фиксирует освещённость I(H, y, z), то задача фактически сводится к осредне-
нию вероятности Pt(σ) прохождения кванта через среду [1].

1.2. В настоящей работе эффективно используется “метод двойной рандомизации” для
оценки вероятностных моментов серии линейных функционалов:

Jk(σ) =

∫
ϕ(x;σ)hk(x;σ) dx, hk ∈ L∞, k = 1, . . . , n.

Этот метод определяется легко проверяемым соотношением [2]

E

[ n∏
k=1

Jk(σ)

]
= E({Ωk},σ)

[ n∏
k=1

ξk(Ωk;σ)

]
. (2)

Здесь Ωk (k = 1, . . . , n) — условно-независимые траектории квантов излучения для реали-
зации среды с плотностью σ, а {ξk(Ω;σ)} — несмещённые оценки функционалов {Jk(σ)},
то есть Eσξk(Ω;σ) = Jk(σ).

Согласно правилу повторного осреднения (т. е. фактически по теореме Фубини о пред-
ставлении интеграла в виде повторного), соотношение (2) реализуется следующим об-
разом: строится реализация случайной среды (т. е., вообще говоря, поля σ) и затем в
соответствующей фиксированной среде строится серия независимых (точнее, условно-
независимых) траекторий {Ωk}, k = 1, . . . , n, которая даёт вклад в статистическую оцен-
ку величины (2).

Практически весьма важно, что при построении несмещённой оценки момента (2)
для данной реализации σ требуется строить лишь n элементарных оценок функционала.
В частности, при n = 1 можно строить лишь одну такую оценку, так как E(Ω1,σ)ξ(Ω1, σ) =
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EJ1(σ); использование серии условно-независимых траекторий при этом может умень-
шить трудоемкость оценки согласно формулам “метода расщепления” (см., напри-
мер, [3]). Отметим, что при попадании траектории Ω в подобласть среды с уже выбран-
ными значениями σ, их нельзя выбирать заново, иначе возникает ошибка перевыбора [1].
Отметим также, что согласно теореме Фубини правая часть соотношения (2) здесь долж-
на оставаться конечной после замены ξk(Ωk;σ) на |ξk(Ωk;σ)|. При ξk(Ωk;σ) ≥ 0 соотноше-
ние (2) выполняется в любом случае. Ясно, что используя рассмотренный выше алгоритм
оценки момента (2), одновременно можно строить также оценки моментов порядка s < n.
При этом целесообразно использовать все различные подпоследовательности порядка s,
получаемые из последовательности Ω1, . . . ,Ωn.

1.3. Для решения рассматриваемых в настоящей работе задач методом Монте-Карло
траектории квантов необходимо строить в геометрически сложных реализациях слу-
чайных сред. С этой целью в работе использован предложенный в [4] метод “дельта-
рассеяния” (метод максимального сечения) на основе неравенства σ(r) ≤ σm, причём
σm ≈ maxr σ(r). Отметим, что этот метод является прямым следствием инвариантности
свойства пуассоновости точечного потока столкновений относительно случайного проре-
живания (см., например, [5, п. 1.4]). Для реализации соответствующего алгоритма здесь
необходима идентификация элемента разбиения (ячейки), в котором происходит столк-
новение частицы, с целью определения значения плотности среды. В [6] представлены
алгоритмы реализации представленных далее в пункте 5 мозаичных моделей случайных
полей, а также соответствующие алгоритмы идентификации элемента разбиения и алго-
ритмы для вычисления “оптической длины поглощения” τc(Ω), которая определена в [1].

1.4. Для коррелирования сравнительных оценок используется техника “little-frog” [3], т. е.
последовательность псевдослучайных чисел разбивается на подпоследовательности для
построения соответствующих траекторий частиц. Предварительно исходная последова-
тельность разбивается на четыре части. Первая из них используется для моделирования
поля σ(r), вторая — для моделирования направлений пробегов, третья и четвёртая —
для моделирования длины свободного пробега кванта методом “дельта-рассеяния”, как
указано в [6].

2. Формулировка задачи об оценке функциональных
характеристик случайного поля яркости

Для конкретизации математической формулировки задачи рассмотрим процесс пе-
реноса излучения (см., например, [7]) через плоский слой вещества 0 < x < H с коэффи-
циентом ослабления σ(r), r = (x, y, z), причём σ(r) — однородное изотропное случайное
поле. Выполняется равенство σ(r) = σs(r) +σc(r), где σs(r) — коэффициент рассеяния с
заданной индикатрисой рассеяния g(µ) [7], причём σs(r)/σ(r) ≡ q < 1, σc — коэффициент
поглощения. Предполагается, что средний косинус рассеяния µ0 =

∫ 1
0 µg(µ) dµ близок к

единице, т. е. рассеяние существенно анизотропно.
В качестве тестовой в п. 6 рассмотрена задача с параметрами µ0 = 0.9 и q = 0.9,

которые соответствуют переносу видимого солнечного излучения через облачную атмо-
сферу [8]. Рассеяние определяется стандартной индикатрисой Хеньи–Гринстейна с па-
раметром µ0 [7]:

g(µ) =
1

2

1− µ2
0

(1 + µ2
0 − 2µ0µ)3/2

.
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Предполагается, что нормированный “на один квант” источник сосредоточен на гра-
нице слоя x = 0 и направлен по оси x, т. е. распределён с плотностью f1(y, z)δ(ω−(1, 0, 0)),
причём

∫ +∞
−∞ f1(y, z) dydz = 1; соответствующую вероятность прохождения обозначим

через Pt(σ). Введём также обозначение Pt = EPt(σ), т. е. Pt — осреднённая по реа-
лизациям σ(r) вероятность прохождения через указанный слой. Вследствие “горизон-
тальной” однородности стохастической среды для вычисления Pt можно использовать
f1(y, z) = δ(y)δ(z) [7].

Вследствие эргодичности рассматриваемой системы вероятность прохождения кван-
та от достаточно протяжённого пограничного нормированного источника для представ-
ленных далее в п. 2 моделей стохастических сред близка к Pt практически для всех
реализаций среды; это подтверждается результатами численного статистического моде-
лирования, проведённого авторами [1]. Этот факт важен для численной статистической
оценки осреднённой вероятности, так как вариант с точечным источником позволяет
моделировать поле σ(r) в достаточно ограниченном слое.

В настоящем пункте соответственно сказанному в п. 1.1 исследуется более реальная
задача оценки показания достаточно протяжённого “нормированного” детектора частиц
на верхней границе слоя в случае мононаправленного источника, распределённого равно-
мерно на нижней границе (“один квант с единицы площади”). Из нижеследующего видно,
что при выполнении определённых свойств эргодичности такое показание, как функция
случайного поля σ, близко к Pt с дисперсией, асимптотически убывающей при увели-
чении площади нормированного детектора [9] соответственно корреляционной функции
поля освещённости I(H, y, z).

Поэтому одной из главных задач настоящей работы является построение алгоритмов
метода двойной рандомизации для оценки значений корреляционной функции случай-
ного поля освещённости на границе x = H. Строятся также статистические ядерные
оценки плотности осреднённого углового распределения соответствующего поля ярко-
сти на основе аппроксимации ограниченной плотностью усечённого бета-распределения.

Требуемые результаты получаются для элементарной мозаичной модели P пуассо-
новского случайного поля σ(r) с одномерным бернуллиевским распределением и для
“реалистической” модели Σn, которая строится путём суммирования n независимых ре-
ализаций некоторого элементарного поля (см. далее п. 5). Сравнение таких оценок даёт
возможность исследовать вопрос о том, в какой степени они определяются корреляцион-
ным радиусом однородного изотропного поля σ(r), а также значениями математического
ожидания Eσ и дисперсии Dσ.

Осреднённые угловые распределения сравниваются также с аналогичными характе-
ристиками для осреднённого поля σ(r) (т. е. для σ(r) ≡ σ).

3. Оценка корреляционных характеристик
поля освещённости

3.1. Значение поля освещённости I(r0) = I(r0, σ) =
∫
ωxΦ((H, y0, z0), ω) dω в точке

r0 = (H, y0, z0) ∈ {x = H} в значительной степени определяется значениями однородного
поля σ в цилиндрической окрестности

√
(y − y0)2 + (z − z0)2 < rcyl, 0 < x < H точки r0,

так как чем больше rcyl, тем меньше вклад от источников, расположенных вне цилиндра.
Поскольку рассматриваемые далее в п. 5 случайные поля основаны на пуассоновских
точечных потоках, то эвристически понятно, что для этих полей зависимость значе-
ний σ(r), σ(r′) уменьшается при |r − r′| → ∞ и, тем самым, E[I(r0)I(r′0)] → (EI)2 при
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|r0 − r′0| → ∞. Следовательно, нормированная корреляционная функция поля проходя-
щей радиации KI(r)→ 0 при r → 0.

Пусть показание детектора определяется величиной

IT =
1

T 2

∫ T

0

∫ T

0
I(y, z) dydz.

Отметим, что для “горизонтально” однородных источника и стохастической среды
имеем EIT (σ) = Pt и IT (σ) �T→∞ Pt (см. п. 2).

По аналогии с [9], где рассмотрен одномерный вариант задачи, для двумерной области
0 ≤ y, z ≤ T, z = H в [1] получено асимптотическое соотношение

DIT �T→∞ T−2DIρ
(t)
2 , где ρ

(t)
2 =

∫ ∞
0

2πrKI(r) dr, (3)

где KI(r) — нормированная корреляционная функция поля I(σ), причём DI = DI(σ).
Величину ρ

(t)
2 можно назвать “корреляционной площадью” случайного поля I(r).

Можно показать, что для n-мерного поля соответствующий “корреляционный объём”
определяется формулой:

ρ(t)
n =

∫ ∞
0

Snr
n−1KI(r) dr,

где Sn — площадь единичной n-мерной сферы, n ≥ 2.
Для KI(r) = e−λr из (3) имеем

DIT �T→∞ 2πT−2λ−2DI, ρ
(t)
2 �T→∞ 2πλ−2. (4)

Заметим, что оценка (3) величины DIT даёт возможность получить оценку корреля-
ционной площади ρ(t)

2 для достаточно больших значений T ; при этом контроль точности
получается сравнением полученных оценок для значений размеров T и T + ∆T .

3.2. C целью оценки значений корреляционной функции KI(r), дисперсии DI и корре-
ляционной площади ρ(t)

2 на основе “двойной рандомизации” можно использовать “метод
сопряжённых блужданий” [7, 10] для оценки величины I(y, z) при фиксированном σ.
Этот метод формулируется на основе “теоремы оптической взаимности”, т. е. двойствен-
ного представления линейного функционала: Ip = (Φ, p) = (Φ∗,Φ0), где Φ ≡ Φ(r;ω)
— плотность потока частиц (интенсивность излучения), Φ∗ — решение сопряжённого
уравнения переноса со свободным элементом p ∈ L∞, Φ0 — плотность распределения
источника частиц. Преобразование сопряжённого уравнения к виду прямого (см. [7, 10])
показывает, что для оценки величины Ip можно моделировать процесс переноса из ис-
точника с плотностью p(r,−ω) и вычислять “показание приёмника” с весовой функцией
Φ0(r,−ω); в данном случае в качестве Φ0(r, ω) рассматривается плотность распределе-
ния начальных рассеяний.

Для оценки величины I(r0) в моделируемой “сопряжённой” траектории Ω∗(σ; r0) на-
чальные координаты определяются по формулам: r0 = (H, y0, z0), ω = (µ,

√
1− µ2 cosϕ,√

1− µ2 sinϕ), причём µ распределено по закону Ламберта с плотностью вероятности
fµ(x) = 2x, 0 < x < 1, т. е. µ =

√
α, где α равномерно распределено в (0, 1); при этом сле-

дует вводить вспомогательный начальный “вес частицы” Q0 = π [1]. Вклад ξ∗(Ω∗(σ; r0))
сопряжённой траектории в статистическую оценку величины I(r0) определяется суммой
вкладов вида h∗(r, ω) = πΦ0(r,−ω)/σ(r) для каждого столкновения и начального вклада
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exp(−
∫ H

0 σ(t, y, z) dt) [1]. Если поглощение учитывается экспоненциальным множителем
(см. [1, п. 1.4]), то h(r, ω) домножается на σ(r)/σs(r).

3.3. Осреднённое показание детектора EIT оценивается с помощью рандомизации по
площади детектора, а величина DIT — с дополнительной двойной рандомизацией со-
гласно (2) при n = 2. Аналогично можно оценивать корреляционную функцию поля
яркости:

KI(r) = E[I(r0, σ)I(r0 + r, σ)]− P 2
t , |r| = r,

причём в соответствующем выражении (2) n = 2 и траектории Ω1 = Ω∗1, Ω2 = Ω∗2 строятся
из точек r0 и r0 + r соответственно:

KI(r) =
EσE(Ω∗

1,Ω
∗
2)ξ
∗(Ω∗1(σ;H, 0, 0))ξ∗(Ω∗2(σ;H, r, 0))− P 2

t

DI(σ)
.

Оценки значений корреляционной площади ρ(t)
2 (см. п. 1.3) можно получить с помо-

щью “тройной” рандомизации:

ρ
(t)
2 DI(σ) = 2π(40EηEσE(Ω∗

1,Ω
∗
2)ηξ

∗(Ω∗1(σ;H, 0, 0))ξ∗(Ω∗2(σ;H, η, 0))− 800P 2
t ),

где Ω∗(σ;H, η, 0) — случайная сопряжённая (см. п. 3.2) траектория, начинающаяся в
точке (H, η, 0), η — равномерно распределённая на интервале 0 < x < 40 случайная
величина, Pt = EPt(σ) = E(σ,Ω∗)ξ

∗(Ω∗(σ;H, η, 0)). Значение 40 длины интервала инте-
грирования второго момента было выбрано из предположения о том, что корреляцион-
ные функции полей яркости должны быть близки к соответствующим корреляционным
функциям K(r) случайных полей плотности среды и из того, что для рассматриваемых
в работе полей

ρ
(t)
2 =

∫ ∞
0

2πrK(r;P ) dr ≈ 81.4301,

∫ ∞
40

2πrK(r;P ) dr < 1.5 · 10−2.

Дисперсия сопряжённой оценки величины ρ
(t)
2 оказалась слишком большой, в частно-

сти, из-за сильной анизотропии рассеяния и, следовательно, большого изменения функ-
ции Φ0(r, ω) по ω. Поэтому требуемые оценки были получены прямым моделированием
на основе формулы (3), как указано в конце п. 3.1, с ограничением протяжённости слоя,
которое может слабо влиять на сравнительный анализ величины ρ

(t)
2 для разных типов

полей σ(r).

4. Оценки угловой зависимости осреднённого поля яркости

4.1. Далее строятся оценки осреднённой по реализациям среды плотности углового рас-
пределения квантов прошедшего рассеянного излучения. При этом используется сфери-
ческая система координат направления ω в точке выхода: µ = cos θ, ϕ — “широтный”
угол, так что ωx = µ, ωy =

√
1− µ2 cosϕ, ωz =

√
1− µ2 sinϕ.

Для фиксированного σ(r) искомая субстохастическая (т. е. ненормированная) плот-
ность определяется формулой
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f (s)
µ (x, σ) =

1

2π

∫ 2π

0
µΦs(H,ω;σ) dϕ,

где Φs — плотность потока квантов, испытавших хотя бы одно рассеяние.
В настоящей работе для оценки осреднённой по реализациям σ(r) плотности f (s)

µ (x) =

Ef
(s)
µ (x, σ) используется статистическая ядерная оценка с прямоугольным “ядром” (см.,

например, [11]), которая строится на основе “микрогруппированной” выборки по анало-
гии с [12]. При этом нормированная плотность f(x) оценивается среднеинтегральным

значением вида f̂(x) ≈ 1

h

∫ x+h
2

x−h
2

f(x).

Для нахождения оптимального шага осреднения h = h(x) минимизируется средний
квадрат погрешности:

δ2(x) = EH

(
f(x)− m

nh

)2
=
(
f(x)− EH

(m
nh

))2
+ DH

(m
nh

)
.

Здесь n — объём выборки (число прошедших квантов), m — соответствующее число
элементов выборки в интервале

(
x − h

2
, x +

h

2

)
; f(x) = fµ(x) = f

(s)
µ (x)

/ ∫ 1
0 f

(s)
µ (y) dy,

символами EH и DH обозначены соответствующие моменты.
Используя выкладки из [11] для минимизирующего значения h = h(x) (с точностью

до бесконечно-малых величин более высокого порядка), получаем соотношение

h5 � 144f(x)

n(f ′′(x))2
. (5)

Выражение (5) получено для прямого моделирования, т. е. для бернуллиевой оценки
с дисперсией (на одно испытание) Dbern. В настоящей работе используется экспоненци-
альная оценка (см. [1, п. 1.4]) с дисперсией Dexp. Поэтому использованную при выводе

выражения (5) оценку DH

(
m

nh

)
≈ f(x)h

nh2 следует домножать на величину локального
отношения Dexp(h, x)/Dbern(h, x). Поскольку эта величина априори не оценивается, то
в настоящей работе оценка (5) значения h5 домножалась на отношение Dexp/Dbern со-
ответствующих оценок осреднённой вероятности прохождения, т. е. было использовано
некоторое среднее значение поправочного множителя. При этом в качестве объёма вы-
борки используется сумма экспоненциальных весов рассеянных частиц, пересекающих
границу x = H.

Далее в пункте приведены ядерные статистические оценки субстохастической плот-
ности f (s)

µ (x) для квантов излучения, прошедшего через представленный в п. 2 слой ве-
щества толщинойH = 10 иH = 40 с двумя вариантами случайного поля σ(r): элементар-
ным бернуллиевским и реалистическим. Для построения ядерных оценок соответствую-
щих плотностей была использована их аппроксимация усечёнными бета-плотностями:

fµ(x) ≈ fb,α,β(x) = Cb,α,βx
α−1(b− x)β−1, 0 < x < 1, b > 1,

причём параметры b, α, β оценивались по выборке значений µ с “весом” квантов на
границе x = H путём решения системы уравнений:

Cb,α,β

∫ 1

0
xixα−1(b− x)β−1dx = Eµi, i = 1, 2, 3,

где Cb,α,β =
(∫ 1

0 x
α−1(b− x)β−1dx

)−1
.
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Эта система решалась следующим образом. Третье уравнение (для i = 3) рассматри-
валось как уравнение относительно параметра b и решалось методом дихотомии невязки,
причём значения α = α(b), β = β(b) находились из системы двух первых уравнений с
помощью программы Maple.

Ядерная оценка строилась, начиная с x ≈ 0, согласно (5). Значения параметров b,
α, β, а также начального и последнего шагов h0, hN в ядерной оценке для различных
вариантов плотности fµ(x) приведены в таблицах 3 и 4.

5. Вычислительные пуассоновские модели поля σ(r)

5.1. Для построения мозаичного поля Пуассона σ(r;P ) пространство разбивается на
ячейки ансамблем базовых гиперплоскостей, в котором гиперплоскость определяется
точкой пуассоновского точечного потока интенсивности λp во вспомогательном парамет-
рическом пространстве. Точка этого пространства объединяет расстояние h от заданно-
го центра до базовой гиперплоскости и направление её “внешней”, т. е. направленной от
центра, нормали n к базовой гиперплоскости. В работе [13] (см. также [14]) построено
кусочно-постоянное двумерное мозаичное поле Пуассона и показано, что его корреля-
ционная функция экспоненциальна. В работе [15] дано l-мерное обобщение такого поля,
то есть построено l-мерное кусочно-постоянное экспоненциально коррелированное моза-
ичное поле. В [15] также показано, что мозаичное поле Пуассона является однородным
и изотропным в “узком” смысле. Для реализации поля σ(r;P ) строится пуассоновский
точечный поток в пространстве R+ × S(3) с параметром λp , где S(3) — единичная сфе-
ра в R3 с центром в начале координат. Затем пространство R3 разбивается на ячейки,
как указано выше, и для каждой ячейки независимо выбирается случайное постоянное в
ячейке значение поля σ(r) согласно некоторому распределению со средним значением Eσ
и дисперсией Dσ. Отметим, что каждая подобласть полностью определяется (идентифи-
цируется) набором (γ1, . . . , γk, . . .), γk = sign (Fk(r)), где Fk(r) — левая часть уравнения
(nk, [hknk − r]) = 0 соответствующей плоскости Γk, а r — произвольная точка подобла-
сти. Алгоритм построения реализации трёхмерного поля Пуассона построен и детально
описан в [15]. Поле такого типа будем называть элементарным, а в случае бернуллиев-
ского одномерного распределения σ — элементарным бернуллиевским.

Величину ρ =
∫∞

0 K(r) dr обычно называют корреляционной длиной или корреляци-

онным радиусом соответствующего изотропного поля. Здесь K(r) =
K(r)

Dσ
— нормиро-

ванная корреляционная функция. Для мозаичного поля Пуассона K(r) = e−πλpr (см.,
например, [15, 16]), т. е. корреляционная функция является экспоненциальной. Следова-
тельно ρp = 1/(πλp).

5.2. Использование элементарного поля σ(r;P ) для решения практических задач затруд-
нено тем, что его реализации постоянны в элементах разбиения пространства, средний
диаметр S(σ) которых близок к корреляционной длине ρ [15, 16].

Для преодоления этого недостатка в [15] по аналогии с [10] было предложено для
случая безгранично делимого распределения σ использовать следующую модификацию
поля:

σn(r) =

n∑
i=1

σ
(n)
i (r), (6)

причём пуассоновские поля {σ(n)
i (r)} независимы, и случайная величина σn распреде-

лена так же, как σ. Нетрудно видеть, что K(r;σn) = K(r;σ(n)) = e−πλr. Поле σn(r),
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сравнительно с базовым, более эффективно для решения практических задач, так как
S(σn) = n−1S(σ), т. е. при n → ∞ реализации поля σn(r) практически более близки к
непрерывным.

Однако здесь при использовании стандартных безгранично делимых распределений
случайная величина σ(n)(r) не ограничена. Это существенно затрудняет моделирова-
ние случайных траекторий квантов излучения в среде с “коэффициентом ослабления”
σ(n)(r). Численные эксперименты с гамма-распределённой величиной σ(n)(r) показали
также некоторую “нереалистичность” соответствующих изображений, в которых сохра-
няются отдельные большие значения σ(n)(r) при n→∞ [17].

В связи с вышесказанным в [18] разработано представление вида (6) со следующими
свойствами:

Eσ(n)(r) =
m

n
, Dσ(n)(r) =

d

n
, 0 < σ(n)(r) ≤ a(n) < +∞. (7)

При этом Eσn(r) = m = Eσ, Dσn(r) = d = Dσ, ρn = ρ, и, вследствие суммирования
в (7), можно надеяться на “реалистичность” условного одномерного распределения σn(r)
при условии σn(r) > 0, т. е. в заполненной части пространства. Свойства (7), в частности,
позволяют применить алгоритм моделирования случайного пробега кванта, состоящий
в том, что пробег моделируется независимо для каждого из слагаемых σ(n)

i (r) “методом
максимального сечения” [3], и затем выбирается пробег минимальной длины. Этот ал-
горитм следует непосредственно из того, что операции объединения и “прореживания”
пуассоновских точечных потоков сохраняют свойство пуассоновости.

Ясно, что свойства (7) требуют сосредоточения распределения σ(n) в малой окрестно-
сти нуля. Поэтому здесь целесообразно рассмотреть распределения с “атомом” в нуле, т. е.
P(σ(n) = 0) = p(n), и некоторой плотностью f (n)(u) ≡ f (n)(u|σ > 0) условного распреде-
ления σ(n) в заполненной части пространства. Предварительные исследования показали,
что целесообразно использовать плотность f (n)

β (u) = Cνu
ν−1(a(n)− u)ν−1 симметричного

“бета”-распределения.
Из формул (7) и соотношения P0 = P(σ∞ = 0) = limn→∞(p(n))n получаем следующие

выражения:

1− p(n) =
2(ν + 1)

(2ν + 1)

(
1 +

dn

m2

) , a(n) =
2ν + 1

ν + 1

(
m

n
+
d

m

)
,

P0 = exp

(
−2m2(ν + 1)

d(2ν + 1)

)
,

m2

d
< | lnP0| < 2

m2

d
.

(8)

Рассматривая поле σn(r) в ограниченной области D ⊂ R3, имеем σn ∈ Lp(D). В [18]
доказано следующее утверждение

Теорема 1. Случайные поля σn(r) =
∑n

i=1 σ
(n)
i (r), r ∈ D ⊂ R3, слабо сходятся в мет-

рике Lp(D) к полю σ(r), согласованные конечномерные распределения которого опреде-
ляются свойствами пуассоновского поля σ(n)(r).

Введём обозначения: mc = E(σ|σ > 0), dc = D(σ|σ > 0). На основе соотношений

m = (1− P0)mc, d = P0(1− P0)m2
c + (1− P0)dc

и (8) получается выражение
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ν =
1

2

2
m2

d
− | lnP0|

| lnP0| −
m2

d

> 0. (9)

Плотность fn(x) условного распределения σ в заполненной части пространства можно
получить с помощью формулы свёртки [18]; в настоящей работе строилась её достаточно
точная оценка f̃n(x) типа гистограммы.

Представленные в п. 6 расчёты были проведены для следующего варианта парамет-
ров реалистического поля:

m = 1, d = 0.16, P0 = 0.00055, n = 10.

При этом формула (9) даёт значение ν = 2.
Для статистической оценки f̃10 плотности f10 было вычислено её “информационное

расхождение” [19]:

Iγ(10) = −
∫ ∞

0
fγ(u) ln(f(u)/fγ(u)) du = 0.025

по отношению к плотности fγ(u) = Cγu
α−1e−qu, u > 0, гамма-распределения со сред-

ним mc и дисперсией dc; при этом параметры определяются формулами: α =
m2

d
= 6.25,

q =
m

d
= 6.25.

Отметим, что Iγ(50) = 0.015, а Iγ(1) = 0.062, т. е. использование варианта с n = 10
является целесообразным; это подтверждается графически (см. рисунок 1).

Отметим, что оценки весовой L1-нормы Îγ =
∫∞

0 fγ(u)|fγ(u)−f̃(u)| du здесь находятся
в том же соотношении:

Îγ(1) = 0.172, Îγ(10) = 0.084, Îγ(50) = 0.062.

Эти оценки, как и сравнение соответствующих графиков (см. рис. 1), показывают,
что использование плотности fβ даёт достаточно “реалистические” распределения σ в
заполненной части пространства уже при n = 10. Разработанная таким образом модель
случайного поля далее обозначается символом Σn.

Рис. 1. Статистические оценки f̃n(x) для n = 1, 10, 50, а также соответствующая гамма-
плотность fγ(x)



А.Ю. Амбос, Г.А. Михайлов 359

6. Результаты расчётов

Методом Монте-Карло с использованием дополнительной рандомизации для решения
сформулированной в пунктах 1–4 задачи были построены оценки величин Pt = EPt(σ),
DI(σ), корреляционной площади ρ2 и значений нормированной корреляционной функ-
ции K(r) поля освещённости, а также оценок нормированной плотности осреднённого
углового распределения поля яркости для проходящего излучения. Эти результаты бы-
ли получены для двух вариантов поля σ:

- элементарное пуассоновское поле P с одномерным бернуллиевским распределени-
ем: P (σ = 0.6) = P (σ = 1.4) = 0.5

- “реалистическое” поле Σn с n = 10, представленное в п. 5.2.

Для обоих вариантов выполняются соотношения:

Eσ = m = 1, Dσ = d = 0.16, ρ = 3.6.

Значения Pt и осреднённые плотности углового распределения яркости были также
оценены для детерминированного поля D с σ(r) ≡ Eσ = 1.

Оценки корреляционных характеристик поля освещённости были получены для тол-
щины слоя H = 10, а значений Pt и угловой плотности для H = 10 и H = 40.

На рисунках 2, 3 представлена визуализация поля освещённости для проходящего
излучения.

Рис. 2. Сечение поля P и соответствующие поля проходящей радиации для толщин слояH = 10
и H = 20, размер области 50× 50, масштаб 200× 200 пикселей. Число сопряжённых траекторий
на один пиксель N = 5000

Рис. 3. Сечение поля Σ10 и соответствующие поля проходящей радиации для толщин слоя
H = 10 и H = 20, размер области 50 × 50, масштаб 200 × 200 пикселей. Число сопряжённых
траекторий на один пиксель N = 5000
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Можно отметить, что в литературе (см., например, [20]) чаще приводят не имеющие
реального смысла изображения плоских разрезов (сечений) полей σ(r), которые различа-
ются для различных типов σ(r) более существенно, чем соответствующие изображения
полей яркости проходящего излучения.

Представленные на рис. 1 статистические оценки f̂n(x) плотностей условных одно-
мерных распределений для полей Σn в заполненной части пространства подтверждает
достаточную реалистичность поля Σ10.

В таблицах 1 и 2 приведены оценки величин Pt и оценки осреднённой вероятности
Pd = E exp(−

∫ H
0 σ(t, 0, 0) dt) прямого (т. е. без столкновений) прохождения кванта через

среду для H = 10 и H = 40. Эти результаты подтверждают указанное в [1] опреде-
ляющее влияние параметров m, d, ρ на прохождение излучения через стохастическую
среду при фиксированной степени разорванности P0 (а также индикатрисы рассеяния и
значения q). Отметим, что во всех таблицах в качестве погрешностей приведены средне-
квадратические отклонения статистических оценок.

Таблица 1. Оценки Pt и Pd для H = 10, N = 107

Варианты поля Pt Pd

P 0.20576 ± 5.8e−005 0.00051908 ± 2.7e−007
Σ10 0.20519 ± 5.8e−005 0.00091222 ± 1.7e−006
D 0.18087 ± 4.6e−005 0.0000453999

Таблица 2. Оценки Pt и Pd для H = 40, N = 107

Варианты поля Pt Pd

P 0.0008084 ± 1.2e−006 2.45e−013 ± 7.1e−015
Σ10 0.0008070 ± 1.7e−006 1.1e−011 ± 5.1e−012
D 0.0003865 ± 4.7e−007 4.248e−018

Таблицы 3 и 4, а также графическое исследование, показывают, что нормированные
угловые плотности fµ(x) для вариантов поля P и Σ10 практически совпадают так же,
как и значения Pt. Поэтому на рис. 4 приведены лишь графики плотностей fµ(x), со-
ответствующие полям Σ10 и D для H = 10 и H = 40. Они были построены указанным
в п. 4 “ядерным” способом на основе аппроксимации урезанной β-плотностью. Видно,
что при увеличении H угловые плотности для вариантов сближаются и приближаются
к ламбертовской: fµ(x) = 2x.

Таблица 3. Значения b, α, β, а также начальный h0 и последний шаг hN , H = 10

Варианты поля b α β h0 hN

P 1.039 2.3372 0.3682 0.0306 0.0111
Σ10 1.0367 2.3359 0.3770 0.0307 0.0112
D 1.1 2.3268 0.2902 0.0071 0.0107

Таблица 4. Значения b, α, β, а также начальный h0 и последний шаг hN , H = 40

Варианты поля b α β h0 hN

P 1.299 2.5089 0.2827 0.0222 0.0455
Σ10 1.339 2.4831 0.2004 0.0234 0.0475
D 1.35 2.4778 0.2581 0.0189 0.0460
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Рис. 4. Нормированные условные угловые плотности для полей Σ10 и D, H = 10 и H = 40;
число траекторий n = 107

Отношения приведённых в табл. 5 оценок дисперсий DIT для T = 70 и T = 80
статистически незначительно отличаются от величины (T2/T1)2 ≈ 1.31. Следовательно,
можно использовать приближение ρ(t)

2 ≈ T 2DIT /DI. Отметим, что приведённые в табл. 5
оценки получены прямым моделированием траекторий от нормированного равномерного
источника в квадрате: −(T+2H) ≤ y, z ≤ T+2H, причём получаемые оценки числа про-
ходящих частиц домножались на (T+2H)2

T 2 . При этом для каждой реализации поля σ для
уменьшения трудоёмкости вычислений строилось 100 условно-независимых траекторий.

Таблица 5. Оценки дисперсий DIT . Число траекторий n = 107 × 100 для P , n = 106 × 100
для Σ10

Варианты поля DI DI70 DI80

P 0.00790094 ± 0.00013 0.00027066243 ± 4.4e−6 0.00020136243 ± 3.6e−6
Σ10 0.00852421 ± 0.00047 0.00019939473 ± 1.4e−5 0.00013639473 ± 1.1e−5

В таблице 6 приведены оценки значений корреляционных площадей ρ(t)
2 и значений λ

по формулам (3) и (4), причём среднеквадратические погрешности оценены с помощью
линеаризации. Значения λ вычислялись по формуле (4) с T = 80. Отметим, что соотно-
шение оценок ρ(t)

2 соответствует большей хаотичности варианта поля Σ10, сравнительно
с вариантом P .

Таблица 6. Оценки величин ρ(t)2 и λ

Варианты поля ρ
(t)
2,70 ρ

(t)
2,80 λ80

P 167.859 ± 0.0554 163.110 ± 0.0495 0.196 ± 0.000133
Σ10 114.619 ± 0.1460 102.406 ± 0.1250 0.247 ± 0.000428
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На рис. 5 приведены построенные по 20 значениям аргумента r графики получен-
ных методом сопряжённых блужданий оценок корреляционных функций, которые по-
казывают их асимптотическую близость к exp(−λr) с учётом большой статистической
погрешности этих оценок (как правило приводящей к их занижению) для поля Σ10.

Рис. 5. Статистические оценкиK(r), а также соответствующие экспоненциальные оценки. Чис-
ло траекторий n = 3.2 · 107 × 10 для P , n = 3.2 · 106 × 10 для Σ10

Расчёты проводились с использованием гибридного кластера НКС-30Т ЦКП ССКЦ
ИВМиМГ СО РАН.
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