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Вычислена группа точечных преобразований, допускаемая трехмерным уравнением Ка-
домцева—Петвиашвили.Приводится пример инвариантного решения.Найдены точные
решения исследуемого уравнения в виде двойных волн. Полученные решения выража-
ются через элементарные функции и описывают взаимодействие пары солитонов. Также
построены гладкие ограниченные рациональные решения.
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Введение. Двумерное уравнение Кадомцева — Петвиашвили (КП)

(ut + 6uux + uxxx)x + δuyy = 0, δ = ±1

рассматривалось во многих работах [1–5]. Для этого уравнения найдены солитонные, ра-
циональные, периодические и условно периодические решения. Поведение решений суще-
ственно зависит от знака коэффициента δ. При δ = 1 уравнение имеет отрицательную
дисперсию и описывает некоторые типы длинных волн на мелкой воде.

Трехмерный аналог уравнения КП (3dКП)

(ut + 6uux + uxxx)x + δ(uyy + uzz) = 0, δ = ±1 (1)

используется в физике плазмы [6, 7] и механике газожидкостных сред [8]. Для этого урав-
нения были найдены односолитонные и периодические решения [9, 10].

Допускаемая точечная группа преобразований уравнения КП вычислена в [11]. Эта
группа сходна с группой симметрий уравнения Хохлова— Заболоцкой [12], но не совпадает
с ней.

В данной работе определяется группа точечных симметрий уравнений 3dКП [13], за-
висящих от трех произвольных функций времени, приводится пример инвариантного ре-
шения, описывающего односолитонное решение. Затем строятся двухсолитонные и раци-
ональные решения, принадлежащие классу двойных бегущих волн. При построении ис-
пользуются преобразование Хироты [14] и метод неопределенных коэффициентов. Ранее
такой подход применялся для нахождения решений системы Буссинеска [15].
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1. Симметрии и некоторые инвариантные решения. Допускаемая алгебра точ-
ных симметрий двумерного уравнения КП найдена в [6]. Насколько известно авторам дан-
ной работы, симметрии уравнения 3dКП (1) ранее не вычислялись. Поэтому ниже приво-
дится алгебра Ли допускаемых операторов уравнения 3dКП:
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Здесь F , G, H — произвольные гладкие функции t. Оператор Y3 соответствует обобщен-
ному преобразованию Галилея вдоль оси x:

x̃ = x + aH, ũ = u + aHt/6

(a — параметр группы). Операторы Y4, Y5, Y6 порождают преобразование переноса по t,
вращения и растяжения соответственно. Оператор Y1 задает преобразование

ỹ = y + aF, x̃ = x− (ay + a2F/2)Ft, ũ = u− (ay + a2F/2)Ftt/12.

Аналогичные преобразования задаются оператором Y2.
Кроме того, имеют место три дискретные симметрии:

S1 = {t̃ = −t, x̃ = −x}, S2 = {ỹ = −y}, S3 = {z̃ = −z}.
Рассмотрим подалгебру, порожденную тремя операторами переноса:
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Решения, инвариантные относительно группы преобразований, соответствующей этой
подалгебре, имеют вид бегущей волны:

u = f(x + ny + rz − wt).

Обозначая x + ny + rz − wt через ϕ и подставляя f в уравнение 3dКП, получаем
обыкновенное дифференциальное уравнение четвертого порядка

f IV + (δn2 + δr2 − w)f ′′ + 3(f2)′′ = 0.

Интегрируя его два раза и отбрасывая константы интегрирования, находим уравнение
второго порядка

f ′′ + 3f2 + (δn2 + δr2 − w)f = 0. (2)

В общем случае решения последнего уравнения выражаются через эллиптическую функ-
цию Вейерштрасса. Частными решениями уравнения (2) являются функция

f = 2b2/ ch2(bϕ),

где b2 = (w − δ(n2 + r2))/4, и функция

f = −2/ϕ2

при выполнении соотношения w = δ(n2 + r2). Заметим, что данные решения получаются
из решений уравнения Кортевега — де Фриза в результате действия допускаемой группы.
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Используя другие трехмерные подалгебры алгебры симметрий, можно свести уравне-
ние 3dКП к другим обыкновенным дифференциальным уравнениям. Однако поиск реше-
ний таких уравнений часто существенно затруднен.

2. Двойные волны и рациональные решения. Для построения решений 3dКП
будем использовать преобразование Хироты

u = 2
∂2

∂x2
ln τ, (3)

где τ — новая функция t, x, y, z. Подставляя (3) в уравнение 3dКП и дважды интегрируя
его по x, получаем следующее билинейное уравнение:

ττtx − τtτx + ττxxxx − 4τxτxxx + 3τ2
xx + δ(ττyy − τ2

y + ττzz − τ2
z ) = 0. (4)

При τz = 0 получается известное билинейное уравнение, соответствующее двумерному
уравнению КП.

Будем искать двойные бегущие волны уравнения (4), т. е. решения вида

τ = g(ϕ1, ϕ2),

где ϕi = ki+niy+rit+wit (i = 1, 2); ki, ni, ri, wi ∈ R. Предположим, что функция τ является
многочленом второго порядка от экспонент:

τ = 1 + s1f1 + s2f2 + s20f
2
1 + s12f1f2 + s02f

2
2 , (5)

где s1, s2, s20, s12, s02 ∈ R; fi = eϕi . Подставляя (5) в (4), получаем многочлены относи-
тельно f1, f2. Приравнивая к нулю коэффициенты этого многочлена, находим нелинейную
алгебраическую систему относительно ki, ni, ri, wi, s1, s2, s20, s12, s20. Для построения
решений этой системы целесообразно использовать системы компьютерной алгебры типа

Maple или REDUCE.
Приведем одно из решений нелинейной алгебраической системы:
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(6)

Если s1, s2, s12 — положительные числа, то функция τ определяет двухсолитонное решение
уравнения 3dКП.

Пусть при δ = 1 выполняется соотношение

3(k2
1k2 − k2

2k1)
2 = (k1n2 − k2n1)

2 + (k1r2 − r1k2)
2.

Тогда в формуле (6) s12 = 0. В этом случае (при s1 > 0, s2 > 0) получаем резонансное
решение уравнения 3dКП. Для двумерного уравнения КП такие решения найдены в [2].
На рис. 1 представлено решение (6) при z = −1, t = 0.

При δ = −1 можно построить гладкие ограниченные решения уравнения 3dКП с

комплексными параметрами ki, ni. Например, если k1 = 1+i, k2 = k̄1, n1 = −1+4i, n2 = n̄1,
s1 = s2 = r1 = r2 = 1, то решение уравнения 3dКП является гладким и ограниченным.
Это решение локализовано вблизи плоскости x − y + z − 3t = 0 в пространстве R4. На
рис. 2 представлено данное решение при z = −1, t = 0.

Билинейное уравнение (4) имеет решение в виде тройных бегущих волн:

τ = 1 + s1f1 + s2f2 + s3f3 + s12f1f2 + s13f1f3 + s13f1f3 + s23f2f3 + s123f1f2f3. (7)

Здесь s1, s2, s3, s12, s13, s23, s123 ∈ R; fi = ekix+niy+riz+wit. При этом должны выполняться
равенства
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и соотношения, аналогичные соотношению (6) для s12, s13, s23.
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Рис. 1 Рис. 2

Рис. 1. Решение уравнения 3dКП, соответствующее формуле (6)

Рис. 2. Решение уравнения (1) с комплексными параметрами

Построим рациональные решения уравнения 3dКП в виде двойных волн. Для этого
будем искать решения билинейного уравнения (4) в виде многочлена второго порядка

τ = s0 + s1ϕ1 + s2ϕ2 + s20ϕ
2
1 + s12ϕ1ϕ2 + s02ϕ

2
2,

где ϕ = kix + niy + riz + wit. Подставляя τ в (4), получаем многочлен относительно t,
x, y, z. Приравнивая его коэффициенты к нулю, получаем систему нелинейных алгебраи-
ческих уравнений. Эта система имеет много решений, в данной работе приводятся лишь
некоторые из них, имеющие наиболее компактный вид.

Одно из полиномиальных решений уравнения (4) записывается в виде

τ = 1 + (k1x− (3k4
1 − n2

1)t/k1 + n1y)2 + 3k4
1z

2.

Заметим, что вдоль прямых, являющихся пересечением плоскостей k1x + n1y = const,
z = const (в пространстве R3(x, y, z)), решение соответствующего 3dКП не стремится

к нулю при |x| → ∞, |y| → ∞, но является ограниченным. Подобные решения имеют
большее сходство с солитонами, чем с так называемыми лампами.

Следующее решение уравнения (4) имеет вид

τ = 1 + ϕ2
1 + ϕ2

2, (8)

при этом параметры n1, w1, w2 задаются формулами
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Функция (8) также определяет гладкое ограниченное решение уравнения 3dКП, например
при k1 = 2, k2 = 2, n2 = 3, r1 = 0,5, r2 = 0,2.

Следует отметить, что нелинейное уравнение (4) имеет решения, являющиеся трой-
ными волнами. Вид решений задается формулой (7), где fi = kix+niy+riz+wit. Поскольку
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Рис. 3. Функция u при t = 0

эти решения очень громоздкие и не являются гладкими при s123 6= 0, в данной работе они
не рассматриваются.

В заключение приведем еще два решения двумерного уравнения КП при δ = −1.
Первое решение имеет вид

u =
2(14t2 + 12tx + 44ty − 2x2 − 4xy + 6y2 + 6t− 2x− 2y + 1)

(25t2 − 6tx + 10ty + x2 + 2xy + 5y2 − 3t + x + y + 1)2
.

Функция u при t = 0 представлена на рис. 3. Второе решение является сингулярным
и задается формулой

u =
32(3t + 1)2

(27t2 + 12tx + 18ty + 6t + 4x + 6y + 6)2
.

Таким образом, в работе представлена часть найденных решений уравнения 3dКП.
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