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1. Введение

С самого начала большинство работ, где рассматривались сингулярные дифференци-
альные уравнения второго и третьего порядков (например, статьи Динга и Талиаферро
[20, 23]), привлекло внимание многих специалистов по дифференциальным уравнениям.
Позднее метод верхних и нижних решений [5, 10], теорема Пуанкаре–Биркгофа о скручи-
вании [1, 13], теория топологической степени [7, 15, 16], теорема Шаудера о неподвижной
точке [19], теорема Красносельского о неподвижной точке в конусе [2, 9, 12, 22], теоре-
ма Леггетта–Вильямса о неподвижной точке [18] (в исследовании высокого порядка, в
частности второго и четвертого) и теория индексов о неподвижной точке [11] использо-
вались для изучения вопроса о существовании положительных периодических решений
сингулярных дифференциальных уравнений второго, третьего и более высоких поряд-
ков. Некоторые результаты относительно существования решения дифференциального
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уравнения четвертого порядка можно найти в статьях [8, 13, 24, 25]. Представим несколь-
ко задач для дифференциального уравнения четвертого порядка. В 2003 г. Конти с со-
авторами [17] исследовали уравнение четвертого порядка:

u(4)(t)− cu′′(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, T ],

с периодическими граничными условиями, где c ≥ (− π
T )2, f : R2 → R — функция непре-

рывная, T -периодическая по t и имеет сверхлинейное поведение при 0 и на бесконечности.
В 2009 г. Ли и Жанг [28] использовали некоторые постоянные Соболева для явной ха-
рактеристики класса потенциалов q(t) ∈ Lp(0, T ), для которого периодическое уравнение
пучка с периодическим граничным условием

u(4)(t) = q(t)u(t), t ∈ (0, T ),

u(i)(0) = u(i)(T ), i ∈ {0, 1, 2, 3},

является невырожденным. В качестве приложения они получили единственность перио-
дических решений некоторого класса сверхлинейных уравнений пучка. Недавно Москони
и Сантра [21] доказали, что если F ∈ C(R) коэрцитивно и {F ′ = 0} дискретно, обобщен-
ное уравнение Фишера–Колмогорова:

u(4) − cu′′ + F ′(u) = 0

имеет L∞(R) решения, если и только если F ′ меняет знак, по крайней мере дважды. В
качестве следствия ими было доказано, что в случае решения un,

u(4)n − cnu′′n + F ′(un) = 0,

‖un‖∞ → ∞, если cn → 0; в том случае, если F имеет единственный локальный мини-
мум, этот единственный минимум является невырожденным и int{F ′ = 0} 6= φ. Нако-
нец, они представили критерии, гарантирующие существование и несуществование T -
периодических решений приведенного выше уравнения, когда F имеет многочисленные
потенциальные ямы.

В [27] Ли изучал вопрос существования положительных решений следующей краевой
задачи: {

u(4) − βu′′ + αu = f(t, u), 0 ≤ t ≤ 1,

u(i)(0) = u(i)(1), i = 0, 1, 2, 3,

при следующих условиях:
(C1) f : [0, 1]× [0,∞)→ [0,∞) непрерывно,
(C2) α, β ∈ R и удовлетворяют 0 < α < (β2 + 2π2)2, β > −2π2, α

π4 + β
π2 + 1 > 0.

В [14] Конг и Цзян исследовали приведенную выше краевую задачу в том случае,
когда β = 0 с использованием теоремы Красносельского о неподвижной точке в конусе.

В этой работе мы сначала рассмотрим вопрос единственности и существования реше-
ний и итерационный метод для следующего дифференциального уравнения четвертого
порядка:

u(4)(t)− ρ4u(t) = f(t, u(t)), t ∈ [0, ω], (1.1)

со следующими двухточечными граничными условиями:

u(i)(0) = u(i)(ω), i ∈ {0, 1, 2, 3}, (1.2)

где ρ ∈ R+, f ∈ C([0, ω]× R,R).
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Затем рассмотрим более общую краевую задачу:{
u(4)(t)− a(t)u(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, ω),

u(i)(0) = u(i)(ω), i = 0, 1, 2, 3,
(1.3)

где a(t) ∈ C([0, ω], (0,∞)) и f ∈ C([0, ω]× [0,∞), [0,∞)).
Очевидно, что краевая задача (1.1), (1.2) может рассматриваться как особый случай

краевой задачи (1.3) с a(t) = ρ4. Поскольку параметр a(t) является переменным, прямое
преобразование краевой задачи (1.3) в интегральное уравнение невозможно. С другой
стороны, рассматриваемое уравнение четвертого порядка (1.1) можно привести, очевид-
но, к системе первого порядка:

u′ =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
ρ4 0 0 0

u+


0
0
0

f(t, u(t))


с граничным условием u(0) = u(ω), что было рассмотрено в работе Лакшмикантхама и
Лила [26]; существование решения исследовалось в случае, когда a(t) = α — постоянный
параметр. В данной статье оценки ошибки даны для краевой задачи (1.1), (1.2), и теорема
индекса неподвижной точки будет использоваться вместе с операторной спектральной
теоремой для определения существования положительных решений краевой задачи (1.3).
Статья организована следующим образом: в пункте 2 представлена функция Грина для
линейного дифференциального уравнения четвертого порядка

u(4)(t)− ρ4u(t) = h(t).

Здесь h ∈ C(R, (0,∞)) — ω-периодическая функция. Получены некоторые полезные свой-
ства функции Грина. В п. 3 с использованием теоремы Банаха о неподвижной точке и
результатов п. 2, получены существование и единственность решений и итерационный
метод для задачи (1.1), (1.2). В заключение мы используем теорему индекса неподвижной
точки вместе с операторной спектральной задачей для установления факта существова-
ния положительных решений краевой задачи (1.3). Приводится пример для иллюстрации
наших результатов.

2. Предварительная работа

Пусть X = C[0, ω] имеет норму ‖u‖ = maxt∈[0,ω]|u(t)|. Обозначим

C−ω = {u(t) ∈ X, u(t) < 0, u(ω) = u(0), t ∈ [0, ω]}.

Лемма 2.1. Для ρ > 0 и h ∈ X уравнение{
u(4)(t)− ρ4u(t) = h(t), t ∈ [0, ω],

u(i)(0) = u(i)(ω), i ∈ {0, 1, 2, 3},
(2.1)

имеет единственное ω-периодическое решение следующего вида:

u(t) =

ω∫
0

G(t, s)(−h(s)ds,

где
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G(t, s) =



exp(ρ(t−s)) + exp(ρ(s+ω − t))
4ρ3(exp(ρω)−1)

+
sin(ρ(t−s))− sin(ρ(t−s−ω))

4ρ3(1− cos(ρω))
,

0 ≤ s ≤ t ≤ ω,

exp(ρ(t+ω−s)) + exp(ρ(s−t))
4ρ3(exp(ρω)−1)

+
sin(ρ(s−t))− sin(ρ(s−ω − t))

4ρ3(1− cos(ρω))
,

0 ≤ t ≤ s ≤ ω.

(2.2)

Доказательство. Легко убедиться, что соответствующее однородное уравнение (2.1)
имеет решение

v(t) = c1 exp(ρt) + c2 exp(−ρt) + c3 cos(ρt) + c4 sin(ρt).

Используя метод вариации параметров, мы имеем

c
′
1(t) =

exp(−ρt)h(t)

4ρ3
, c

′
2(t) =

− exp(ρt)h(t)

4ρ3
,

c
′
3(t) =

sin(ρt)h(t)

2ρ3
, c

′
4(t) =

− cos(ρt)h(t)

2ρ3
,

значит,

c1(t) = c1(0) +

t∫
0

exp(−ρs)h(s)

4ρ3
ds, c2(t) = c2(0) +

t∫
0

− exp(ρ)h(s)

4ρ3
ds,

c3(t) = c3(0) +

t∫
0

sin(ρs)h(s)

2ρ3
ds, c4(t) = c4(0) +

t∫
0

− cos(ρs)h(s)

2ρ3
ds.

Поскольку u(0) = u(ω), u′(0) = u′(ω), u′′(0) = u′′(ω), u(3)(0) = u(3)(ω), мы получим

c1(0) =

ω∫
0

exp(ρ(ω − s))
4ρ3(1− exp(ρω))

h(s)ds, c2(0) =

ω∫
0

exp(ρs)

4ρ3(1− exp(ρω))
h(s)ds,

c3(0) = −
ω∫

0

sin(ρs)− sin(ρ(s− ω))

4ρ3(1− cos(ρω))
h(s)ds, c4(0) = −

ω∫
0

cos(ρ(s− ω))− cos(ρs)

4ρ3(1− cos(ρω))
h(s)ds.

Следовательно,

u(t) = c1(t) exp(ρt) + c2(t) exp(−ρt) + c3(t) cos(ρt) + c4(t) sin(ρt)

=

t∫
0

[
exp(ρ(t−s))+ exp(ρ(s+ω−t))

4ρ3(exp(ρω)−1)
+

sin(ρ(t−s))− sin(ρ(t−s−ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

]
(−h(s))ds+

ω∫
t

[
exp(ρ(t+ω−s))+ exp(ρ(s−t))

4ρ3(exp(ρω)−1)
+

sin(ρ(s−t))− sin(ρ(s−t−ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

]
(−h(s))ds

=

ω∫
0

G(t, s)(−h(s))ds.

Используя прямое вычисление, мы получим решение u, удовлетворяющее периодическо-
му граничному условию задачи (2.1).
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Теперь представим свойства функции Грина для (2.1).

Лемма 2.2. Функция Грина удовлетворяет равенству
∫ ω
0 G(t, s)ds= 1

ρ4
, и если ρ < π

ω

справедливо, то 0 < l ≤ G(t, s) ≤ L для всех t ∈ [0, ω] и s ∈ [0, ω], где l = 1
4ρ3(exp(ρω)−1) и

L = 1+exp(ρω)
4ρ3(exp(ρω)−1) + 1

2ρ3(1−cos(ρω)) .

Доказательство. Из (2.2) мы получим
∫ ω
0 G(t, s)ds = 1

ρ4
. Если ρ < π

ω , мы имеем
G(t, s) > 0 для всех t ∈ [0, ω] и s ∈ [0, ω]. Теперь вычислим нижнюю и верхнюю гра-
ницы для G(t, s), s ∈ [0, ω], с использованием следующих оценок:

1

4ρ3(exp(ρω)− 1)
≤ exp(ρ(t− s)) + exp(ρ(s+ ω − t))

4ρ3(exp(ρω)− 1)
≤ G(t, s)

и

G(t, s) =
exp(ρ(t− s)) + exp(ρ(s+ ω − t))

4ρ3(exp(ρω)− 1)
+

sin(ρ(t− s))− sin(ρ(t− s− ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

≤ 1 + exp(ρ(ω))

4ρ3(exp(ρω)− 1)
+

sin(ρ(t− s− 1
2ω + 1

2ω))− sin(ρ(t− s− 1
2ω −

1
2ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

≤ 1 + exp(ρω)

4ρ3(exp(ρω)− 1)
+

2 cos(ρ(t− s− 1
2ω)) sin(ρ(12ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

≤ 1 + exp(ρω)

4ρ3(exp(ρω)− 1)
+

1

2ρ3(1− cos(ρω))
.

Для справки вкратце напомним теорему Банаха о неподвижной точке и соответству-
ющие оценки ошибки.

Лемма 2.3 [6]. Пусть M — замкнутое непустое множество в банаховом простран-
стве X, а A : M → M — k-сжимающий оператор, т. е. существует k, 0 ≤ k < 1
такое, что для всех u, v ∈M мы имеем

‖Au−Av‖ ≤ k‖u− v‖. (2.3)

Рассмотрим операторное уравнение

Au = u, u ∈M, (2.4)

и для всех u0 ∈M итерацию

un+1 = Aun, n = 0, 1, 2, . . . . (2.5)

Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) существование и единственность: существует единственное u∗, которое решает
(2.4), т. е. Au∗ = u∗;

(ii) сходимость итерационного метода: для всех u0 ∈M мы имеем lim→∞un = u∗;

(iii) оценки ошибки: для всех n = 0, 1, 2, . . . имеется так называемая априорная оценка
ошибки
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‖un − u‖ ≤
kn

1− k
‖u1 − u0‖ (2.6)

и так называемая апостериорная оценка ошибки

‖un+1 − u‖ ≤
k

1− k
‖un+1 − un‖; (2.7)

(iv) скорость сходимости: для всех n = 0, 1, 2, . . . имеется ‖un+1 − u‖ ≤ k‖un − u‖.

Определим оператор T : X → X следующим образом:

Tu(t) =

ω∫
0

G(t, s)f(s, u(s)) ds.

Из леммы 2.1 мы знаем, что существование периодических решений задачи (1.1), (1.2)
эквивалентно существованию неподвижных точек для уравнения u = Tu. Для любого
u0 ∈ X определим последовательность (un) следующим образом:

un+1(t) =

ω∫
0

G(t, s)f(s, un(s)) ds, n = 0, 1, 2, . . . . (2.8)

3. Результаты по существованию

В данном пункте мы формулируем и доказываем результаты по существованию. До-
казательство основано на следующей лемме, которую можно найти в [4].

Лемма 3.1. Пусть X — банахово пространство и K — конус в X. Для r > 0 определим
Kr = {u ∈ K : ‖u‖ < r}. Предположим, что T : Kr → K — полностью непрерывный
оператор, такой что Tu 6= u для u ∈ ∂Kr = {u ∈ K : ‖u‖ = r}, и поэтому
(i) если ‖Tu‖ ≥ ‖u‖ для u ∈ ∂Kr, то i(T,Kr,K) = 0,
(ii) если ‖Tu‖ ≤ ‖u‖ для u ∈ ∂Kr, то i(T,Kr,K) = 1.

Введем следующие сокращения:

δ =
exp(ρω)

2ρ2(exp(ρω)− 1)
+

1

2ρ2(1− cos(ρω))
. (3.1)

Теорема 3.1. Предположим, что частная производная fu ∈ C([0, ω] × R,R) и суще-
ствует число d, такое что |fu(t, u)| < d для всех t ∈ [0, ω], u ∈ R. Тогда, если dωδ < ρ,
верны следующие утверждения:
(i) задача (1.1), (1.2) имеет единственное решение u ∈ X,
(ii) последовательность (un), построенная при помощи (2.8), сходится к u в X,
(iii) для всех n = 0, 1, 2, . . . мы получим следующие оценки ошибки для k = dδω

ρ :

‖un − u‖ ≤
kn

1− k
‖u1 − u0‖, ‖un+1 − u‖ ≤ kn‖un+1 − un‖.

Доказательство. Произведя вычисления для 0 ≤ t ≤ s ≤ ω, мы получим
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|G(t, s)| =
∣∣∣∣exp(ρ(t+ ω − s)) + exp(ρ(s− t))

4ρ3(exp(ρω)− 1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin(ρ(s− t))− sin(ρ(s− t− ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣exp(ρ(ω)) + exp(ρ(s−t))

4ρ3(exp(ρω)−1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin
(
ρ
(
s−t−1

2ω+1
2ω
))
− sin

(
ρ
(
s−t−1

2ω−
1
2ω
))

4ρ3(1− cos(ρω))

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣exp(ρω) + exp(ρω)

4ρ3(exp(ρω)− 1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣2 cos
(
ρ
(
s− t− 1

2ω
))

sin
(
ρ
(
1
2ω
))

4ρ3(1− cos(ρω))

∣∣∣∣
≤ exp(ρω)

2ρ3(exp(ρω)− 1)
+

1

2ρ3(1− cos(ρω))
=
δ

ρ
.

Аналогичным образом для 0 ≤ s ≤ t ≤ ω мы можем получить

|G(t, s)| =
∣∣∣∣exp(ρ(t− s)) + exp(ρ(s+ ω − t))

4ρ3(exp(ρω)− 1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin(ρ(t− s))− sin(ρ(t− s− ω))

4ρ3(1− cos(ρω))

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣exp(ρ(ω)) + exp(ρ(s−t))

4ρ3(exp(ρω)−1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣sin
(
ρ
(
t−s−1

2ω+1
2ω
))
− sin

(
ρ
(
t−s−1

2ω−
1
2ω
))

4ρ3(1− cos(ρω))

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣exp(ρω) + exp(ρω)

4ρ3(exp(ρω)− 1)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣2 cos
(
ρ
(
t− s− 1

2ω
))

sin
(
ρ
(
1
2ω
))

4ρ3(1− cos(ρω))

∣∣∣∣
≤ exp(ρω)

2ρ3(exp(ρω)− 1)
+

1

2ρ3(1− cos(ρω))
=
δ

ρ
.

Таким образом, для всех t ∈ [0, ω] и s ∈ [0, ω] мы имеем |G(t, s)| ≤ δ
ρ .

С другой стороны, для всех t ∈ [0, ω] и u, v ∈ R, согласно теореме о среднем, суще-
ствует w ∈ R такое, что

|f(s, u)− f(s, v)| ≤ |fu(s, w)| |u− v| ≤ d|u− v|.

Поэтому

|Tu− Tv|(t) ≤
ω∫

0

|G(t, s)| |f(s, u(s))− f(s, v(s))|ds ≤ d|u− v|
ω∫

0

|G(t, s)|ds ≤ dδω

ρ
|u− v|,

т. е. ‖Tu− Tv‖ ≤ k‖u− v‖ для всех u, v ∈ X. Пусть M = X. Тогда утверждения следуют
прямо из леммы 2.3.

Рассмотрим существование положительных периодических решений нелинейного
дифференциального уравнения четвертого порядка с ω-периодическим граничным усло-
вием

u(4)(t)− a(t)u(t) = f(t, u(t)),

где f ∈ C([0, ω]× [0,∞), [0,∞)), a ∈ C([0, ω], (0,∞)) и f(t, u) > 0 для u > 0.
Введем следующие сокращения:

a∗ = max{a(t) : t ∈ [0, ω]}, a∗ = min{a(t) : t ∈ [0, ω]}, ρ =
4
√
a∗,

и
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f0 = lim
u→0+

sup
t∈[0,ω]

f(t, u)

u
, f∞ = lim

u→∞
inf

t∈[0,ω]

f(t, u)

u
.

Определим конус K0 следующим образом:

K0 = {u ∈ X : u(t) ≥ θ‖u‖},

где 0 < θ =
a∗l

a∗L
< 1, а для r > 0 определим K0r следующим образом:

K0r = {u ∈ K0 : ‖u‖ < r},
и

∂K0r = {u ∈ K0 : ‖u‖ = r}.

Теперь для любого h ∈ C−ω изучим следующую краевую задачу:{
u(4)(t)− a(t)u(t) = h(t), t ∈ (0, ω),

u(i)(0) = u(i)(ω), i ∈ {0, 1, 2, 3}.
(3.2)

Легко убедиться в том, что верхнее уравнение в (3.2) эквивалентно следующему урав-
нению в (3.3): {

u(4)(t)− a∗u(t) = (a(t)− a∗)u(t) + h(t),

u(i)(0) = u(i)(ω), i ∈ {0, 1, 2, 3}.
(3.3)

Определим операторы A,B : X → X следующим образом:

(Ah)(t) =

ω∫
0

G(t, s)(−h(s))ds, (Bu)(t) = (a(t)− a∗)u(t). (3.4)

Для всех v ∈ X, t ∈ [0, ω] мы имеем

|(Bv)(t)| ≤ (a∗ − a∗)|v(t)|.

Следовательно,
‖B‖ ≤ a∗ − a∗.

Для любого h ∈ C−ω , t ∈ [0, ω] и
∫ ω
0 G(t, s)ds =

1

ρ4
мы имеем

‖Ah‖ ≤ max
s∈[0, ω]

|h(s)|
ω∫

0

G(t, s)ds.

Следовательно,

‖A‖ ≤ 1

a∗
.

Из ‖B‖ ≤ a∗ − a∗ и ‖A‖ ≤
1

a∗
получим

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ ≤ 1

a∗
(a∗ − a∗).

При условии 1

a∗
(a∗−a∗) < 1, применив операторную спектральную теорему, мы получим,

что оператор (I −AB)−1 существует и ограничен.
С другой стороны, решение краевой задачи (3.3) можно записать в следующем виде:
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u(t) = (Ah)(t) + (ABu)(t),
т. е.

Ah = (I −AB)u, u ∈ X. (3.5)

И для ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ ≤ 1

a∗
(a∗−a∗) < 1, применив операторную спектральную теорему,

мы получим
u(t) = (I −AB)−1(Ah)(t), t ∈ [0, ω].

Пусть P : X → X — оператор, определяемый следующим образом:

(Ph)(t) = (I −AB)−1(Ah)(t). (3.6)

Тогда (3.5) эквивалентно u = Ph. В соответствии с формулой разложения Неймана P
можно выразить следующим образом:

P = (I −AB)−1A = (I +AB + (AB)2 + · · ·+ (AB)n + · · · )A

= A+ABA+ (AB)2A+ · · ·+ (AB)nA+ · · · .

Очевидно, что для любого h ∈ C−ω u(t) = (Ph)(t) — единственное положительное реше-
ние краевой задачи (3.3).

Если ρ <
π

ω
, то A вполне непрерывен, (Ah)(t) > 0 для −h(t) > 0, t ∈ [0, ω], и B

равномерно ограничено.
Сначала докажем, что A : X → X вполне непрерывен. Из непрерывности h мы знаем,

что A непрерывен. Теперь докажем, что A(D) равномерно ограничен. Пусть D ⊂ X —
ограниченное множество. Тогда существуетM > 0 такое, что ‖u‖ < M для любого u ∈ D.
Пусть M = sup0≤ t≤ω|h(s)|. Тогда для любого u ∈ D, согласно лемме 2.1, мы имеем

‖Au‖ = max
t∈[0, ω]

∣∣∣∣
ω∫

0

G(t, s)(−h(s))ds

∣∣∣∣ ≤
ω∫

0

|G(t, s)| | − h(s)| ds ≤ LMω,

что доказывает, что A(D) равномерно ограничен.
С другой стороны, поскольку G(t, s) равномерно непрерывна, мы знаем, что для лю-

бого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любых t1, t2 ∈ [0, ω] при |t1 − t2| < δ мы
имеем

|G(t1, s)−G(t2, s)| <
ε

ωM
.

Поэтому

|A(t1)−A(t2)| ≤M
ω∫

0

|G(t1, s)−G(t2, s)|ds,

тогда

|A(t1)−A(t2)| ≤M
ω∫

0

|G(t1, s)−G(t2, s)|ds <
ωMε

ωM
= ε,

что показывает, что A(D) равностепенно непрерывен. Из теоремы Арцела–Асколи сле-
дует, что A(D) вполне непрерывен.

Во-вторых, докажем, что B : X → X равномерно ограничен.
Пусть K = {un, n ∈ N} — равномерно ограниченное множество X, т. е. существует

положительная постоянная M1 > 0 такая, что un(t) ≤ M1 для всех un ∈ K. Пусть
a∗ = max0≤ t≤ω|a(t)|. Тогда для любого n мы имеем
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‖(Bun)(t)‖ ≤ (a∗ − a∗)‖un(t)‖, t ∈ [0, ω].

Отсюда следует
‖Bun‖ ≤ (a∗ − a∗)M1,

это показывает, что B(K) равномерно ограничен.

Лемма 3.2. Если ρ < π
ω верно, то P вполне непрерывен, и для всех h ∈ C−ω мы имеем

(Ah)(t) ≤ (Ph)(t) ≤ a∗

a∗
‖(Ah)(t)‖.

Доказательство. Поскольку ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖ ≤ 1

a∗
(a∗ − a∗) < 1, с использованием

формулы разложения Неймана, P можно записать следующим образом:

P = (I −AB)−1A = (I +AB + (AB)2 + · · ·+ (AB)n + · · · )A
= A+ABA+ (AB)2A+ · · ·+ (AB)nA+ · · · . (3.7)

Вполне непрерывность A при непрерывности (I − AB)−1 доказывает, что оператор P
вполне непрерывен.

Пусть u = Ah для всех h ∈ C−ω . Тогда u ∈ X ∩C−ω и u < 0. Таким образом, мы имеем

B(t) = (a(t)− a∗)u(t) ≥ 0, t ∈ [0, ω].

Следовательно, для всех h ∈ C−ω мы имеем

(BAh)(t) ≥ 0, t ∈ [0, ω]. (3.8)

Таким образом,
A(BAh)(t) = (AB)(Ah)(t) ≥ 0, t ∈ [0, ω].

Предположим, что для всех h ∈ C−ω , (Ah)(t) > 0, (AB)k(Ah)(t) ≥ 0, t ∈ [0, ω], пусть
h1 = BAh. С использованием (3.7) мы имеем h1 ∈ C−ω . Таким образом,

(AB)k+1(Ah)(t) = (AB)k(ABAh)(t) = (AB)k(Ah1) ≥ 0, t ∈ [0, ω].

По индукции мы имеем
(AB)n(Ah)(t) ≥ 0

для всех n ≥ 1, h ∈ C−ω и t ∈ [0, ω].
Используя (3.6) для всех h ∈ C−ω , мы получим

(Ph)(t) = (Ah)(t) + (AB)(Ah)(t) + (AB)2(Ah)(t) + · · ·+ (AB)n(Ah)(t) + · · ·
≥ (Ah)(t), t ∈ [0, ω].

С другой стороны, для всех h ∈ C−ω мы имеем

(Ph)(t) ≤ (Ah)(t) + |AB|(Ah)(t) + · · ·+ |AB|n(Ah)(t) + · · ·

≤
(

1 +
a∗ − a∗
a∗

+ · · ·+
(
a∗ − a∗
a∗

)n
+ · · ·

)
(Ah)(t) =

a∗

a∗
(Ah)(t), t ∈ [0, ω].

Это означает
(Ph)(t) ≤ a∗

a∗
‖(Ah)(t)‖.
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Поэтому для всех h ∈ C−ω мы имеем

(Ah)(t) ≤ (Ph)(t) ≤ a∗

a∗
‖(Ah)(t)‖.

Определим оператор Q : X → X следующим образом:

(Qu)(t) = P (−f(t, u(t))). (3.9)

Поскольку P непрерывен, мы знаем, что Q непрерывен. Теперь докажем, что Q вполне
непрерывен в X. Для любого u ∈ C[0, ω] определим F (u) = −f(t, u) ∈ C−ω . Посколь-
ку f непрерывна, F тоже непрерывна. Для каждого u ∈ X мы видим, что F (u) =
−f(t, u) ∈ C−ω , w = A(F (u)). Пусть D ⊂ X — ограниченное множество в C[0, ω]. Вслед-
ствие непрерывности f : [0, ω] × [0,∞) → [0,∞), F (D) — ограниченное множество в
C[0, ω]. Вследствие ограниченности оператора P : X → X, Q(D) = P (F (D)) ограничен
в X. Вследствие компактности вложения X → X, Q(D) — предкомпактное (относитель-
но компактное) множество в X, и поэтому Q вполне непрерывен.

Замечание. Оператор AB вполне непрерывен. Пусть D ⊂ X — ограниченное мно-
жество в X = C[0, ω]. Из непрерывности B (поскольку ‖B‖ ≤ a∗ − a∗ для всех u ∈ X,
t ∈ [0, 1], т. е. B равномерно ограничен, и поэтому B ограничен) следует, что B(D) — огра-
ниченное множество в X = C[0, ω]. Вследствие ограниченности оператора A : X → X,
A(B(D)) ограничен в X. Вследствие компактности вложения A : X → X, A(B(D)) —
предкомпактное (относительно компактное) множество вX, и поэтому AB вполне непре-
рывен.

Существование решений для нелинейного дифференциального уравнения четвертого
порядка u(4)(t) − a(t)u(t) = f(t, u(t)) эквивалентно существованию неподвижных точек
для уравнения u = Qu.

Лемма 3.3. Q(K0) ⊂ K0.

Доказательство. Для u ∈ K0 из леммы 3.2 мы имеем

(Qu)(t) = P (−f(t, u(t))) ≥ A(−f(t, u)) =

ω∫
0

G(t, s)f(s, u(s)) ds > l

ω∫
0

f(s, u(s)) ds.

С другой стороны, снова из леммы 3.2 мы имеем

(Qu)(t) = P (−f(t, u(t))) ≤ a∗

a∗
‖A(−f(t, u))‖ =

a∗

a∗
max
t∈[0, ω]

ω∫
0

G(t, s)f(s, u(s)) ds

≤ a∗L

a∗

ω∫
0

f(s, u(s)) ds.

Поэтому

Qu(t) >
a∗l

a∗L
‖Qu‖ = θ‖Qu‖,

т. е. Q(K0) ⊂ K0.
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Теорема 3.2. Если ρ < π

ω
и f0 = 0, f∞ =∞, то краевая задача (1.3) имеет по крайней

мере одно положительное решение.

Доказательство. Если f0 = 0, мы можем выбрать 0 < r < 1 такое, что f(t, u) ≤ εu
для 0 ≤ u ≤ r, t ∈ [0, ω], где постоянная ε > 0 удовлетворяет

εωa∗L

a∗
< 1.

Согласно лемме 2.2 и лемме 3.2, для u ∈ ∂K0r, t ∈ [0, ω] мы получим

‖Qu‖ ≤ a∗L

a∗

ω∫
0

f(s, u(s)) ds ≤ εa∗L

a∗

ω∫
0

u(s) ds ≤ εωa∗L

a∗
‖u‖ < ‖u‖.

С другой стороны, если f∞ = ∞, существует постоянная H̃ > r такая, что f(t, u) ≥ ηu

для u ≥ H̃, t ∈ [0, ω], где постоянная η > 0 удовлетворяет

ηωθl > 1,

и снова, согласно лемме 2.2 и лемме 3.2, для u ∈ ∂K
0H̃
, t ∈ [0, ω] мы получим

Qu(t) =

ω∫
0

G(t, s)f(s, u(s))ds > l

ω∫
0

f(s, u(s)) ds > lη

ω∫
0

u(s) > lηωθ‖u‖ > ‖u‖.

Из леммы 3.1 мы знаем, что

i(Q,K0r,K0) = 1 (3.10)

и

i(Q,K
0H̃
,K0) = 0. (3.11)

Вследствие аддитивности индекса неподвижной точки (3.10) и (3.11) мы имеем

i(Q,K
0H̃
\K0r,K0) = i(Q,K

0H̃
,K0)− i(Q,K0r,K0) = −1.

Следовательно, Q имеет неподвижную точку в K
0H̃
\K0r, которое является положитель-

ным ω-периодическим решением (1.3) для r < u < H̃.

Рассмотрим пример для иллюстрации применимости представленных результатов.

Пример. Рассмотрим следующую краевую задачу:

{
u(4)(t)− a(t)u(t) = f(t, u(t)), t ∈ (0, ω),

u(i)(0) = u(i)(ω), i ∈ {0, 1, 2, 3},
(3.12)
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где
a(t) =

9

2
− 1

2
sin(πt),

f(t, u(t)) = u2(t) sin(πt) + u2(t),

f0 = lim
u→0

sup
f(t, u(t))

u(t)
= lim

u→0
u(t) sin(πt) + u(t) = 0

и
f∞ = lim

u→∞
inf

f(t, u(t))

u(t)
= lim

u→∞
u(t) sin(πt) + u(t) =∞.

Поскольку ρω < π, f0 = 0 и f∞ = ∞, все предположения и условия теоремы 3.2 удо-
влетворяются. Следовательно, задача (3.12) имеет по крайней мере одно положительное
решение.
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