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1. Введение

Красные измельчения плоских треугольных разбиений выполняются просто с помо-
щью срединных линий. Таким образом, каждый треугольник делится на четыре кон-
груэнтных подтреугольника, которые подобны исходному треугольнику, т. е. их формы,
очевидно, не вырождаются. Для красных измельчений тетраэдральных разбиений мы
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также используем срединные линии треугольных граней (см. рисунок 1). Однако в от-
личие от двумерного случая, не каждый тетраэдр может быть разделен, вообще говоря,
на более мелкие конгруэнтные тетраэдры, все из которых подобны исходному тетраэдру
при использовании метода красного измельчения. В действительности, только известный
тетраэдр Соммервиля может быть разделен на 8 подобных и конгруэнтных тетраэдров
(см. [10, 11, 14, 18]). Более того, стратегия красного измельчения даже на каждом ша-
ге измельчения не является единственной. Однако все последующие разбиения всегда
являются вложенными.

Алгоритм красного разбиения имеет множество применений в методах конечных эле-
ментов и многосеточных методах. Вложенные разбиения симплициальных сеток необхо-
димы для иерархических методов и также для методов декомпозиции областей. Одна-
ко при использовании адаптивных методов красные измельчения (и подходящие после-
дующие измельчения) должны выполняться осторожно, чтобы получаемые в резуль-
тате тетраэдры удовлетворяли условию максимального угла (см. (6), (7) ниже). То-
гда мы не потеряем оптимальные свойства аппроксимации тетраэдрических разбиений
[3, 4, 7, 12, 13, 17], и мы можем использовать такие разбиения, например, для метода
конечных элементов.

В этой статье будет продемонстрировано, что в процессе произвольных красных из-
мельчений некоторые тетраэдрические элементы могут вырождаться, и даже относитель-
но слабое условие максимального угла может быть нарушено. Для этой цели в пункте 3
подробно анализируется класс тетраэдров, введенный С. Чжаном в [18], который пред-
ставляет особый тип вырожденного поведения так называемых игольчатых элементов
из списка общих тетраэдрических вырождений Эдельсбруннера из [6].

2. Предварительная информация

Для данного тетраэдра T пусть

hT = diamT. (1)

Кроме того,

rT =
3 vol3 T

vol2 ∂T
(2)

есть радиус вписанного в T шара, где vol3 T — трехмерный объем T , ∂T — граница T ,
vol2 ∂T — общая площадь поверхности T и rT называется внутренний радиус T .

В этой статье тетраэдрические разбиения ограниченной многогранной области Ω обо-
значены Th, где стандартный параметр дискретизации h задается следующим образом:
h = maxT∈Th hT . Рассмотрим семейство F = {Th}h→0 тетраэдрических разбиений Th
ограниченной многогранной области (см. [4, с. 16]). Его существование доказано в [11].

Определение 2.1. Семейство F = {Th}h→0 разбиений на тетраэдры считается регуляр-
ным, если существует постоянная κ > 0 такая, что для любого Th ∈ F и любого T ∈ Th
мы имеем

κhT ≤ rT . (3)

Определение 2.2. Пусть T — произвольный тетраэдр. Тогда соотношение
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σT =
hT
rT

(4)

называется мерой вырожденности T .
Ясно, что для вырожденных тетраэдров σT принимает большие значения.
Однако σT ≤ κ−1 для всех T ∈ Th и всех разбиений Th регулярного семейства F . От-

метим, что в литературе имеется несколько других подобных определений регулярности
и вырожденности тетраэдрических (и симплициальных) элементов (см., например, [4]).

Пусть дано семейство F = {Th}h→0 тетраэдральных разбиений. Если оно является
регулярным (см. (3)), то мы получим оптимальный порядок интерполяции с использо-
ванием стандартного обозначения пространств Соболева [5]:

‖v − πhv‖1,Ω ≤ Ch|v|2,Ω ∀v ∈ H2(Ω), (5)

где πhv — линейный интерполянт, определяемый обычным способом (πhv)|T = πT v для
всех тетраэдров T ∈ Th, а πT v — линейная функция, имеющая такие же значения в
вершинах T , как v. Однако оптимальный порядок интерполяции O(h) в H1(Ω)-норме
линейных тетраэдральных элементов все еще сохраняется при следующем более слабом
условии (см. [4] или замечание 2.1): существует постоянная γ0 < π такая, что для любого
тетраэдра T ∈ Th и любого Th ∈ F мы имеем

γT ≤ γ0 (6)

и
ϕT ≤ γ0, (7)

где γT — максимальный угол всех треугольных граней тетраэдра T , а ϕT — максималь-
ный двугранный угол между гранями T . Мы говорим, что семейство F удовлетворяет
условию максимального угла, если (6) и (7) верно. В соответствии с [12] два условия (6)
и (7) являются независимыми.

Замечание 2.1. Регулярность семейства тетраэдрических разбиений означает, что усло-
вие максимального угла для этого семейства верно (см. [4, с. 25]). Однако нетупоугольные
игольчатые тетраэдры с вершинами (0, 0, 0), (h, 0, 0), (0, h2, 0) и (0, 0, h2) не удовлетво-
ряют условию регулярности (3), но удовлетворяют условию максимального угла (6), (7)
для h → 0. Их мера вырожденности, очевидно, стремится к бесконечности ввиду (1)
и (2).

Замечание 2.2. Александр Женишек первым доказал (см. [15, с. 365]), что линейный
интерполянт πT v не сходится к гладкой функции v в H1-норме, вообще говоря, когда
максимальный угол треугольных элементов стремится к π. Его пример, а также другие
представленные позднее примеры, подтверждают тот факт, что условие максимального
угла [1] — в некотором смысле пороговое геометрическое условие, налагаемое на сим-
плициальные элементы в теории интерполяции. В статье [16] Женишек показывает, как
использовать треугольники, удовлетворяющие условию максимального угла для описа-
ния границ с точками заострения (также называемыми точками возврата).

3. Вырожденные тетраэдры при красных измельчениях

Лемма 3.1. Пусть ABCD — произвольный тетраэдр, и пусть Mi — срединные точ-
ки его ребер, как показано на рис. 1. Тогда расстояние между срединными точками



386 СИБИРСКИЙ ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ. 2021. Т. 24, N◦-- 4

двух противоположных ребер, например, M1 ∈ AB и M4 ∈ CD, задается следующим
образом:

|M1M4| =
1

2

√
|AC|2 + |AD|2 + |BC|2 + |BD|2 − |AB|2 − |CD|2. (8)

Для подробного доказательства см. [4, с. 90].
В дальнейшем рассмотрим красные измельчения правильного тетраэдра. При разби-

ении его внутренних октаэдров всегда самыми длинными диагоналями на каждом шаге
(M1M4 или M2M5 или M3M6, см. рис. 1), мы получим некоторые особые тетраэдры,
формализованные в следующем определении (см. [18, с. 545]). В теореме 3.1 мы пока-
зываем, что они ненадлежащим образом вырождаются во время красных измельчений.
Кроме того, в теореме 3.2 мы показываем, что эти тетраэдры не удовлетворяют даже
более слабому условию максимального угла (6), (7). Таким образом, на практике нам
следует избегать такого выбора (или случайного отбора) пространственных диагоналей.

Рис. 1. Красное измельчение тетраэдра ABCD с внутренним октаэдром M1M2M3M4M5M6

Определение 3.1. Пусть A0B0C0D0 — правильный тетраэдр. Для k ∈ {0, 1, 2, . . . } ре-
курсивно определим следующие срединные точки:

Ak+1 =
1

2
(Bk + Ck), Bk+1 =

1

2
(Ak + Ck), Ck+1 =

1

2
(Ak +Bk), (9)

и

Dk+1 =


1

2
(Ak +Dk), если k нечетное,

1

2
(Bk +Dk), если k четное.

(10)

Тогда все AkBkCkDk, k = 1, 2, . . . , называются тетраэдрами Чжана. Они называются
так при любом переносе, вращении, отражении и масштабировании. Их размер не имеет
значения, но важна их форма, как мы узнаем из теорем 3.1 и 3.2.

Лемма 3.2. Рассмотрим последовательность тетраэдров Чжана, полученную путем
(9), (10) из первоначального правильного тетраэдра с |A0B0| = 1. Тогда для любого
k ∈ {2, 3, 4, . . .} длины ребер AkBk, AkCk, BkCk, AkDk, CkDk, BkDk, умноженные на
коэффициент масштабирования 2k, равны
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{1, 1, 1,
√
ck,
√
ck−1,

√
ck−2}, если k четное, и

(11){1, 1, 1,√ck−2,
√
ck−1,

√
ck}, если k нечетное,

где
c2j = j2 + j + 1 и c2j+1 = j2 + 2j + 2 для j = 0, 1, 2, . . . . (12)

Доказательство. Из определения (9) мы видим, что AkBkCk — равносторонние тре-
угольники с |AkBk| = 2−k для всех k = 0, 1, 2, . . . (см. рис. 2).

Согласно (8), самое длинное ребро тетраэдра A1B1C1D1 — это

|B1D1| =
1

2

√
12 + 12 + 12 + 12 − 12 − 12 =

1

2

√
2, (13)

а длина других ребер 1

2
. Аналогичным образом для следующего тетраэдра Чжана

A2B2C2D2 мы получим

|A2D2| =
1

4

√
3, |C2D2| =

1

4

√
2, (14)

а длина остальных ребер 1

4
. Следовательно, первое соотношение в (11) удовлетворяется

для k = 2j = 2, и мы имеем c0 = 1, c1 = 2, c2 = 3.
Далее мы будем действовать по индукции. Пусть (11) верно для некоторого четного

целого числа k = 2j ≥ 2. Тогда в соответствии с (8), (10) и (12) для пространственной
диагонали Bk+1Dk+1 мы получим

2k+1|Bk+1Dk+1| =
√

1 + ck + 1 + ck−1 − 1− ck−2

=
√

1+j2+j+1+1+(j−1)2+2(j−1)+2−1−(j−1)2−(j−1)−1

=
√
j2 + 2j + 2 =

√
ck+1. (15)

Кроме того, согласно (9) и (10), мы находим, что ребро Ak+1Dk+1 — это срединная линия,
параллельная CkDk (см. рис. 1), т. е.

2k+1|Ak+1Dk+1| = 2k|CkDk| =
√
ck−1.

Аналогичным образом мы получим оставшееся соотношение

2k+1|Ck+1Dk+1| = 2k|AkDk| =
√
ck.

Доказательство для нечетного k = 2j + 1 ≥ 3 проводится аналогичным образом. �

Лемма 3.3.Для тетраэдровЧжана Tk,определяемых путем (9), (10),мы имеем hTk
→ 0

для k →∞.

Доказательство. Согласно (11) и (12), для четного k = 2j мы имеем

hTk
= diamTk = |AkDk| =

√
ck

2k
=

√
j2 + j + 1

22j
→ 0 при k →∞.

В случае k = 2j + 1 действуем аналогичным образом. �

Лемма 3.4. Конструкция (9), (10) дает тетраэдры, получаемые из красных измельче-
ний первоначального правильного тетраэдра, когда самая длинная диагональ внутрен-
них октаэдров взята для каждого k = 0, 1, 2, . . . .
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Доказательство. Случаи с k = 0, 1 следуют из (13) и (14). Согласно (8) и строгих нера-
венств ck−2 < ck−1 < ck, мы находим, что остальные две пространственные диагонали
короче диагоналей в (15) для любого четного k ≥ 2:

2k+1|Ak+1Uk+1| =
√

1 + ck−1 + 1 + ck−2 − 1− ck

< 2k+1|Ck+1Vk+1| =
√

1 + ck + 1 + ck−2 − 1− ck−1

< 2k+1|Bk+1Dk+1| =
√

1 + ck + 1 + ck−1 − 1− ck−2,

где Uk+1 =
1

2
(Ak +Dk) и Vk+1 =

1

2
(Ck +Dk) — срединные точки (см. рис. 2 и 3). Анало-

гичным образом мы можем исследовать случай, когда k ≥ 3 нечетное. Следовательно,
при выборе диагоналей октаэдров мы всегда выбираем самую длинную диагональ. �

Лемма 3.5. Пусть T — произвольный тетраэдр, и пусть r — радиус вписанного шара.
Тогда

r < ρi, i = 1, 2, 3, 4, (16)

где ρi — радиусы вписанных окружностей четырех треугольных граней Fi тетраэдра T .

Доказательство. Пусть даны i ∈ {1, 2, 3, 4} и пусть O — центр вписанного шара B в T .
Рассмотрим плоскость P , проходящую через O и параллельную Fi. Тогда окружность
B ∩ P имеет радиус r и находится в треугольнике T ∩ P . Следовательно,

r ≤ ρ, (17)

где ρ — радиус окружности, вписанной в T ∩ P . Поскольку треугольник T ∩ P подобен
Fi, но меньше Fi, мы получим ρ < ρi. Отсюда и из (17) мы получим (16). �

Теорема 3.1. Мера вырожденности тетраэдров Чжана стремится к ∞ при k →∞.

Доказательство. Сначала пусть k четное, k = 2(j + 1), и j = 0, 1, 2, . . . . Рассмотрим
треугольную грань AkBkDk тетраэдра Чжана AkBkCkDk, как показано на рис. 2 и 3.
Обозначим через βk угол ∠AkBkDk. Тогда согласно теореме косинусов, определению 3.1
и лемме 3.2, мы получим

(j + 1)2 + (j + 1) + 1 = (j2 + j + 1) + 1− 2
√
j2 + j + 1 cosβk.

Следовательно,

cosβk = − 2j + 1

2
√
j2 + j + 1

< − 2j + 1

2
√
j2 + 2j + 1

= −2j + 1

2j + 2
. (18)

Поскольку обратная функция arccos уменьшается, с использованием (18) мы находим,
что

βk ≥ arccos
(
−2j + 1

2j + 2

)
→ arccos(−1) = π (19)

при k →∞.
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Рис. 2. Построение тетраэдров Чжана для k = 1 и k = 2 при помощи формулы (9), (10)

Рис. 3. Построение тетраэдра Чжана A3B3C3D3. Его вершины, задаваемые путем (9), (10), не
отмечены явно слева. Справа точка A3 является срединной точкой отрезка B2C2

Пусть Tk — тетраэдр Чжана AkBkCkDk и Fk — его грань AkBkDk. Пусть ρFk
—

внутренний радиус и hFk
— его самая длинная сторона. Тогда (как в (2)) мы получим

ρFk
= 2

vol2 Fk

vol1(∂Fk)
< 2

1
2h

2
Fk

sinβk

hFk

= hFk
sinβk.

Из этого соотношения, (4), (16) и (19), мы получим

σTk
=
hTk

rTk

≥ hFk

rTk

>
hFk

ρFk

>
1

sinβk
→∞

при k →∞.
Аналогичные аргументы используются в случае нечетных k, где вместо этого мы

контролируем угол αk = ∠CkAkDk. �

Теперь докажем более сильное утверждение, чем теорема 3.1.

Теорема 3.2. Тетраэдры Чжана нарушают оба неравенства, (6) и (7), условия макси-
мального угла.
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Доказательство. Опять достаточно рассмотреть только четное k, поскольку случай
нечетного k аналогичен.

Из (19) мы знаем, что условие (6) нарушается для тетраэдров Чжана Tk. Покажем,
что двугранный угол ϕk при ребре BkCk также сходится к π при k → ∞. Используя
рекуррентные формулы (9) и (10), мы получим явное выражение для вершин:

Ak = 2−k
(
− 1

2
,−
√

3

6
, 0

)
, Bk = 2−k

(
1

2
,−
√

3

6
, 0

)
,

(20)

Ck = 2−k
(

0,

√
3

3
, 0

)
, Dk = 2−k

(
k

2
, 0,

√
6

3

)
,

где соответствующие декартовы координаты выбраны так, чтобы центр тяжести тре-
угольника AkBkCk всегда находился в начале координат. Легко убедиться в том, что
(11) верно с точностью до коэффициента масштабирования 2−k. Из (20) мы имеем, что

n1 =
1√

4 + 1
8(2− 3k)2

(√
3, 1,

1

4
(2− 3k)

√
2

)
и n4 = (0, 0,−1)

являются внешними единичными нормалями граней BkCkDk и AkBkCk тетраэдров Tk
соответственно. Отсюда

− cosϕk = cos(π − ϕk) = ‖n1‖‖n4‖ cos(π − ϕk) = n>1 n4 =
1
4(3k − 2)

√
2√

4 + 1
8(2− 3k)2

.

Следовательно, cosϕk → −1 и, таким образом, ϕk → π при k → ∞, т. е. (7) также
неверно. �

Замечание 3.1. Внимательно посмотрим на вырожденные (согласно теореме 3.1) тет-
раэдры Чжана. Для простоты рассмотрим только случай четных k, поскольку слу-
чай нечетных k аналогичен. Из доказательства теоремы 3.1 мы знаем, что угол βk =
∠AkBkDk стремится к π при k → ∞. Используя определение 3.1 и теорему косинусов,
мы легко получим, что углы ∠AkCkDk и ∠CkBkDk стремятся к 2π/3. В действительно-
сти тетраэдры Чжана образуют особый случай в классе иглоподобных вырождающихся
тетраэдров в классификации из [6] (для более подробной информации см. следующее
замечание).

Замечание 3.2.Мы можем обобщить тетраэдры Чжана и шаблон их поведения следую-
щим образом. Пусть ABC — произвольный фиксированный треугольник в xy-плоскости
такой, что центр тяжести ABC находится в начале координат. Рассмотрим тетраэдр
ABCD, вершина которого D лежит на окружности {(x, y, ε) ∈ R3 |x2 + y2 = R2} для
ε > 0. Если ε → 0 и R → ∞, то мы получим новый класс вырождающихся тетраэдров,
для которых условие максимального угла (7) нарушается. Причина в том, что хотя бы
один двугранный угол у основания ABC стремится к π. Этот класс содержит тетраэдры
Чжана как частный случай. Чтобы убедиться в этом, возьмем Dk как в (20) с точностью
до коэффициента масштабирования, тогда R = k/2 и ε =

√
6/3.

Замечание 3.3. Обобщение приведенных выше результатов для более высоких размер-
ностей является предметом следующей статьи. Соответствующие аналоги более высокой
размерности для условия максимального угла, которые можно использовать в практи-
ческих расчетах, представлены, например, в [2, 9], см. также [8].
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4. Выводы

В определении 3.1 первоначальный тетраэдр является правильным. Для случая об-
щего тетраэдра достаточно рассмотреть аффинное взаимно однозначное отображение
между этими двумя тетраэдрами, с помощью которого можно получить аналогичные
эффекты вырожденности.

В практических расчетах обычно выбирают самую короткую пространственную диа-
гональ среди M1M4, M2M5 и M3M6, поскольку в таком случае получаемые в результате
тетраэдры не вырождаются при h→ 0, т. е. условие (3) удовлетворяется (см. [18, с. 548]).
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13. Kř́ıžek M., Strouboulis T. How to generate local refinements of unstructured tetrahedral
meshes satisfying a regularity ball condition // Numer. Methods for Partial Differential
Equations. –– 1997. –– Vol. 13. –– P. 201–214.

14. Sommerville D.M.Y. Division of space by congruent triangles and tetrahedra // Proc. Royal
Soc. Edinburgh.–– 1923.–– Vol. 43. –– P. 85–116.
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