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Введение.Классическое уравнение Больцмана является основой математического ап-
парата кинетической теории газов [1]. Вместе с тем имеется ряд кинетических задач, в
которых уравнение Больцмана необходимо дополнить функцией источника (стока), зави-
сящей в общем случае от его решения (функции распределения). К числу этих задач отно-
сятся задачи об инициации высокопороговых процессов путем введения “горячих” частиц,
потерях частиц при неупругом столкновительном взаимодействии с некоторыми фоновы-
ми частицами или “убегании” высокоэнергетических молекул из удерживающего силового
поля и др. В [2] этот класс задач рассматривался в рамках “расширенной” кинетической
теории газов.

Впервые попытка построения инвариантных решений [3] уравнения Больцмана с ис-
точником методами группового анализа была предпринята в работе [4]. При этом анало-
гично [5] уравнение Больцмана для изотропной функции распределения (ФР) максвеллов-
ских молекул по скоростям сводилось к нелинейному дифференциальному уравнению для

производящей функции степенных моментов ФР. Полная групповая классификация этого
уравнения относительно функции источника выполнена в [6]. Однако преобразование по-
лученных инвариантных решений в решения уравнения Больцмана является сложной за-
дачей. Поэтому более перспективным представлялось использование фурье-представления
уравнения Больцмана для изотропной ФР, на основе которого было получено известное
инвариантное решение Бобылева — Крука — Ву [7]. С этой целью в работе [8] разработан
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вариант метода предварительной групповой классификации относительно функции источ-
ника. Идея предварительной классификации дифференциальных уравнений относительно
произвольного элемента предложена в [9] и получила развитие в [10, 11]. В этом случае
для частичной классификации используются группа Ли эквивалентных преобразований и

ее непересекающиеся подгруппы, в частности принадлежащие оптимальной системе под-
групп. Очевидно, что для классификации уравнения относительно функции источника в
качестве группы эквивалентности можно использовать группу Ли, допускаемую однород-
ным уравнением, и ее оптимальную систему подгрупп.

В [8] проводилась групповая классификация относительно функции источника, не за-
висящей от решения кинетического уравнения. Путем прямого решения определяющего
уравнения показано, что допускаемый неоднородным уравнением инфинитезимальный опе-
ратор выражается в виде линейной комбинации базисных операторов наиболее полной

группы, допускаемой однородным уравнением. Эта группа была получена ранее в рабо-
те [12]. Для такой функции источника полученный результат был прогнозируемым, но
получение его путем решения определяющего уравнения позволило утверждать, что вы-
полненная классификация является полной.

В работе [13] исследовался более общий, интересный с физической точки зрения случай
кинетического уравнения, когда источник зависит не только от независимых переменных,
но и от решения уравнения. Для проведения классификации использовались допускаемая
однородным уравнением группа Ли и ее оптимальная система подгрупп. При этом общее
решение определяющего уравнения не находилось, поэтому вопрос о полноте полученной
классификации остается открытым.

В данной работе показано, что для классификации кинетического уравнения с функци-
ей источника, зависящей от его решения, недостаточно операторов, использованных в [13].
Построено расширение группы эквивалентности, которое позволило найти в явном виде
инвариантные решения уравнения Больцмана для изотропной ФР с функцией источника,
включающей такую зависимость.

Уравнение Больцмана в изотропном случае. В качестве исходного уравнения
рассматривается пространственно однородное уравнение Больцмана с источником для

изотропной в пространстве скоростей ФР f(v, t) и изотропной максвелловской модели рас-
сеяния. Фурье-преобразование этого уравнения по пространству скоростей Rs(v) имеет
вид [7]

∂ϕ(x, t)

∂t
+ ϕ(x, t)ϕ(0, t) =

1∫
0

ϕ(xs, t)ϕ(x(1− s), t) ds + G(ϕ(x, t), t, x). (1)

Здесь изотропная ФР и ее фурье-образ определяются преобразованиями

f(v, t) =
1

(2π)3

∫
eikv ϕ(k, t) dk, ϕ(x, t) ≡ ϕ(k2/2, t) ≡ ϕ(k, t) =

∫
e−ikv f(v, t) dv.

Соответственно функция

G(ϕ(x, t), t, x) =

∫
e−ikv G̃(f(v, t), t, v) dv

есть фурье-образ функции источника в пространстве скоростей. При этом

v ∈ R3, k ∈ R3, v = |v|, k = |k|.
Для уравнения (1) ставится задача Коши (релаксации)

ϕ(x, 0) = ϕ0(x). (2)
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Задача Коши (1), (2) определяет законы эволюции числовой плотности частиц

n(t) ≡ ϕ(0, t) =

∫
f(v, t) dv

и энергии

n(t)e(t) =
∂ϕ

∂x
(0, t),

которые записываются в виде уравнений

∂ϕ(0, t)

∂t
= G(ϕ(0, t), t, 0); (3)

∂ϕ

∂t
(0, t)e(t) +

∂e(t)

∂t
ϕ(0, t) =

∂G

∂x
(ϕ(0, t), t, 0) +

∂G

∂ϕ
(ϕ(0, t), t, 0)

∂ϕ

∂x
(0, t).

В случае однородного уравнения при G ≡ 0 для задачи (1), (2) выполняются законы
сохранения плотностей частиц и энергии [7]

ϕ(0, t) = 1,
∂ϕ

∂x
(0, t) = −1. (4)

В работе [12] показано, что полная группа Ли L4, допускаемая однородным уравнени-
ем (1), определяется базисными операторами

X0 = x ∂x, X1 = xϕ ∂ϕ, X2 = ϕ ∂ϕ − t ∂t, X3 = ∂t. (5)

Инвариантное решение Бобылева — Крука — Ву [7] имеет вид

ϕB(x, t) = (1− y) ey−x, y = xθ eλt, λ = −1/6, 0 6 θ 6 2/5. (6)

Этому решению соответствует оператор X0 + λ−1X3.
Инвариантные решения типа решений Бобылева — Крука — Ву. Для про-

ведения предварительной классификации решений уравнения (1) в работе [13] допустимые
операторы задавались в виде

X = c0X0 + c1X1 + c2X2 + c3X3.

Вычисления проводились по следующей схеме. Группа Ли L4 отображает фурье-образ
ϕ(x, t) в функцию преобразованных переменных

ϕ̄(x̄, t̄) = ex̄ e−a0 a1+a2 ϕ(x̄ e−a0 , (t̄− a3) ea2), (7)

где ai = cia (i = 0, 1, 2, 3); a — групповой параметр.
В предположении, что преобразование (7) переводит уравнение (1) в уравнение в но-

вых переменных (ϕ̄, x̄, t̄) без изменения формы, после подстановки в уравнение (1) функции
(7) оно дифференцируется по параметру a. При a = 0 из полученного выражения следует
определяющее уравнение

c0xGx + (c3 − c2t)Gt + (c1x + c2)ϕGϕ = (c1x + 2c2)G,

которое включает производные функции источника и неизвестные коэффициенты ci (i =
0, 1, 2, 3). Коэффициенты определяются путем выбора очередной подалгебры из оптималь-
ной системы подалгебр группы L4. В результате получается переопределенная система

дифференциальных уравнений для функции источника, решение которой (если оно суще-
ствует) задает допустимую функцию источника, соответствующую инвариантному реше-
нию, определяемому данной подалгеброй. В таблице приведены найденные в [13] допу-
стимые правые части уравнения (1) и соответствующие подалгебры, которые могли бы
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Предварительная групповая классификация уравнения (1)

Номер

решения
G(t, x, ϕ) Операторы Номер

решения
G(t, x, ϕ) Операторы

1 βxαϕ αX2 + X0, X1, X3 3 ϕΦ(x e−λt) X0 + λ−1X3, X1

2 βϕ2 X0, X2, X3 4 Φ(x e−λt, ϕ) X0 + λ−1X3

определять обобщенные решения Бобылева — Крука — Ву (Φ — произвольная функция;
α, β, λ — произвольные константы).

Во всех указанных случаях инвариантное решение зависит от автомодельной перемен-
ной y = x e−λt, определяемой оператором X0 + λ−1X3:

ϕ(x, t) = Ψ(y).

Однако такая зависимость противоречит отличной от нуля функции источника в урав-
нении (1). Действительно, из этой функции следует, что числовая плотность частиц не
меняется во времени:

n(t) = ϕ(0, t) = Ψ(0) = const .

Это возможно только в тривиальном случае

ϕ(x, t) = Ψ(y) = const, G ≡ 0.

Вместе с тем в работе [14] аналогично тому, как это сделано в [15], в явном виде построено
обобщенное решение Бобылева — Крука — Ву. При этом функция источника в фурье-
представлении выражалась в виде

G = −CRϕ(0, t)ϕ(t, x).

Принципиальное отличие этого источника от использованной в расчетах функции

G(ϕ(x, t), t, x) заключается в его зависимости от функционала

ϕ(0, t) =

∫
f(v, t) dv.

Это отличие вносит дополнительную нелокальность в классифицируемое уравнение, ко-
торая не могла быть учтена операторами группы L4.

В работе [16] предложено преобразование переменной времени и ФР, позволившее при-
вести неоднородное уравнение Больцмана (1) к однородному, для которого можно записать
решение Бобылева — Крука — Ву в новых переменных и, таким образом, избежать гро-
моздких преобразований [14]. В используемых переменных это преобразование имеет вид

t̃ = τ(t), x̃ = x, ϕ̃ = p(t)ϕ. (8)

Для уравнения (1) рассмотрим источник более общего вида

G = G(ϕ(0, t), ϕ(x, t), t, x)

и покажем, при каких условиях преобразование (8) является для него преобразованием
эквивалентности. Выразим производную по времени фурье-образа ϕ(x, t) ФР:

∂ϕ(x, t)

∂t
=

∂

∂t

( ϕ̃(x, τ(t))

p(t)

)
=

ϕ̃τ τ
′(t)p(t)− ϕ̃p′(t)

p2(t)
.

Подставляя это выражение в уравнение (1), в котором фурье-образы ФР также выража-
ются через ϕ̃(x, τ(t))/p(t), и перенося в полученном таким образом уравнении все члены,
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кроме первого, в правую часть, имеем

τ ′(t)ϕ̃τ (x, τ(t)) =
p′(t)

p(t)
ϕ̃(x, τ(t))− 1

p(t)
ϕ̃(0, τ(t))ϕ̃(x, τ(t)) +

+
1

p(t)

1∫
0

ϕ̃(xs, τ(t))ϕ̃(x(1− s), τ(t)) ds + p(t)G
( 1

p(t)
ϕ̃(0, τ(t)),

1

p(t)
ϕ̃(x, τ(t)), t, x

)
.

Добавляя в левую и правую части этого равенства операторную часть уравнения (1),
записанную в преобразованных переменных, после перегруппировки слагаемых получаем

ϕ̃τ (x, τ(t)) + ϕ̃(0, τ(t))ϕ̃(x, τ(t))−
1∫

0

ϕ̃(xs, τ(t))ϕ̃(x(1− s), τ(t)) ds =

=
p′(t)

p(t)τ ′(t)
ϕ̃(x, τ(t)) +

(
1− 1

p(t)τ ′(t)

)
ϕ̃(0, τ(t))ϕ̃(x, τ(t)) +

+
( 1

p(t)τ ′(t)
− 1

) 1∫
0

ϕ̃(xs, τ(t))ϕ̃(x(1− s), τ(t)) ds +

+
p(t)

τ ′(t)
G

( 1

p(t)
ϕ̃(0, τ(t)),

1

p(t)
ϕ̃(x, τ(t)), t, x

)
.

Для того чтобы преобразование (8) являлось преобразованием эквивалентности уравне-
ния (1), необходимо исключить из правой части последнего уравнения интегральное сла-
гаемое. Для этого достаточно положить

p(t)τ ′(t) = 1.

С учетом этого предположения источник принимает вид

G̃(ϕ̃(0, τ(t)), ϕ̃, τ(t), x) = p′(t)ϕ̃ + p2(t)G
( 1

p(t)
ϕ̃(0, τ(t)),

1

p(t)
ϕ̃(x, τ(t)), t, x

)
.

Определим структуру функций источника G(ϕ(0, t), ϕ(x, t), t, x), которые становятся рав-
ными нулю при использовании преобразования (8). При этом должно выполняться равен-
ство

G̃(ϕ̃(0, τ(t)), y, τ(t), x) = p′(t)y + p2(t)G
( 1

p(t)
ϕ̃(0, τ(t)),

1

p(t)
y, t, x

)
= 0, y ≡ ϕ(x, t).

Поскольку

∂G̃

∂y
= 0,

функция источника является линейной по переменной y:

G(ϕ(0, t), ϕ(x, t), t, x) = α(ϕ(0, t), t)ϕ(x, t), (9)

в противном случае p(t) = 0.
Запишем полученные условия эквивалентности преобразования (8) с использованием

числовой плотности частиц n(t) = ϕ(0, t), добавив к ним закон эволюции (3)

p′(t) + p(t)α(t, n(t)) = 0, τ ′ = p−1(t), n′(t) = α(t, n(t))n(t).
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Из закона эволюции (3) следует α(t, n(t)) = n′(t)/n(t). С учетом этого окончательно полу-
чаем

p =
n0

n
, τ ′ =

n

n0
, τ(t) =

t∫
0

n(s)

n0
ds, (10)

где n0 — произвольная постоянная.
Кроме того, для линейного источника (9) из закона эволюции энергии находим

∂ϕ(0, t)

∂t
e(t) +

∂e(t)

∂t
ϕ(0, t) = α(ϕ(0, t), t)e(t)ϕ(0, t).

Отсюда с учетом закона эволюции плотности частиц (3) следует, что в данном случае
сохраняется средняя энергия (температура) частиц:

e(t) = e0 = const .

Таким образом, преобразование (8) при условиях (10) является преобразованием эквива-
лентности для уравнения (1) с источником вида (9), которое переводит его в уравнение
того же вида с нулевой правой частью:

ϕ̃τ (x, τ(t)) + n0ϕ̃(x, τ(t))−
1∫

0

ϕ̃(xs, τ(t))ϕ̃(x(1− s), τ(t)) ds = 0. (11)

Выбрав в соответствии с законами сохранения (4) определенные выше постоянные

n0 = 1, e0 = −1,

для уравнения (11) можно записать решение Бобылева — Крука — Ву (6) в преобра-
зованных переменных, а затем перейти в нем к исходным переменным. Таким образом
можно построить обобщенные решения Бобылева — Крука — Ву для выделенного класса

источников (9).
Другим способом нахождения решений Бобылева — Крука — Ву для того же класса

источников является нахождение соответствующего оператора в исходных переменных.
Для этого базисные операторы (5) группы L4, допускаемой уравнением (11), в преобразо-
ванных переменных (8)

x̃ ∂x̃, x̃ϕ̃ ∂ϕ̃, ϕ̃ ∂ϕ̃− t̃ ∂t̃, ∂t̃ (12)

нужно выразить в исходных переменных. Эти операторы будем искать в форме

X = ξ ∂t + η ∂x + ζ ∂ϕ.

В соответствии с правилом преобразования операторов [3] имеем

X̃ = Xτ(t) ∂t̃ + η ∂x̃ + X(p(t)ϕ) ∂ϕ̃ = ξ
n

n0
∂t̃ + η ∂x̃ +

(
ξ
(n0

n

)′
ϕ +

n0

n
ζ
)

∂ϕ̃,

откуда для каждого базисного оператора (12) последовательно получаем коэффициенты ξ,
η, ζ. Например, для оператора ϕ̃ ∂ϕ̃ − t̃ ∂t̃ имеем

ξ
n

n0
= −t̃, η = 0, ξ

(n0

n

)′
ϕ +

n0

n
ζ = ϕ̃,

откуда следует

ξ = −pτ, η = 0, ζ = (τp′ + p)ϕ.

Аналогично находим коэффициенты ξ, η, ζ для следующих случаев:
— в случае x̃ ∂x̃

ξ = 0, η = x, ζ = 0;
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— в случае x̃ϕ̃ ∂ϕ̃

ξ = 0, η = 0, ζ = xϕ;

— в случае ∂t̃

ξ = p, η = 0, ζ = −p′ϕ.

В результате базис операторов в преобразованных переменных имеет вид

x ∂x, xϕ ∂ϕ, (τp′ + p)ϕ∂ϕ − pτ ∂t, p ∂t − p′ϕ ∂ϕ.

Следует отметить, что приведенные выше допустимые операторы можно получить

также с использованием метода, предложенного в [13], путем расширения класса операто-
ров. Например:

X = ξ(t)∂t + η(t)x ∂x + (ζ2(t) + xζ1(t) + ζ2(t)ϕ) ∂ϕ.

В данном случае в соответствии с работой [12] решение Бобылева — Крука — Ву

определяется оператором

x ∂x +
1

λ
(p ∂t − p′ϕ ∂ϕ).

Инварианты этого оператора находятся из решения характеристической системы уравне-
ний

dx

x
= λ

dt

p(t)
= λ

dϕ

−p′(t)ϕ
.

Из этого решения следует

I1 = x eλτ(t), I2 = p(t)ϕ.

Соответствующее представление обобщенного инвариантного решения Бобылева — Кру-
ка — Ву имеет вид

ϕ(x, t) =
1

p(t)
τ ′(t)F (x eλτ(t)).

Подставляя это выражение в уравнение (1) с функцией источника из выделенного клас-
са (9), получаем фактор-уравнение для функции F с нулевой правой частью, из которого
следует искомое решение.

Заметим, что, используя другие операторы из соответствующей (12) оптимальной
системы подалгебр, можно получить другие фактор-уравнения, решения которых пред-
ставимы в виде степенных рядов по автомодельным переменным (см. [17]).

Примеры решений типа решений Бобылева — Крука — Ву для линейных

источников. Приведем примеры обобщенных решений Бобылева — Крука — Ву в явном

виде для некоторых источников из класса (9), моделирующих определенную физическую
ситуацию. В v-представлении решения записываются в виде [7]

f(v, t) =
1

p(t)
(2πθ)−3/2

[
1 +

1− θ

θ

(v2

2θ
− 3

2

)]
exp

(
− v2

2θ

)
. (13)

Здесь θ = 1 − θ0 e−τ(t)/6, 0 6 θ0 6 2/5. Подставляя в (13) p(t) и τ(t), получаем искомое
решение. Рассмотрим некоторые функции источников.

1. Согласно [14, 16] источник

G1(v, t) = −CRn(t)f(v, t)

описывает потери частиц, например при диссоциации или химической реакции с некото-
рыми фоновыми частицами.
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Из закона эволюции числовой плотности (3) следует

∂n(t)

∂t
= −CRn2(t),

откуда получаем

n(t) =
n0

1 + CRn0t
.

Следовательно,

p(t) =
n0

n(t)
= 1 + CRn0t,

а выражение для τ(t) имеет вид

τ(t) =

t∫
0

n(s)

n0
ds =

1

CRn0
ln (1 + CRn0t).

Для того чтобы записать решение Бобылева — Крука — Ву в виде (13), здесь и далее
необходимо положить n0 = 1.

2. Источник в форме

G2(v, t) = −Crn
2(t)f(v, t)

моделирует процесс рекомбинации с участием третьего тела или химическую реакцию

третьего порядка с потерями частиц. В этом случае

n(t) =
1

(1 + Crt)1/2
, p(t) = (1 + Crt)

1/2, τ(t) =
2

Cr
((1 + Crt)

1/2 − 1).

3. Функция источника

G3(v, t) = −Cef(v, t)

может служить моделью процесса “убегания” частиц с высокой энергией из удерживаю-
щего силового поля, например из верхнего слоя атмосферы Земли. В этом случае

n(t) = e−Cet, p(t) = e−Cet, τ(t) =
1

Ce
(1− e−Cet).

В приведенных примерах постоянные CR, Cr, Ce являются константами скорости со-
ответствующих процессов.

Можно рассмотреть случаи источников с более сложной структурой, например

Gk(v, t) = −(C1 + C2n(t))kf(v, t).

Такой вид функций, задающих источник, описывает комбинацию рассмотренных выше

процессов потерь частиц. Так, случай k = 1 соответствует одновременно происходящим
процессам диссоциации и “убегания” частиц, а при k = 2 объединяются все три процесса.

Заключение. На основе группы L4, допускаемой уравнением Больцмана в случае
изотропной ФР и максвелловского потенциала взаимодействия, построена группа эквива-
лентности для уравнения с источником. Однозначно выделен класс функций источника,
линейных по ФР, которые становятся равными нулю под действием одного из преобразова-
ний эквивалентности. Это позволяет найти в явном виде обобщенные решения Бобылева—
Крука — Ву, в частности решения, допускающие физическую интерпретацию.

Вместе с тем необходимо либо дальнейшее расширение группы эквивалентности дру-
гими преобразованиями, в частности такими, которые позволяют получать обобщенные
решения Бобылева — Крука — Ву для других классов источников, либо доказательство
отсутствия таких расширений.
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