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ФАЗОВЫХ МАТЕРИАЛОВ НА НЕСУЩУЮ СПОСОБНОСТЬ ПЛОСКИХ

КОНСТРУКЦИЙ С РАВНОНАПРЯЖЕННОЙ АРМАТУРОЙ
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Сформулирована неупругая задача равнонапряженного армирования плоских термочув-
ствительных композитных конструкций. Получены аналитические решения в термо-
упругом и неупругом случаях. На основе этих решений показано, что для неупругих
проектов несущая способность конструкции может быть увеличена в несколько раз
по сравнению с термоупругими, а при фиксированном уровне нагружения в неупругом
случае возможна существенная экономия арматуры. Несмотря на ухудшение прочност-
ных характеристик фаз композиции, несущая способность конструкции при нагреве в
неупругом случае практически не уменьшается, а в термоупругом случае может даже
возрастать.

Ключевые слова: композиты, равнонапряженное армирование, термочувствитель-
ность, термоупругость, термопластичность, однородное деформирование.

Одним из критериев прочности рационального проектирования композитных кон-
струкций при статическом нагружении является равнонапряженность волокон вдоль их

траекторий, что позволяет наиболее полно использовать несущую способность высоко-
прочной арматуры и создавать надежные конструкции даже при низкой прочности свя-
зующего. Исследованию равнонапряженного армирования (РА) посвящены многие рабо-
ты (см., например, [1–8]). Однако до настоящего времени при исследовании задачи РА
либо использовалась нитяная (сетевая) модель армированного слоя [7, 8], в рамках кото-
рой не учитывается механическое поведение связующего, а значит, и влияние теплового
или радиационного воздействия на конструкцию [5], либо предполагалось, что поведение
всех фаз композиции линейно-упругое, т. е. не учитывалось реальное поведение фазовых
материалов за пределом текучести. При этом не была проведена оценка эффективности
использования несущей способности реальных волокон при рассмотрении задачи РА в

упругой постановке. Кроме того, известно, что при интенсивном тепловом воздействии
физико-механические характеристики многих материалов, используемых при изготовле-
нии волокнистых композиций, существенно изменяются (в частности, уменьшается или
повышается их прочность) [9–12].

Целью настоящего исследования является изучение влияния термочувствительности и

неупругого поведения фазовых материалов композиции на несущую способность конструк-
ций при РА.

1. Система разрешающих уравнений и граничные условия. Полная замкнутая
система разрешающих уравнений задачи РА, описывающая в декартовой системе коорди-
нат x1Ox2 поведение плоских термоупругих и термопластических конструкций, статиче-
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ски нагруженных в своей плоскости и армированных двумя семействами равнонапряжен-
ных волокон (материалы связующего и волокон предполагаются изотропными, а поведение
связующего описывается деформационной теорией пластичности [13]), включает уравне-
ния равновесия, записанные в перемещениях [14]:

(−1)i
∑

k

σkωklkj∂k(ψk) +Bi(u,ω, ε0, θ) = −(1− Ω)Fi −
∑

k

ωkFki,

j = 3− i, i = 1, 2,
(1.1)

условия постоянства площадей поперечных сечений волокон

(ωk cosψk),1 + (ωk sinψk),2 = 0, k = 1, 2, (1.2)

условия равнонапряженности арматуры

σk = fk(εk, θ) = const,
(1.3)

∂k(u1) cosψk + ∂k(u2) sinψk − αk(θ)θ = εk(θ) = f−1
k (σk, θ), k = 1, 2,

уравнение плоской стационарной задачи теплопроводности

(Λ11(θ)θ,1 + Λ12(θ)θ,2),1 + (Λ21(θ)θ,1 + Λ22(θ)θ,2),2 + 2µ(θ)(θ∞ − θ)/h =

= −(1− Ω)Q−
∑

k

ωkQk, θ = T − T0, θ∞ = T∞ − T0, (1.4)

где

Bi(u,ω, ε0, θ) = a[g(εu, θ)(ui,i − ε0) + 3K(θ)(ε0 − α(θ)θ)],i +

+ 0,5a[g(εu, θ)(ui,j + uj,i)],j , j = 3− i, i = 1, 2; (1.5)

∂k( · ) = lk1
∂( · )
∂x1

+ lk2
∂( · )
∂x2

, lk1 = cosψk, lk2 = sinψk, k = 1, 2; (1.6)

Ω =
∑

k

ωk, ω = {ω1, ω2}, u = {u1, u2}; (1.7)

Λij(θ) =
1

Ω

∑
k

ωk

{
[Ω(λk(θ)− λ(θ)) + λ(θ)]lkilkj +

(−1)i+jlkslkrλk(θ)λ(θ)

Ω(λ(θ)− λk(θ)) + λk(θ)

}
,

(1.8)

s = 3− i, r = 3− j, i, j = 1, 2;

g(εu, θ) =
2σu(εu, θ)

3εu
, K(θ) =

E(θ)

3(1− 2ν(θ))
, ε0 =

ε11 + ε22 + ε33

3
,

εu = (
√

2/3)
√

(ε11 − ε22)2 + (2ε22 + ε11 − 3ε0)2 + (3ε0 − 2ε11 − ε22)2 + 6ε212, (1.9)

ε33 = 3ε0 − ε11 − ε22, εij = (ui,j + uj,i)/2, i, j = 1, 2;

0 < a = const < 1. (1.10)

На одной части контура Γp могут быть заданы статические граничные условия в

перемещениях [14] ∑
k

σkωk cos2(ψk − β) +Dn(u,ω, ε0, θ) = pn,

∑
k

σkωk sin 2(ψk − β) +Dτ (u,ω, ε0, θ) = 2pτ , (x1, x2) ∈ Γp,

(1.11)
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на другой части Γu — кинематические

ui(Γu) = ui0, i = 1, 2, (1.12)

на всем контуре Γ = Γp ∪ Γu — тепловые

χ[(Λ11(θ)θ,1 + Λ12(θ)θ,2)n1 + (Λ21(θ)θ,1 + Λ22(θ)θ,2)n2 + q] + γ(θ − θ0) = 0, (1.13)

где

Dn(u,ω, ε0, θ) = a{g(εu, θ)[u1,1n
2
1 +u2,2n

2
2 +(u1,2 +u2,1)n1n2−ε0]+3K(θ)(ε0−α(θ)θ)},

(1.14)
Dτ (u,ω, ε0, θ) = ag(εu, θ)[2(u2,2 − u1,1)n1n2 + (u1,2 + u2,1)(n

2
1 − n2

2)];

n1 = cos β, n2 = sin β. (1.15)

(Возможно задание условий (1.11), (1.12) на всем контуре Γ, ограничивающем область G,
занимаемую конструкцией в плане.) На части контура Γk, на которой волокна k-го се-
мейства входят в конструкцию, необходимо задать краевые условия для интенсивностей
армирования:

ωk(Γk) = ω0k, k = 1, 2. (1.16)

При решении задачи РА в случае плоской деформации (ε33 = 0) в операторах (1.5),
(1.14) следует учесть, что

ε0 = (ε11 + ε22)/3 = (u1,1 + u2,2)/3, (1.17)

а в случае обобщенного плоского напряженного состояния (ПНС) к системе (1.1)–(1.4)
необходимо добавить уравнение [14]

g(εu, θ)(2ε0 − u1,1 − u2,2) + 3K(θ)(ε0 − α(θ)θ) = 0, (x1, x2) ∈ G. (1.18)

Кроме того, при линейно-упругом поведении фазовых материалов функции g(εu, θ) и
fk(εk, θ), f

−1
k (σk, θ) в соотношениях (1.3), (1.5), (1.9), (1.14), (1.18) имеют вид

g(εu, θ) = E(θ)/(1 + ν(θ)), fk(εk, θ) = Ek(θ)εk, f−1
k (σk, θ) = σk/Ek(θ). (1.19)

Решение задачи РА должно удовлетворять физическим ограничениям [3, 4, 14]

0 6 ωk (k = 1, 2), Ω 6 1− a (0 6 a = const < 1) (1.20)

и прочностным ограничениям

σu(εu, θ) 6 σс(θ), −σ−k (θ) 6 σk 6 σ+
k (θ), σс > 0, σ±k > 0, k = 1, 2. (1.21)

В уравнениях и соотношениях (1.1)–(1.21) Fi, Fki — компоненты объемных удель-
ных нагрузок, действующих на связующее и арматуру k-го семейства по направлениям xi

соответственно; ωk, ψk — интенсивность и угол (отсчитываемый от направления x1) ар-
мирования волокном k-го семейства; σk, εk — напряжение и механическая деформация

волокон k-го семейства (диаграмма растяжения-сжатия σk ∼ εk в общем случае может
быть несимметричной, ее вид зависит от температуры и определяется функцией fk); σu,
εu — интенсивности напряжений и деформаций в связующем (вид диаграммы σu ∼ εu
может зависеть от температуры); εij , ui — компоненты деформаций и перемещений; ν,
E, Ek — коэффициент Пуассона связующего и модули упругости связующего и арматуры

k-го семейства соответственно; a — интенсивность прослоек связующего между элемен-
тарными армирующими слоями; α, αk — коэффициенты линейного теплового расширения

связующего и арматуры k-го семейства; λ, λk — коэффициенты теплопроводности связу-
ющего и арматуры k-го семейства; θ — разность температур конструкции в рабочем (T )
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и исходном (T0) состояниях; θ∞ — разность температур окружающей среды T∞ (со сто-
роны лицевых поверхностей конструкции) и T0; µ — коэффициент конвективного тепло-
обмена между связующим и окружающей средой на лицевых поверхностях пластины (в
случае плоской деформации µ = 0); h = const — толщина пластины в случае ПНС; Q,
Qk — мощности внутренних источников тепла в связующем и волокнах k-го семейства;
pn, pτ — нормальные и касательные контурные напряжения соответственно; ui0 — за-
данные на контуре Γu компоненты перемещения; θ0 — разность температур контура Γ
конструкции в рабочем и исходном состояниях; q — тепловой поток через торцевую (бо-
ковую) поверхность конструкции; χ, γ — функции переключения, позволяющие задавать
на Γ различные тепловые условия; β — угол, задающий направление внешней нормали
к Γ; ω0k — заданные на контуре Γk значения функций ωk; σc — предел прочности мате-
риала связующего, равный, например, пределу текучести σт или временному сопротивле-
нию σв; σ

−
k , σ+

k — пределы прочности волокон k-го семейства при сжатии и растяжении
соответственно (при воздействии сжимающих нагрузок волокна могут потерять устойчи-
вость, поэтому в общем случае σ−k 6= σ+

k ); суммирование проводится от 1 до 2; нижний
индекс после запятой означает частное дифференцирование по соответствующей перемен-
ной xi. При учете термочувствительности субструктурных элементов композиции (ТСЭК)
их физико-механические характеристики E, ν, K, α, λ, Ek, αk, λk, µ, σт, σв, σ

±
k (k = 1, 2)

зависят от температуры конструкции θ [9–12], в силу чего от θ зависят эффективные ко-
эффициенты теплопроводности Λij , а также функции g и fk, характеризующие диаграммы
деформирования фазовых материалов.

В [14] показано, что система разрешающих уравнений (1.1)–(1.4), (1.18) (или (1.17))
является квазилинейной системой смешанно-составного типа [15], замкнутой относительно
неизвестных функций ψk, ωk, uk, θ, ε0 (k = 1, 2), и имеет две комплексные характеристики,
порождаемые уравнением теплопроводности (1.4), и две действительные характеристики,
совпадающие с траекториями равнонапряженных волокон. Нелинейность в рассматрива-
емой задаче обусловливается “структурной” нелинейностью (так как параметры РА ψk,
ωk — неизвестные функции) и физической нелинейностью (так как физико-механические
характеристики фаз композиции зависят от температуры θ и при неупругом поведении фа-
зовых материалов функции g(εu, θ), fk(εk, θ) нелинейно выражаются через величины εu,
εk, θ, значения которых определяются из решения задачи). Это значительно усложняет
разработку методов решения граничной задачи РА.

2. Исследование несущей способности плоских термочувствительных кон-
струкций с равнонапряженной арматурой. В настоящее время теория систем квази-
линейных уравнений смешанно-составного типа разработана недостаточно полно [15], что
не позволяет аналитически исследовать свойства решений системы разрешающих уравне-
ний задачи РА в общем случае. Однако удается выделить и более подробно исследовать
важный класс решений этой системы. Проанализируем случай однородного деформиро-
вания (ОД) конструкции, когда полные деформации в волокнах всех семейств совпадают
(например, волокна изготовлены из одного материала) и температурное поле однородно
(это возможно при Q = Qk = 0, µ = 0, θ(Γ) = θ0 = const [4]):

ε11 = ε22 = εk + αkθ = const, ε12 = 0, ε0 = const, θ = const, k = 1, 2. (2.1)

Выполнение в конструкциях со структурой РА условий (2.1) обеспечивает равнона-
пряженность не только волокон, но и связующего [14]:

σcii = g(εu, θ)(εii − ε0) + 3K(ε0 − αθ) = const, σc12 = g(εu, θ)ε12 = 0, i = 1, 2, (2.2)

что позволяет исключить нежелательное влияние сдвиговых деформаций на сцепление ар-
матуры со связующим и существенно повысить трещиностойкость материала связующей

матрицы.
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При выполнении равенств (2.1) в уравнениях равновесия (1.1) операторы Bi = 0, а в
статических граничных условиях (1.11) операторы Dn = const, Dτ = 0. При неупругом
поведении материала связующего:

Dn(u,ω, ε0, θ) = a[g(εu, θ)(ε1 + α1θ − ε0) + 3K(ε0 − αθ)] = const,

εu = 2
√

(ε1 + α1θ − ε0)2 = 2|ε1 + α1θ − ε0| = const
(2.3)

в случае плоской деформации ε0 = 2(ε1 + α1θ)/3 (см. (1.17), (2.1)), а в случае ПНС ε0
определяется из уравнения (см. (1.9), (1.18), (2.1))

3K(ε0 − αθ)− 2g(εu, θ)(ε1 + α1θ − ε0) = 0. (2.4)

При линейно-упругом поведении материала связующего в силу (1.19)

Dn(u,ω, ε0, θ) = Ea[ε1 + (α1 − α)θ]/(1− ν) = const . (2.5)

Поскольку Bi = 0 (i = 1, 2), Dn = const, Dτ = 0, в случае ОД конструкций решение за-
дачи РА строится одинаково как при упругом, так и при неупругом поведении материала
связующего. (При неупругом поведении материала связующего в случае ПНС предвари-
тельно необходимо лишь решить уравнение (2.4) относительно величины ε0 = const). В [6]
подробно исследована термоупругая задача РА плоских конструкций при ОД. Все резуль-
таты, полученные в [6], можно перенести на случай неупругого поведения материалов фаз
композиции. В частности, для выполнения условий (2.1) в конструкцию необходимо внед-
рять лишь два семейства арматуры; при отсутствии объемных нагрузок (Fi = Fki = 0)
траектории РА прямолинейны, что удобно при реализации соответствующих проектов.
В случае осесимметричного нагружения кольцевых пластин при ОД и Fi = Fki = 0
(i, k = 1, 2) решение задачи РА может быть получено в аналитической форме [6].

Проанализируем некоторые решения задачи РА плоских конструкций при ОД. Пусть
кольцевая пластина ограничена окружностями радиусов r0, r1 (r0 < r1). На обоих контурах
заданы равномерные нормальные нагрузки pn0 = const, pn1 = const (pτ0 = pτ1 = 0)
соответственно, объемные нагрузки отсутствуют. Оба семейства волокон изготовлены из
одного материала:

σ1 = σ2 = const, ε1 = ε2, E1 = E2, α1 = α2, f1(ε, θ) = f2(ε, θ). (2.6)

Так как форма и нагружение конструкции обладают осевой симметрией, целесообраз-
но искать осесимметричное решение задачи РА. В осесимметричном случае в полярной
системе координат (r, ϕ) при Fi = Fki = 0 прямолинейные траектории РА задаются урав-
нениями [6]

r sin ψ̃k(r) = Ck = const, k = 1, 2, (2.7)

где ψ̃k = ψk − ϕ — углы армирования, отсчитываемые от направления полярного ради-
уса r; Ck — подлежащие определению постоянные, модули которых равны расстояниям
от точки начала координат до траектории армирования k-го семейства. Интенсивность
армирования ωk определяется выражением

rωk(r) cos ψ̃k(r) = r0ω0k cos ψ̃k(r0) = const, ω0k = ωk(r0), k = 1, 2. (2.8)

Постоянные величины Ck, ω0k определяются из статических граничных условий в

точках r = r0, r1. В частности, если рассматриваются только радиально-симметричные
структуры РА (ψ̃2 = −ψ̃1, ω1 = ω2, ω01 = ω02), то с учетом (2.6) [6]

C2
k = R0(ω01)(P0 − ω01)/[2ω01(P0 − ω01)], k = 1, 2,

2ω01 = [(r21P1)
2 − (r20P0)

2][r20(r
2
1 − r20)P0]

−1, ω01 = ω02,
(2.9)
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Та бли ц а 1

T , ◦C

Магниевый сплав МА2 [11] Волокна бора [10]

E,
ГПа

σ0,2,
МПа

σв,
МПа

δ α · 106,
K−1

ν E1,
ГПа

σв1,
МПа

δ1
α1 · 106,

K−1

20 44,5 190 250 0,15 32,4 0,31 416,5 3150 0,002 2,4
150 41,2 98 167 0,22 33,1 0,33

где

R0(ω01) = r20(2ω01 − P0), Pi = (pni −Dn)/σ1, i = 0, 1, (2.10)

значения Dn определяются выражениями (2.3) или (2.5).
Из соотношений (2.7), (2.8) следует, что во всей конструкции будут выполнены физи-

ческие ограничения (1.20), если они выполнены на внутреннем контуре. Это требование
приводит к неравенствам

0 6 [(r21P1)
2 − (r20P0)

2][r20(r
2
1 − r20)P0]

−1 < 1− a (a = const, a < 1− Ω); (2.11)

0 < cos2 ψ̃1(r0) = P0/(2ω01) 6 1, (2.12)

с учетом зависимостей P0, P1 от pn0, pn1, θ (см. (2.10)) определяющим в фазовом про-
странстве (pn0, pn1, θ) область допустимого термосилового нагружения конструкции, при
котором может существовать решение задачи РА кольцевых конструкций в случае ОД

при ω01 = ω02.
На примере решения задачи РА кольцевой пластины при ОД удобно показать эффек-

тивность использования неупругих проектов с равнонапряженной арматурой. Рассмотрим
кольцевую пластину, ограниченную окружностями радиусов r0, r1 (r0/r1 = 0,5), изготов-
ленную из магниевого сплава МА2 и армированную двумя семействами волокон бора.
Физико-механические характеристики материалов фаз композиции приведены в табл. 1.
Распределенные объемные нагрузки не учитываются (Fi = Fki = 0, i, k = 1, 2), а на кон-
турах конструкции заданы равномерно распределенные нормальные напряжения

pn0 = 0,45σв1p, pn1 = 0,25σв1p, pτ0 = pτ1 = 0 (2.13)

(σв1 — напряжение, равное временному сопротивлению волокон бора; p > 0 — параметр

нагружения). В пластине реализуется обобщенное ПНС.
Сначала исследуем случай упругого поведения материала связующего (волокна бора

ведут себя как упругохрупкие). При этом следует оценить предельную величину меха-
нической деформации арматуры ε1, при которой в конструкции при ОД интенсивность

напряжений в связующем равна пределу текучести (σт = σ0,2). Из (1.21), (2.2) при σc = σт
следует уравнение для предельного значения ε1

σu =
√
σ2

c11 − σc11σc22 + σ2
c22 = E|ε1 + (α1 − α)θ|/(1− ν) = σт. (2.14)

Решение уравнения (2.14) обозначим через εт1 :

εт1 = (1− ν)σт/E + (α− α1)θ при εт1 + (α1 − α)θ > 0,

εт1 = −(1− ν)σт/E + (α− α1)θ при εт1 + (α1 − α)θ < 0.
(2.15)

Так как параметр нагружения p в (2.13) предполагается положительным, то при θ = 0
величина εт1 задается первым равенством в (2.15).

При температуре конструкции в исходном состоянии (T0 = 20 ◦C, θ = 0 ◦C) значение
εт1 = 0,39εв1 (εв1 = σв1/E1 — предельная деформация волокон бора). Это означает, что
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Та бли ц а 2

p T = 20 ◦C (θ = 0 ◦C)
T = 150 ◦C (θ = 130 ◦C)

Без учета ТСЭК С учетом ТСЭК

УП НУП УП НУП УП НУП

pmin 0,361 0,368 0,361 0,3685 0,1865 0,193
pmax 0,58 1,31 1,193 1,305 0,945 1,25

Прим е ч а н и е. УП — упругое поведение материала связующего,
НУП — неупругое поведение.

напряжение в равнонапряженной арматуре при упругом поведении материала связующего

не может превышать 39 % предела прочности σв1. Следовательно, при упругом поведении
материала связующего, изготовленного из сплава МА2, несущая способность волокон бора
используется частично.

Рассмотрим проекты РА, в которых несущая способность арматуры используется

максимально, т. е. σk = σв1. При этом εт1 < εk = εв1 (k = 1, 2), и в случае θ = 0 ◦C
в связующем возникают пластические деформации. Для решения неупругой задачи РА
предварительно нужно разрешить относительно ε0 уравнение (2.4), которое с учетом вы-
ражений для g(εu, θ) и εu (см. (1.9), (2.3)) преобразуется к виду

9K(ε0 − αθ)− 2 sign (ε1 + α1θ − ε0)σu(εu, θ) = 0. (2.16)

Решение уравнения (2.16) зависит от вида зависимости σu(εu, θ) для материала связующе-
го. Будем предполагать, что диаграмма σu ∼ εu имеет участок с линейным упрочнением.
Тогда зависимость σu(εu, θ) определяется соотношениями [13]

σu(εu, θ) = Eu(θ)εu при 0 6 εu 6 εuт(θ),

σu(εu, θ) = σт(θ) + Euт(θ)(εu − εuт(θ)) при εuт(θ) 6 εu 6 εuв(θ),
(2.17)

где

Eu = 1,5E/(1 + ν), εuт = 2(1 + ν)σт/(3E), εuв = δ + 2(1 + ν)σв/(3E),

Euт = E(σв − σт)/[Eδ + 2(1 + ν)(σв − σт)/3].
(2.18)

Подставляя в уравнение (2.16) второе соотношение (2.17) и учитывая выражение
для εu (2.3) и (2.18), получим

9K(ε0 − αθ)− 2 sign (ε1 + α1θ − ε0)(σт − Euтεuт)− 4Euт(ε1 + α1θ − ε0) = 0. (2.19)

Уравнение (2.19) имеет два решения:

ε0 = [9Kαθ + 4Euт(ε1 + α1θ)± 2(σт − Euтεuт)]/(9K + 4Euт). (2.20)

Выбор знака в (2.20) зависит от знака неравенства

εu = ±2(ε1 + α1θ − ε0) > εuт > 0. (2.21)

При сжатии волокон (ε1 < 0) в (2.20), (2.21) следует выбирать знак “−”, а при растяжении
(ε1 > 0) — знак “+”. (Такой выбор решения уравнения (2.19) остается справедливым для
рассматриваемой композиции в реальном диапазоне температур −300 ◦C 6 θ 6 1000 ◦C.)

При известном из (2.20), (2.21) значении ε0 по формулам (2.7)–(2.10) можно опреде-
лить осесимметричную структуру РА кольцевой пластины при ОД в случае неупругого

поведения материала связующего.
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à á

â ã

Рис. 1. Структуры РА кольцевых однородно деформируемых пластин при тер-
мосиловом нагружении в случае отсутствия теплового воздействия (а–в) и при
нагреве (г):
а — упругое поведение материала связующего, б — неупругое поведение (сплошные
линии — p = pmax, штриховые — p = pmin); в, г — упругое и неупругое поведение

материала связующего (p = 0,45)

По описанной выше схеме проведены расчеты при упругом и неупругом поведении ма-
териала связующего, причем предполагалось, что в случае упругого поведения напряжен-
ное состояние в связующем достигает предела текучести (σu = σт), а в случае неупругого
напряжения в арматуре достигают временного сопротивления (σ1 = σв1). Оказалось, что
различным значениям параметра нагружения p в (2.13) соответствуют различные про-
екты РА в случаях упругого и неупругого поведения материала связующего. В табл. 2
приведены наименьшие (pmin) и наибольшие (pmax) значения параметра p, при которых
можно получить решение задачи РА с указанными особенностями напряженного состоя-
ния в фазах композиции. При этом значениям pmin соответствует вырождение структуры

армирования в радиальную (ψ̃1 = ψ̃2 = 0) (т. е. в ограничении (2.12) имеет место знак
равенства), а значениям pmax соответствует предельная концентрация арматуры на внут-
реннем контуре r0 (т. е. 2ω01 = 1 − a (см. (2.9), (2.11)); в расчетах принималось a = 0,3,
поэтому предельное значение ω01 равно 0,35).

На рис. 1,а,б приведены структуры РА кольцевой пластины при ОД в случаях упру-
гого и неупругого поведения материала связующего соответственно при температуре
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Рис. 2. Зависимость относительного объема волокон в однородно деформируемых
пластинах от параметра нагружения при T = 20 ◦C (1, 2) и T = 150 ◦C (3–6):
1 — упругое поведение материала связующего, 2 — неупругое поведение, 3 — упругое

поведение (без учета ТСЭК), 4 — неупругое поведение (без учета ТСЭК), 5 — упругое

поведение (с учетом ТСЭК), 6 — неупругое поведение (с учетом ТСЭК)

T = 20 ◦C (θ = 0 ◦C) (штриховыми линиями показаны структуры РА, соответствую-
щие наименьшим значениям параметра нагружения p = pmin, сплошными — наибольшим

значениям p = pmax).
Из табл. 2 следует, что при θ = 0 ◦C наибольшая нагрузка, которую может выдержать

конструкция со структурой РА, при неупругом поведении материала связующего в 2,26 ра-
за больше, чем при упругом. Это объясняется тем, что в упругом проекте, как отмечено
выше, напряжение в арматуре не превышает 39 % предела прочности σв1, а в неупругом
равно σв1. Кроме того, из табл. 2 следует, что при 0,368 6 p 6 0,58 и θ = 0 ◦C можно

получить решение задачи РА как в упругом, так и в неупругом случаях. В этом диапазоне
значений p целесообразно сопоставить количество арматуры, используемой в упругом и
неупругом проектах. Относительная объемная концентрация волокон Ω∗ в конструкции
определяется формулой

Ω∗ =
1

SG

∑
k

∫ ∫
G

ωkdx1 dx2 =
2

SG

2π∫
0

r1∫
r0

ωkr dr dϕ, SG = π(r21 − r20).

На рис. 2 приведены зависимости Ω∗(p) для упругих и неупругих проектов РА при раз-
личных значениях температуры. Кривые 1, 2 получены при T = 20 ◦C в упругом и неупру-
гом случаях соответственно. Сопоставление этих кривых на интервале 0,368 6 p 6 0,58
показывает, что в упругом случае общий расход арматуры в проекте РА более чем в два
раза превышает ту же величину в неупругом проекте. На рис. 1,в показана структура РА,
полученная при p = 0,45 и θ = 0 ◦C. При таком нагружении траектории РА в упругом

и неупругом проектах визуально практически не различаются, а Ω∗ в упругом проекте
в 2,65 раза больше, чем в неупругом.

Следует отметить, что pmin > 0 (см. табл. 2). Однако проекты РА можно получить
и при значениях 0 6 p < pmin. Действительно, при определении pmin в упругом случае

предполагалось, что σu = σт, поэтому pmin > 0. Если в упругом случае получена структура
РА при некотором значении p = p0 из интервала pmin 6 p0 6 pmax, то, “зафиксировав”
эту структуру и варьируя p в диапазоне 0 6 p < p0, получим плоскую задачу линейной
теории упругости для анизотропной среды. Тогда напряженно-деформированное состояние
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в фазах композиции также будет изменяться пропорционально p (в частности, напряжения
в арматуре и связующем будут постоянными всюду в G и пропорциональными p). Таким
образом можно получить проекты РА и при 0 6 p < pmin, причем в них σu < σт. Очевидно,
что при изменении p в диапазоне 0 6 p < p0 целесообразно использовать упругий проект

РА, соответствующий значению p0 = pmin, так как в этом случае общий расход арматуры
наименьший (кривая 1 на рис. 2).

Исследуем влияние теплового воздействия на несущую способность рассматривае-
мой конструкции. Предположим, что пластина нагрета до температуры T = 150 ◦C
(θ = 130 ◦C) и ТСЭК не учитывается, т. е. расчет будем проводить при значениях физико-
механических характеристик фаз композиции, приведенных в первой строке табл. 1. Наи-
меньшие (pmin) и наибольшие (pmax) значения параметра p, полученные в этом случае
при упругом и неупругом поведении материала связующего, приведены в третьей и чет-
вертой графах табл. 2. Сопоставление значений pmin, pmax в неупругом случае при от-
сутствии (T = 20 ◦C) и наличии (T = 150 ◦C) теплового воздействия показывает, что
наличие температурного поля без учета ТСЭК практически не влияет на несущую спо-
собность конструкции при РА. Напротив, при упругом поведении материала связующего
значение pmax в термоупругом проекте (T = 150 ◦C) в 2,06 раза больше, чем в упругом
(T = 20 ◦C), хотя значения pmin в этих случаях одинаковы. Резкое увеличение несущей спо-
собности термоупругой конструкции при РА объясняется более полным использованием

в ней несущей способности арматуры. Действительно, предельная механическая деформа-
ция εт1 , определяемая по формуле (2.15), при θ = 130 ◦C равна εт1 = 0,905εв1. Это означает,
что напряжения в арматуре термоупругого проекта составляют 90,5 % предела прочности,
т. е. в 2,32 раза больше, чем в упругой конструкции, в которой εт1 = 0,39εв1.

Зависимости Ω∗(p) в упругом и неупругом случаях при T = 150 ◦C показаны на рис. 2
кривыми 3, 4 соответственно, причем кривая 4 практически совпадает с кривой 2. Кри-
вые 3, 4 расположены ближе друг к другу, чем кривые 1, 2, полученные при T = 20 ◦C.
Это вызвано тем, что в термоупругом случае (кривая 3) несущая способность волокон в
конструкции используется более полно, чем в упругом (кривая 1).

Однако неучет ТСЭК при наличии теплового воздействия может привести к суще-
ственно завышенным или заниженным результатам расчета, так как прочностные ха-
рактеристики σ0,2, σв сплава МА2 с повышением температуры резко уменьшаются и при
T ≈ 500 ◦C несущая способность такого материала практически равна нулю [11] (в частно-
сти, при T = 150 ◦C предел текучести σт = σ0,2 почти в два раза меньше, чем при T = 20 ◦C
(см. табл. 1)). Поэтому для случая T = 150 ◦C целесообразно провести дополнительный

расчет с учетом ТСЭК (значения физико-механических характеристик фаз композиции
для этого случая приведены во второй строке табл. 1). Полученные при этом предельные
значения параметра нагружения pmin, pmax приведены в пятой и шестой графах табл. 2.
Сопоставление этих значений в неупругом случае при T = 20 ◦C и T = 150 ◦C показывает,
что при наличии теплового воздействия и учете ТСЭК нижний предел нагружения pmin

уменьшается в 1,91 раза, а верхний предел pmax уменьшается на 4,6 %, т. е. максимальная
несущая способность неупругой конструкции в целом остается почти такой же, как при
температуре конструкции в исходном состоянии, несмотря на резкое уменьшение проч-
ностных характеристик связующего при повышении температуры. Это объясняется тем,
что механические характеристики волокон бора в рассматриваемом диапазоне темпера-
тур не зависят от T (см. табл. 1) и напряжения в арматуре как при T = 20 ◦C, так и при
T = 150 ◦C равны пределу прочности (σ1 = σв1), а связующее фактически осуществляет
лишь перераспределение нагрузок на элементарные волокна. Поэтому ухудшение механи-
ческих характеристик связующего при повышении температуры практически не влияет

на несущую способность конструкции в целом.
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Сопоставление значений pmin в упругом (T = 20 ◦C) и термоупругом (T = 150 ◦C)
случаях показывает, что при нагреве (с учетом ТСЭК) нижний предел нагружения умень-
шается в 1,94 раза. Верхний предел pmax при нагреве увеличивается в 1,63 раза. Это
объясняется тем, что несущая способность арматуры в термоупругом проекте использу-
ется более полно, чем в упругом. Действительно, несмотря на резкое уменьшение при на-
греве предела текучести связующего σт, предельная деформация в арматуре ε

т
1 (см. (2.15))

возрастает и при θ = 130 ◦C равна εт1 = 0,745εв1, т. е. напряжение в арматуре составляет
74,5 % предела прочности σв1 и в 1,91 раза больше, чем в упругом проекте. (При охла-
ждении рассматриваемой конструкции напряжения в арматуре уменьшаются. Так, при
T = −30 ◦C (θ = −50 ◦C) и значениях физико-механических характеристик, приведен-
ных в первой строке табл. 1, напряжения в арматуре составляют 19,1 % предела прочно-
сти, а при θ = −98,2 ◦C напряжения в арматуре термоупругой конструкции равны нулю.
В последнем случае несущая способность конструкции определяется только свойствами

связующего.)
Зависимости Ω∗(p) в упругом и неупругом случаях при T = 150 ◦C с учетом ТСЭК

показаны на рис. 2 кривыми 5, 6 соответственно. Эти кривые расположены ближе друг
к другу, чем кривые 1, 2, полученные при T = 20 ◦C, так как в термоупругом случае
(кривая 5) напряжение в арматуре составляет 74,5 %, а в упругом (кривая 1) — 39 %
предела прочности, в то время как в неупругих проектах напряжения в арматуре равны
временному сопротивлению.

Из табл. 2 и рис. 2 следует, что при T = 150 ◦C и 0,193 6 p 6 0,945 можно полу-
чить решение задачи РА в случаях как упругого, так и неупругого поведения материала
связующего с учетом ТСЭК. На рис. 1,г показана структура армирования конструкции,
полученная при p = 0,45 и T = 150 ◦C с учетом ТСЭК, причем траектории армирования в
этом случае в термоупругом и неупругом проектах визуально практически не различают-
ся, а общий расход арматуры в термоупругом проекте на 34,9 % больше, чем в неупругом.

Сопоставление значений pmin, pmax, полученных при T = 150 ◦C с учетом и без учета

ТСЭК, показывает, что неучет термочувствительности приводит к увеличению наимень-
шего значения параметра нагружения pmin почти в два раза как при упругом, так и при
неупругом поведении материала связующего, а верхнего предела pmax — на 26,2 % в тер-
моупругом случае и на 4,4 % в неупругом.

Таким образом, на основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:
использование конструкций РА при неупругом поведении материалов фаз композиции поз-
воляет в некоторых случаях в несколько раз повысить несущую способность пластины по

сравнению со случаем упругого поведения материалов всех фаз композиции.
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