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Рассмотрено напряженно-деформируемое состояние среды вокруг полости, расположенный 

на определенной глубине в четверти упруго-вязкопластического пространства при воздей-

ствии динамических нагрузок со стороны дневной поверхности. Предложена механико-

математическая модель на основе системы дифференциальных уравнений в частных произ-

водных первого порядка гиперболического типа, которая решается с помощью численного 

метода С. К. Годунова — “распада разрыва”. Полученные результаты можно использовать при 

проектировании и строительстве шахт, подземных сооружений и других объектов для оценки 

прочности подземных сооружений.  

Напряженно-деформированное состояние, упруго-вязкопластичность, четверть пространства, 

полость, динамическая нагрузка, волна  
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The given research paper reviews tensed and deformed condition around the cavity, disposed on 

definite depth in resilient viscous-plastic quarter space under the dynamic pressure by the daylight 

surface. To solve the problem, it is necessary to construct mechanic-mathematical model using system 

in differential equations in private derivative first-order of hyperbolic type, which can be solved by 

the usage the numerical method of S. K. Godunov, named “gap disintegration”. The received numeric 

solving of the above mentioned task can be used in projecting and constructing the minefields,  

underground constructions and other objects. 

Tensed and deformed condition, resilient viscous-plastic, quarter space, cavity, dynamic pressure, wave  

Исследование распространения волн напряжений в упругих и упруго-вязкопластических 

средах — одно из актуальных направлений классической механики и имеет большое приклад-

ное значение. Для решения практических задач в инженерной сейсмологии, а также в сейсмо-

разведке большой интерес представляют задачи распространения волн в грунтовых слоях, где 

основанием служат жесткие коренные породы.  
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Основным источником для исследования и определения глубинных строений в сейсмораз-

ведке и в специальных задачах в инженерной сейсмологии являются волновые движения, кото-

рые возникают от взрывов. Взрыв, как источник динамического возбуждения, обладает рядом 

недостатков, к которым относятся наличие большого набора частот, содержащихся в колеба-

ниях, и ограничения в соответствии с требованиями охраны окружающей среды. 

Данная работа посвящена исследованию распространения упруго-вязкопластических волн 

в четверти пространства с полостью [1]. Поставленная задача решается путем механико-мате-

матического моделирования, с применением метода “распада разрыва” С. К. Годунова [2 – 4], 

который хорошо зарекомендовал себя для численного интегрирования квазилинейных систем 

уравнений гиперболического типа, а также для решения широкого круга задач газовой дина-

мики, аэродинамики и других разделов механики сплошной среды, в том числе для механики 

деформируемого твердого тела. Преимущество метода заключается в том, что решение, найден-

ное по этому методу, более точно описывает реальные процессы, чем расчеты, полученные 

другими методами. 

Основным структурным элементом метода и главной “массовой операцией” при его прак-

тической реализации является решение задачи о распаде разрыва с параметрами распростране-

ния волн в соседних ячейках разностной сетки. Эта схема допускает наглядную физическую 

интерпретацию, соответствующую выбору разностной сетки с усредненными значениями физи-

ческих величин. Как известно, в результате распространения волн, происходит взаимодействие 

двух соседних ячеек с различными состояниями, где осуществляются “перетекания” массы, 

импульса и энергии через общую границу ячеек [2 – 4]. 

Распространения упруго-вязкопластических волн в четверти пространства с полостью. 

Дано упруго-вязкопластическое волновое поле в четверти пространства с полостью при воз-

действии динамических нагрузок со стороны дневной поверхности на рис. 1. 

 

Рис. 1. Упруго-вязкопластическое четверть пространства с полостью 

Исследуем плоское волновое поле с полостью. Полость находится на глубине h от дневной 

поверхности и на расстоянии l от вертикальной свободной от нагрузки поверхности. Со сто-

роны дневной поверхности на участке 21 mxm   действуют следующие динамические на-

грузки [5]: 
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где ВА,  — постоянные величины. 

Уравнения упруго-вязкопластической среды П. Пэнжина [6]: 
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где  — параметр, характеризующий скорость расширения грунта; ijkkijijs 
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3322111  J  — первый 

инвариант тензора напряжений; 2 (1/ 2) ij ijJ s s  — второй инвариант тензора напряжений; 0k  — 

предел текучести при чистом сдвиге; K — модуль объемного сжатия,   — постоянные Ляме, 

  — коэффициент вязкости. 

Функция Ф(F) определяется на основе результатов экспериментальных исследований по 

динамическим свойствам материала. Соответствующий выбор этой функции позволяет отра-

зить влияние скорости деформации на предел текучести. 

Рассмотрим плоскую деформацию упруго-вязкопластической среды со следующими пара-

метрами: 
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где ,  x yu u  — смещение по осям х и у, dtduu x / , dtdu y /  — скорости по осям х и у. 

Объемная деформация имеет вид  
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После элементарных математических преобразований в системах уравнений (1) и (2) окон-

чательно получаем полную систему уравнений в частных производных первого порядка гипер-

болического типа для динамической задачи упруго-вязко-пластической среды в виде [7 – 12]: 
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Для решения системы уравнений (3) применяем численный метод “распада разрыва” 

С. К. Годунова, для этого исследуемую область разбиваем на равные элементарные ячейки пря-

моугольной формы со сторонами x и y (рис. 2) [2 – 4]. 
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Рис. 2. Схема элементарной ячейки 

В результате взаимодействия двух соседних ячеек с различными состояниями происходят 

“перетекания” массы, импульса и энергии через общую границу ячеек. Используем метод, опи-

санный в работе С. К. Годунова, суть которого заключается в расщепление системы уравнений 

на промежуточном слое на одномерные системы уравнений. Исходя из этого систему уравне-

ний (3) разобьем на две системы, одна из которых зависит от y, другая — от x [2 – 4, 12, 13]: 
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Из системы уравнений (4) и (5) получаем характеристические уравнения и соотношения на 

них [11]:  
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Из системы уравнений (6) и (7) получим характеристические линии (рис. 3) [4, 11]. 

 

Рис. 3. Схема характеристик в графическом виде 

Характеристические соотношения используются для вывода конечно-разностных систем 

уравнений при вычислении параметров среды в точках, расположенных на границах ячеек 

(рис. 3) [4].  

Конечно-разностные уравнения волнового поля упруго-вязкопластического пространства с 

полостью при воздействии динамической нагрузки. Для численного решения сформулирован-

ной задачи примем разностную схему, использованную в работе С. К. Годунова. Учитывая 

характеристические соотношения (6), (7) и систему уравнений (3), составляем систему конечно-

разностных уравнений для решения поставленной задачи [4, 12, 13]:  
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На основе уравнений (8) можно вычислить величины ,n mu , ,n m , ,n m , , n m  в слое для 

следующего шага по времени. 

Для получения численных решений поставленной задачи в качестве объекта исследование 

использовались параметры суглинки: 0024888.0 dtt , 005.0 dxx , 005.0 dyy , 

/ 1.6a b   , a = 320 м/c, b = 200 м/c; 02.0 ; 350   c–1, 0.0018   кг/м3, 0 0.6k   кг/см2, 

exp( )kdtB Akdt   , где 93335.133A ; 1193379.0B ; kdtt  ; k = 1, 2, 3…, размеры иссле-

дуемой области и полости Nx  = 200, My  = 200, 201 n , 242 n , 101 m , 162 m . 

Результаты численного решения конечно-разностных уравнений (8) показаны на рис. 4.  
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Рис. 4. Изменение напряжений: а — в верхней левой угловой точке полости; б — в средней точке 

правой боковой стенки полости; в — в верхней левой угловой точке полости; г — в средней точке 

верхней стенке полости 

ВЫВОДЫ 

Исследованы волновые процессы в упруго-вязкопластической среде с полостью при воз-

действии динамической нагрузки со стороны дневной поверхности. На основе математических 

моделей и пакета прикладных программ получены зависимости нормальных, касательных напря-

жений и скоростей от координат и времени в среде и вокруг прямоугольной полости. 

Установлено, что усиление напряженно-деформированного состояния наблюдается над по-

лостью. Это связано с тем, что в указанной области падающая волна, с течением времени доходя 

до верхней стенки полости, отражается от нее, т. е. происходит наложение падающей и отра-

женной волн. В результате напряжение в этой области превосходит напряжение в остальных 

областях и фронт отраженной волны, распространяясь в обратном направлении, усиливает ее 

напряженно-деформированное состояние  

Представленная работа является составной частью НИР института Механики и машино-

ведения КН МОН РК по теме “Математические модели динамики и устойчивости однородных 

и неоднородных анизотропных массивов с полостями при упруго-вязкопластических и нели-

нейных деформациях”. 
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