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Получено асимптотическое решение, описывающее нестационарные движения вала в
цилиндрическом подшипнике скольжения в условиях гидродинамической смазки в слу-
чае постоянной внешней нагрузки. Рассмотрены колебательные режимы перехода к ста-
ционарному положению вала при различных значениях внешней нагрузки. Найдено ха-
рактерное время релаксации скоростей к квазиравновесным значениям, определяемым
из уравнений безынерционного приближения. Определены частоты и амплитуды коле-
баний, а также траектории движений вала и времена затухания колебаний. Исследовано
влияние тонкого упругого вкладыша на характеристики переходного процесса.
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Введение. Гидродинамические подшипники скольжения являются важными кон-
структивными элементами современных машин. Они представляют собой опоры вращаю-
щихся валов, покрытых тонким слоем смазочного материала. Движение тонкого масляного
слоя переменной толщины между вращающимся валом машины и неподвижной подушкой

подшипника приводит к значительному повышению давления в зазоре и возникновению

поддерживающей силы. Существующие методы расчета таких подшипников основаны на
интегрировании уравнений Рейнольдса [1], полученных из уравнений Навье — Стокса в

приближении Стокса. Стационарный гидродинамический режим смазки в цилиндриче-
ских подшипниках исследован достаточно полно. В частности, в работах [2, 3] рассмотре-
ны основные стационарные режимы: а) гидродинамический контакт жестких цилиндров
бесконечной и конечной длины; б) упругогидродинамический контакт цилиндров.

Нестационарная динамика подшипника и вопросы устойчивости менее изучены, од-
нако они играют важную роль в переходных процессах. В [4, 5] представлены результаты
численного моделирования некоторых нестационарных режимов подшипника скольжения

в приближении жестких поверхностей.
Целью данной работы является асимптотический анализ нестационарных движений

вала в зазоре цилиндрического подшипника скольжения с учетом тонкого упругого вкла-
дыша при постоянной внешней нагрузке. Рассмотрены траектории движений вала, опре-
делены амплитуды, частоты и времена затухания колебаний при различных значениях

внешней нагрузки.
1. Постановка задачи. Система уравнений для смазочного слоя. Для описания

движения тонких масляных пленок между поверхностями обычно используются уравнения

Рейнольдса [2, 3]

div
( h3

12µ
∇P

)
= div (Uh) +

∂h

∂t
, (1)
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Рис. 1. Поперечный разрез гидродинамического подшипника скольжения:
1 — вал; 2 — слой жидкой смазки; 3 — зазор; 4 — упругий вкладыш

где div — двумерный оператор дивергенции на заданной граничной поверхности; h —
толщина пленки; P — давление; µ — коэффициент вязкости; U = (U1 + U2)/2; U1, U2 —
заданные скорости на поверхностях, граничащих с пленкой.

Для смазочной пленки между бесконечными цилиндрами производные вдоль оси ци-
линдров равны нулю, и уравнение Рейнольдса (1) принимает более простой вид

∂

∂s

( h3

12µ

∂P

∂s

)
=

∂

∂s
(Uh) +

∂h

∂t
, (2)

где s — расстояние вдоль обтекаемого контура в плоскости течения; U — полусумма ско-
ростей цилиндрических поверхностей. Рассматривая задачу о движении смазочного слоя
в зазоре между вращающимся с угловой скоростью ω внутренним цилиндром радиуса R2

и неподвижным внешним цилиндром радиуса R1 (рис. 1), перейдем от линейной коорди-
наты s к угловой переменной ϕ. Предположим, что вращение вала происходит по часовой
стрелке, а угловая переменная отсчитывается против часовой стрелки. В этом случае

∂

∂s
= − ∂

R1∂ϕ
, U =

ωR2

2
. (3)

Введем подвижную (X ′, Y ′) и неподвижную (X, Y ) системы координат (рис. 1). В каж-
дый момент времени ось Y ′ подвижной системы координат направлена противоположно
направлению смещения центра вала. При этом ось Y неподвижной системы направлена

противоположно вектору внешней постоянной силы.
Контур вала в плоскости (X, Y ) представляет собой окружность со смещенным цен-

тром и описывается в полярных координатах уравнением

r = η cosϕ′ +
√
R2

2 − η2 sin2 ϕ′ = R2 + η cosϕ′ +R2O(η2/R2
2), (4)

где r — расстояние от точки пересечения осей X и Y ; η — смещение оси вала; ϕ′ —
угол, отсчитываемый от отрицательной полуоси Y ′ против часовой стрелки (рис. 1). Ис-
пользуя (4) и учитывая упругую деформацию вкладыша, находим толщину зазора между
цилиндрическими поверхностями

h = R1 − r + ξ = R1 −R2 − η cosϕ′ + ξ +R2O(η2/R2
2), (5)
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где переменная ξ характеризует радиальные упругие перемещения поверхности вклады-
ша. Задача о деформации поверхности тонкого вкладыша, закрепленного в абсолютно
жестком корпусе, содержит малый параметр, равный отношению толщины вкладыша σ
к радиусу кривизны R1. Как показано в работе [3], в первом порядке разложения по пара-
метру σ/R1 имеет место прямо пропорциональная зависимость между давлением в жидкой

пленке и деформацией поверхности вкладыша

ξ = CP, C = σ(1 + ν)(1− 2ν)/(E(1− ν)), (6)

где ν, E — коэффициент Пуассона и модуль Юнга материала упругого слоя. С учетом
равенств (3), (5), (6) уравнение (2) принимает вид

∂

∂ϕ

(
h3 ∂P

∂ϕ

)
= −6µωR1R2

∂h

∂ϕ
+ 12µR2

1
∂h

∂t
. (7)

В уравнении (7) толщина слоя h зависит от азимутального угла и давления (при наличии
упругого вкладыша):

h = ∆[1− λ cosϕ′ + CP + λ2O(∆/R2)], λ = η/∆, ϕ′ = ϕ+ δ + π/2. (8)

Здесь ∆ = R1−R2; угол δ характеризует направление смещения вала относительно непо-
движной системы координат (X, Y ) (рис. 1).

В случае неполного заполнения зазора смазкой граничные условия на входной (ϕ′ = θ)
и выходной (ϕ′ = −ψ) границах смазочного слоя записываются в виде

ϕ′ = θ: P = 0, ϕ′ = −ψ: P = 0,
∂P (ϕ′)

∂ϕ′
= 0.

В случае полного заполнения зазора смазкой углы θ и ψ связаны простым соотношением
θ = 2π − ψ.

Внешняя нагрузка на вал компенсируется силой, создаваемой избыточным давлением
в слое жидкой смазки. На единицу площади поверхности в направлении нормали к ней
действует сила, равная давлению. Компоненты полного вектора силы на единицу длины
вала вычисляются интегрированием функции распределения давления вдоль поверхности

вала:

W ′
x =

θ∫
−ψ

P (ϕ′)Nx dΣ, W ′
y =

θ∫
−ψ

P (ϕ′)Ny dΣ. (9)

Здесь W ′
x, W

′
y — проекции на оси X ′, Y ′ результирующей сил давления, отнесенной к

единице длины вала; Nx, Ny — компоненты вектора нормали к поверхности вала; dΣ —
дифференциал длины дуги контура вала. Используя уравнение (4), получаем выражения
для дифференциала dΣ, а также находим компоненты вектора нормали к поверхности вала
в полярных координатах:

dΣ = dϕ′

√
r2 +

( dr

dϕ′

)2
= dϕ′

√
R2

2 + 2R2η cosϕ′ + η2 = R2

[
1 +O

( η

R2

)]
dϕ′; (10)

Nr = 1 +O(η2/R2
2), Nϕ = −η sinϕ′[1 +O(η/R2)]. (11)

По известным компонентам (11) определяем проекции вектора нормали на оси X ′, Y ′:

N ′
x = − sinϕ′ +O(η/R2), N ′

y = cosϕ′ +O(η/R2). (12)
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С учетом равенств (10), (12) выражения (9) принимают вид

W ′
x = −R2

θ∫
−ψ

P (ϕ′)
[
sinϕ′ +O

( η

R2

)]
dϕ′, W ′

y = R2

θ∫
−ψ

P (ϕ′)
[
cosϕ′ +O

( η

R2

)]
dϕ′. (13)

Для решения задачи удобно перейти к безразмерным переменным:

P = 6µωR2
1q/∆

2, t = 2t′/ω, h = H∆. (14)

Пренебрегая в выражении (8) малыми слагаемыми порядка O(∆/R2), с учетом (14) полу-
чаем

H = 1− λ cosϕ′ + αq, α =
6(1 + ν)(1− 2ν)

1− ν

µωσR2
1

E∆3
.

В нестационарном режиме параметры λ, δ, характеризующие смещение оси вала, зависят
от времени. Используя соотношение ϕ′ = ϕ + δ + π/2, находим производную по времени
от толщины слоя (∂H

∂t′

)
ϕ

= −dλ
dt

cosϕ′ + λ
dδ

dt
sinϕ′ + α

∂q

∂t
. (15)

Делая замену переменных (14), используя равенство (15) и полагая R1/R2 ≈ 1, преобра-
зуем уравнение (7) к следующему виду:

∂

∂ϕ′

(
H3 ∂q

∂ϕ′

)
= −λ sinϕ′ − α

∂q

∂ϕ′
− dλ

dt
cosϕ′ + λ

dδ

dt
sinϕ′ + α

∂q

∂t′
. (16)

2. Уравнения колебаний вала. Рассмотрим колебания вала, возникающие при по-
стоянной внешней нагрузке. В окрестности каждой точки поверхности вала действует

сила, направленная к оси вала. Компоненты результирующей силы в подвижной системе
координат (X ′, Y ′) определены формулами (13). Тогда в неподвижной системе координат
(X, Y ) компоненты результирующей силы давления определяются по формулам ортого-
нального преобразования (поворота на угол δ)

Wx = W ′
x cos δ +W ′

y sin δ, Wy = −W ′
x sin δ +W ′

y cos δ. (17)

Используя равенства (17) и учитывая постоянную внешнюю силу, запишем второй закон
Ньютона для вала в проекциях на оси X, Y

m
d2X

dt2
= W ′

x cos δ +W ′
y sin δ, m

d2Y

dt2
= −W ′

x sin δ +W ′
y cos δ − F0, (18)

где m, F0 — масса вала и внешняя сила, отнесенные к единице длины вала. Переходя
к безразмерному давлению (см. (14)) и пренебрегая в формулах (13) малыми членами
порядка η/R2 и ∆/R2, получаем выражения

W ′
x = −6µωR3

1

∆2

θ∫
−ψ

q(ϕ) sinϕdϕ, W ′
y =

6µωR3
1

∆2

θ∫
−ψ

q(ϕ) cosϕdϕ.

Коэффициенты W ′
x, W

′
y зависят от параметров λ, δ, характеризующих положение вала, а

также от скоростей dλ/dt и dδ/dt. Следуя работе [4], линеаризуем зависимости коэффици-
ентов от скоростей и представим их в следующем виде:

W ′
x =

6µωR3
1

∆2

(
cδλ+ dλ

dλ

dt
+ dδλ

dδ

dt

)
, W ′

y =
6µωR3

1

∆2

(
cλλ+ bλ

dλ

dt
+ bδλ

dδ

dt

)
. (19)
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Коэффициенты в правых частях равенств (19) определяются из решения уравнений Рей-
нольдса. Расчеты показывают, что коэффициенты bδ и dλ малы по сравнению с bλ и dδ.
Последние будем называть коэффициентами радиального и азимутального демпфирования

соответственно. Параметры cδ и cλ будем называть коэффициентами жесткости.
Смещения центра вала вдоль осей X, Y связаны с относительным радиальным пере-

мещением λ и азимутальным углом δ следующими соотношениями:

X = −∆λ sin δ, Y = −∆λ cos δ.

Дифференцируя эти равенства по времени, находим

d2X

dt2
= ∆

[
− d2λ

dt2
sin δ − 2

dλ

dt

dδ

dt
cos δ − d2δ

dt2
λ cos δ +

(dδ
dt

)2
λ sin δ

]
,

d2Y

dt2
= ∆

[
− d2λ

dt2
cos δ + 2

dλ

dt

dδ

dt
sin δ +

d2δ

dt2
λ sin δ +

(dδ
dt

)2
λ cos δ

]
.

(20)

Умножим первое и второе уравнения (18) на sin δ и cos δ соответственно и суммируем
равенства. В результате, используя выражения (19), (20), получаем уравнение для ради-
ального ускорения центра вала

ε
[d2λ

dt2
− λ

(dδ
dt

)2]
= −cλλ− bλ

dλ

dt
+ F cos δ. (21)

Здесь F — безразмерная внешняя сила, связанная с размерной силой F0 соотношением

F0 = 6µωR3
1F/∆

2; ε = m∆3ω/(6µR3
1) � 1 — безразмерный малый параметр.

Аналогично, умножая первое и второе уравнения (18) на −λ cos δ и λ sin δ, исполь-
зуя (19), (20) и суммируя равенства, получаем уравнение для азимутального ускорения
центра вала

ε
d

dt

(
λ2 dδ

dt

)
= −cδλ2 − dδλ

2 dδ

dt
− Fλ sin δ. (22)

Уравнения (21), (22) содержат сингулярный малый параметр ε при старших производных.
Согласно известному методу [6] решение такой системы можно представить в виде суммы
двух асимптотических рядов

λ = λr(t, ε) + λs(t/ε, ε), δ = δr(t, ε) + δs(t/ε, ε), (23)

где первые слагаемые представляют собой регулярные части асимптотики:

λr(t, ε) = λ
(0)
r (t) + ελ

(1)
r (t) + . . .+ εnλ

(n)
r (t) + . . . ,

δr(t, ε) = δ
(0)
r (t) + εδ

(1)
r (t) + . . .+ εnδ

(n)
r (t) + . . . ,

(24)

а вторые слагаемые содержат пограничные функции, описывающие быстрые движения:

λs(t/ε, ε) = λ
(0)
s (t/ε) + ελ

(1)
s (t/ε) + . . .+ εnλ

(n)
s (t/ε) + . . . ,

δs(t/ε, ε) = δ
(0)
s (t/ε) + εδ

(1)
s (t/ε) + . . .+ εnδ

(1)
s (t/ε) + . . . .

(25)

Пограничные функции должны стремиться к нулю при стремлении к бесконечности их

аргумента:

λ
(m)
s (∞) = 0, δ

(m)
s (∞) = 0, m = 0, 1, 2, . . . .

Подставляя решение вида (23)–(25) в систему (21), (22) и приравнивая коэффициенты
при одинаковых степенях малого параметра в обеих частях равенств, можно получить
уравнения, определяющие коэффициенты асимптотических рядов (24) и (25). При этом
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нужно приравнять коэффициенты, зависящие от t, и коэффициенты, зависящие от t/ε.
Так, в нулевом приближении имеем систему

cδλ
(0)
r + dδλ

(0)
r

dδ
(0)
r

dt
+ F sin δ

(0)
r = 0, −cλλ

(0)
r − bλ

dλ
(0)
r

dt
+ F cos δ

(0)
r = 0.

Приведем эту систему к нормальному виду

dδ
(0)
r

dt
= − 1

dδλ
(0)
r

(cδλ
(0)
r + F sin δ

(0)
r ),

dλ
(0)
r

dt
=

1

bλ
(−cλλ

(0)
r + F cos δ

(0)
r ). (26)

Исключая время, получаем уравнение первого порядка, определяющее траекторию движе-
ния:

dδ
(0)
r

dλ
(0)
r

= − bλ(cδλ
(0)
r + F sin δ

(0)
r )

dδλ
(0)
r (−cλλ

(0)
r + F cos δ

(0)
r )

.

Коэффициент cλ зависит от свойств вкладыша (параметра α). При отсутствии вкладыша
(α = 0) имеем cλ = 0. Это условие существенно упрощает уравнение, которое сводится к
линейному уравнению первого порядка относительно sin δ:

d sin δ
(0)
r

dλ
(0)
r

= −bλ(cδλ
(0)
r + F sin δ

(0)
r )

dδλ
(0)
r F

. (27)

Общее решение линейного неоднородного уравнения (27) имеет вид

sin δ
(0)
r = sin δ0 exp

(
−

λ∫
λ0

bλ
λ′dδ

dλ′
)
− 1

F

λ∫
λ0

cδbλ
dδ

exp
( λ′∫
λ

bλ
λ′′dδ

dλ′′
)
dλ′,

где λ0, δ0 — начальные значения координат центра вала. Применяя формулы разложения
Тейлора к правым частям (26) в окрестности точки покоя, получаем систему уравнений
первого приближения

dδ
(0)
r

dt
= − 1

(dδ)∗λ∗
[(aδ)∗(λ

(0)
r − λ∗) + F cos δ∗(δ

(0)
r − δ∗)],

dλ
(0)
r

dt
=

1

(bλ)∗
[−(aλ)∗(λ

(0)
r − λ∗)− F sin δ∗(δ

(0)
r − δ∗)],

где

aλ =
d(cλλ)

dλ
, aδ =

d(cδλ)

dλ
.

Индексом “∗” отмечены параметры, соответствующие точке покоя. Собственные значения
матрицы Якоби правых частей определяем из квадратного уравнения

λ∗(bλ)∗(dδ)∗k
2 + k((bλ)∗F cos δ∗ + λ∗(dδ)∗(aλ)∗) + (aλ)∗F cos δ∗ − F sin δ∗(aδ)∗ = 0.

С учетом соотношений F cos δ∗ = λ∗(cλ)∗, F sin δ∗ = −λ∗(cδ)∗ корни уравнения имеют вид

k1,2 = {−(cλ)∗(bλ)∗ − (dδ)∗(aλ)∗ ±

±
√

[(cλ)∗(bλ)∗ + (dδ)∗(aλ)∗]2 − 4(bλ)∗(dδ)∗[(aλ)∗(cλ)∗ + (cδ)∗(aδ)∗] }/[2(bλ)∗(dδ)∗].
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Рис. 2. Зависимости коэффициентов жесткости (а) и демпфирования (б) от от-
носительного смещения вала:
сплошные кривые — α = 0, штриховые — α = 0,005

Заметим, что коэффициенты cλ и aλ достаточно малы, поэтому дискриминант меньше
нуля. Эти коэффициенты мало влияют на частоту колебаний, но полностью определя-
ют затухание колебаний. Увеличение коэффициентов cλ и aλ может быть связано как с
уменьшением заполнения зазора подшипника, так и с уменьшением жесткости упругого
вкладыша. Коэффициенты cλ и aλ равны нулю в случае полного заполнения зазора и при
отсутствии вкладыша.

Рассмотрим уравнения для пограничных функций. Эти уравнения можно получить,
переходя к переменной τ = t/ε и приравнивая члены одинакового порядка по ε. Погра-
ничные функции нулевого порядка равны нулю, а для функций первого порядка получаем
уравнения

d2δ
(1)
s

dτ2
+ (dλ)0

dδ
(1)
s

dτ
= 0,

d2λ
(1)
s

dτ2
+ (bλ)0

dλ
(1)
s

dτ
= 0.

Интегрируя эти уравнения, находим

dδ
(1)
s

dτ
= A exp (−(dδ)0τ),

dλ
(1)
s

dτ
= B exp (−(bλ)0τ),

δ
(1)
s = −A exp (−(dδ)0τ)/(dδ)0, λ

(1)
s = −B exp (−(bλ)0τ)/(bλ)0,

где постоянные A и B определяются по начальным данным для скоростей. Заметим, что
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Рис. 3. Траектории перемещения вала в
случаях без вкладыша и с вкладышем

при различных постоянных нагрузках:
1 — X0/∆ = −0,1; 2 — X0/∆ = −0,3; 3 —
X0/∆ = −0,5; 4 — X0/∆ = −0,7

возмущения компонент скоростей, зависящие от пограничных функций, имеют нулевой
порядок по ε.

3. Результаты расчета. Используя результаты численного интегрирования урав-
нения Рейнольдса (16), определим коэффициенты жесткости cδ, cλ и демпфирования bλ,
dδ смазочного слоя. Зависимости этих коэффициентов от относительного смещения вала
представлены на рис. 2. Коэффициенты жесткости определяются как отношения соот-
ветствующих компонент силы реакции смазочного слоя к радиальному смещению вала.
Коэффициенты демпфирования смазочного слоя определяются как коэффициенты пропор-
циональности радиальной (азимутальной) компоненты возмущения силы реакции слоя и
радиальной (азимутальной) скорости центра вала. Коэффициенты жесткости и демпфиро-
вания монотонно возрастают по модулю при увеличении параметра λ (уменьшении тол-
щины смазочной пленки). При отсутствии упругого вкладыша и полном заполнении за-
зора сила реакции смазочного слоя направлена перпендикулярно направлению смещения

вала [3].
На рис. 3 показаны траектории движения вала при Y0 = 0, X0/∆ = −0,1; −0,3; −0,5;

−0,7. Рис. 3,а соответствуют безразмерная внешняя сила F = 3 и бесконечная жесткость
вала и подшипника. Значения силы F отнесены к силе F0 = 6µωR3

1/∆
2. Точка пересечения

штриховых линий соответствует точке покоя. Направление внешней силы противополож-
но направлению оси Y . Траектории движения оси вала представляют собой замкнутые эл-
липсоподобные кривые, соответствующие незатухающим колебаниям вала в окрестности
положения равновесия. На рис. 3,б показаны три траектории центра вала, соответствую-
щие различным начальным условиям при наличии упругого вкладыша, представляющие
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Рис. 4. Зависимости смещений вала в направлении оси X от времени:
1 — X0/∆ = −0,1; 2 — X0/∆ = −0,3; 3 — X0/∆ = −0,5

собой спирали. Шаг спирали траекторий возрастает с увеличением безразмерного пара-
метра α, пропорционального отношению толщины вкладыша к его жесткости. Переход
к стационарному состоянию происходит в режиме колебаний с затуханием. На рис. 3,в
показаны траектории движения вала для тех же, что и на рис. 3,б, начальных условий в
подшипнике c упругим вкладышем при большей нагрузке. Видно, что при этой нагрузке
переходный процесс становится апериодическим.

На рис. 4 приведены зависимости координаты X от времени при различных началь-
ных условиях (Y0 = 0, X0/∆ = −0,1; −0,3; −0,5). На рис. 4,а колебания достаточно близки
к гармоническим с безразмерным периодом T = 1,2. При этом размерный период равен
Td = 2,4/ω. На рис. 4,б колебания затухают достаточно быстро. Дальнейшее увеличение
нагрузки приводит к резкому возрастанию декремента затухания (рис. 4,в).

Заключение. Рассмотрена нестационарная задача о колебаниях вала в цилиндри-
ческом подшипнике скольжения при наличии гидродинамической смазки и постоянной

внешней нагрузке. Получены следующие результаты.
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Инерционность вала характеризуется безразмерным малым параметром ε =
m∆3ω/(6µR3

1) � 1. Влияние этого параметра существенно лишь на начальном этапе,
когда происходит релаксация начальных скоростей к квазиравновесным значениям, ко-
торые определяются балансом сил давления смазочного слоя и внешней нагрузки. Время
релаксации начальных скоростей составляет tε ≈ ε/ω.

Исследован режим движений центра вала, описываемый системой уравнений в безы-
нерционном приближении (ε → 0). Показано, что в идеальных условиях жестких поверх-
ностей и полного заполнения зазора движение вала имеет незатухающий периодический

характер. При этом центр вала движется по замкнутой траектории, форма которой зави-
сит от начальных условий. Период колебаний равен Td = 2,4/ω для F = 3 и слабо растет
с увеличением нагрузки.

При наличии упругого вкладыша колебания становятся затухающими с декрементом,
зависящим от коэффициента жесткости вкладыша. При этом траектории движения центра
вала приобретают вид спиралей с фокусом в точке равновесия.
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