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В рамках асимптотического анализа исследуется воспламенение реакционноспособного веще-
ства цилиндрической формы, в котором в начальный момент времени имеется периодическая
система очагов разогрева. Изучено влияние теплоотдачи в боковую поверхность цилиндра и со-
седства очагов на режимы процесса. Найденное решение показывает существенную зависимость
критических условий воспламенения от режима теплоотдачи. Соседство очагов приводит к ко-
нечным изменениям параметров лишь при их достаточно близком расположении. Для случая
теплоизолированной боковой поверхности результаты сопоставлены с известными решениями.

Применение электрического нагрева,
взрыва проводящих фольг и проволочек позво-
ляет создать в реакционноспособном веществе

систему высокотемпературных зон для ини-
циирования химической реакции. Решение

тепловой части этого процесса — определение

критических условий и времени воспламене-
ния вещества — обычно рассматривается в

рамках задачи об очаговом тепловом взры-
ве [1, 2]. Численный [1, 2], приближенный [3]
и асимптотический [4] анализы этого процесса
позволили установить логарифмическую за-
висимость параметра Франк-Каменецкого от
температурного напора, определяющую кри-
тические условия воспламенения одиночного

очага разогрева при отсутствии дополнитель-
ных теплопотерь из области разогрева. В [5–8]
эти условия исследовались в зависимости от

начального распределения температуры в

очаге и ограниченного теплоотвода из него.
В работе [9] изучались особенности очагового
воспламенения при различных кинетических

функциях химического процесса. В [10–12]
рассмотрено влияние соседства системы

идентичных очагов на критические условия

воспламенения.
Ниже анализируется воспламенение реак-

ционноспособного вещества в форме неограни-
ченного цилиндра радиусом r при наличии теп-
лоотдачи с боковой поверхности. Предполага-
ется, что в начальный момент времени в ве-
ществе имеется периодическая система очагов

разогрева в виде пластин радиусом r и тол-
щиной 2l. Расстояние между центрами ближай-
ших очагов 2L. Начальная температура внутри

очага однородна и равна T0. Температура и вы-
горание по поперечным сечениям осредняются,
а теплоотдача в боковую поверхность учиты-
вается с помощью эффективного коэффициента

теплоотдачи αeff , который определяется при
переходе к осредненным по поперечным сечени-
ям переменным в уравнении теплопроводности.
При постоянной температуре боковой поверх-
ности цилиндра, равной температуре окружа-
ющей среды, αeff = 2λ/r2, где λ — коэффи-
циент теплопроводности вещества. При тепло-
обмене по закону Ньютона αeff = 2α/r, где
α — коэффициент теплоотдачи на боковой по-
верхности. Начальная температура вне очага
постоянна и равна температуре внешней сре-
ды Tb, Tb < T0. Для реагирующего вещества
боковая поверхность непроницаема, а началь-
ное распределение концентрации однородно.

В силу принятых допущений и периодич-
ности расположения очагов разогрева доста-
точно рассмотреть развитие одного очага в

области 0 6 x 6 L c условиями симметрии
на границах. Соответствующая математиче-
ская формулировка задачи в безразмерных пе-
ременных Θ = E(T0−T )/RT 2

0 , η = (a0− a)/a0,
ξ = x/l, τ = t/tad записывается в виде

∂Θ
∂τ

=
1

Fk
∂2Θ
∂ξ2

+
Nu
Fk

(Θ0 −Θ)−

− ϕ(η) exp
(
− Θ

1− σΘ/Θ0

)
, (1)

∂η

∂τ
=

Le
Fk

∂2η

∂ξ2
+ γϕ(η) exp

(
− Θ

1− σΘ/Θ0

)
, (2)

τ > 0, 0 < ξ < d,
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Θ(ξ, 0) = Θ0η1(ξ − 1), (3)

η(ξ, 0) = 0, (4)

∂Θ(0, τ)
∂ξ

=
∂η(0, τ)
∂ξ

=

=
∂Θ(d, τ)
∂ξ

=
∂η(d, τ)
∂ξ

= 0, (5)

где Fk = cρl2/λtad; Nu = αeff l
2/λ;

Θ0 = E(T0 − Tb)/RT 2
0 ; γ = cρRT 2

0 /a0QE;
Le = cρD/λ; σ = (T0 − Tb)/T0; tad =
[cρRT 2

0 /EQk0ϕ̃(a0)] exp(E/RT0); d = L/l;
ϕ(η) — кинетическая функция химических ре-
акций; η1(ξ − 1) — единичная функция; Q —
тепловой эффект химической реакции; Fk, Nu,
Le — числа Франк-Каменецкого, Нуссельта,
Льюиса; a, a0 — текущая и начальная концен-
трации реагирующего вещества; tad — харак-
терное время адиабатической реакции; E —
энергия активации; R — универсальная газо-
вая постоянная; D — коэффициент диффузии;
c — удельная теплоемкость; ρ — плотность;
η — выгорание.

Сформулированная задача рассматрива-
ется при значениях Θ0 � 1 и Fk� 1. Поэтому
решение (1)–(5) проводится в рамках подхода,
развитого в [4, 5]. От Θ(ξ, τ) перейдем к зависи-
мой переменной Φ(ξ, τ) = Θ(ξ, τ)−ΘI(ξ, τ), где
ΘI(ξ, τ) — решение инертной задачи об охла-
ждении очага:

∂ΘI

∂τ
=

1
Fk

∂2ΘI

∂ξ2
+

Nu
Fk

(Θ0 −ΘI), (6)

τ > 0, 0 < ξ < d,

ΘI(ξ, 0) = Θ0η1(ξ − 1), (7)

∂ΘI(0, τ)
∂ξ

=
∂ΘI(d, τ)

∂ξ
= 0. (8)

Тогда для определения Φ(ξ, τ), η(ξ, τ) имеем

∂Φ
∂τ

=
1

Fk
∂2Φ
∂ξ2
− Nu

Fk
Φ−

− ϕ(η) exp
(
− Φ + ΘI

1− σ(Φ + ΘI)/Θ0

)
, (9)

∂η

∂τ
=

Le
Fk

∂2η

∂ξ2
+

+ γϕ(η) exp
(
− Φ + ΘI

1− σ(Φ + ΘI)/Θ0

)
, (10)

Φ(ξ, 0) = η(ξ, 0) = 0, (11)

∂Φ(0, τ)
∂ξ

=
∂η(0, τ)
∂ξ

=

=
∂Φ(d, τ)
∂ξ

=
∂η(d, τ)
∂ξ

= 0. (12)

Внутри очага разогрева (ξ < 1) уравнения
(9)–(12) с точностью O(Θ−1

0 ,Fk−1) можно за-
писать в виде

∂Φ
∂τ

= −ϕ(η) exp[−(Φ + ΘI)], (13)

∂η

∂τ
= γϕ(η) exp[−(Φ + ΘI)], (14)

Φ(ξ, 0) = η(ξ, 0) = 0,
(15)

∂Φ(0, τ)
∂ξ

=
∂η(0, τ)
∂ξ

= 0.

Задача (13)–(15) имеет первый интеграл

η = −γΦ, (16)

использование которого позволяет из (13)–(15)
получить независимую задачу для Φ(ξ, τ):

∂Φ
∂τ

= −ϕ(−γΦ) exp(−Φ−ΘI), (17)

Φ(ξ, 0) =
∂Φ(0, τ)
∂ξ

= 0. (18)

Интегрирование (17), (18) приводит к следую-
щему уравнению:

Φ∫
0

exp(Φ)
ϕ(−γΦ)

dΦ = −
τ∫

0

exp[−ΘI(ξ, τ)] dτ. (19)

Дальнейшее исследование (19) требует конкре-
тизации кинетической функции. Для упроще-
ния анализа критических условий рассмотрим

реакцию нулевого порядка (ϕ(−γΦ) ≡ 1) без
учета выгорания реагента. Это дополнитель-
ное упрощение, как показано в [7, 9], не окажет
существенного влияния на критические усло-
вия и время воспламенения. Тогда из (19) сле-
дует

Φ(ξ, τ) = ln{1−
τ∫

0

exp[−ΘI(ξ, τ)] dτ}. (20)

Температурное поле вне очага 1 > ξ > d
определяется при переходе к переменным ξ1 =
Fk1/2(ξ − 1), Φ1 = Θ−1

0 Φ. С точностью до ве-
личин O(Θ−1

0 e−Θ0 ,Fk−1) из (1), (3), (5) и усло-
вия сращивания решений Φ1(ξ1 → −Fk1/2, τ) =
Θ−1

0 Φ(ξ → 1, τ) приходим к задаче
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∂Φ1

∂τ
=
∂2Φ1

∂ξ2
1

, (21)

Φ1(ξ1, 0) =
∂Φ1[(d− 1)Fk1/2, τ ]

∂ξ1
= 0, (22)

Φ1(−Fk1/2, τ) = Θ−1
0 Φ(1, τ), (23)

где согласно (20)

Θ−1
0 Φ(1, τ) = f(τ) =

= Θ−1
0 ln{1−

τ∫
0

exp[−ΘI(1, τ)] dτ}.

Решение (21)–(23) операционным методом дает
искомое выражение для распределения темпе-
ратуры вне очага:

Φ1(ξ1, τ) =
ξ1 + Fk1/2

2π1/2

τ∫
0

f(y)×

× exp
[
− (ξ1 + Fk1/2)2

4(τ − y)

]
(τ − y)−3/2 dy. (24)

При необходимости из (20) и (24) можно по-
строить составное разложение для темпера-
турного поля во всей исследуемой области 0 6
ξ 6 d.

Выражение для выгорания находится

из (16) при подстановке в него Φ(ξ, τ) либо из
составного разложения, либо из (20), (24). Не
вдаваясь в подробный анализ, отметим, что ве-
личина η(ξ, τ) в исследуемом временно́м диа-
пазоне невелика ввиду малости параметра γ.
Максимум η(ξ, τ) находится в центре очага.
С течением времени η(ξ, τ) растет, достигая
существенных значений лишь вблизи момента

воспламенения.
За момент воспламенения τign прини-

малось условие неограниченного возрастания

температуры в центре очага Φ(0, τ → τign) →
−∞. Тогда из (20) следует

1 =

τign∫
0

exp[−ΘI(0, τ)] dτ, (25)

где ΘI(0, τ) определяется из (6)–(8) и имеет
вид

ΘI(0, τ) = Θ0

[
1− exp

(
− Nuτ

Fk

)]
+

+ Θ0 exp
(
− Nuτ

Fk

) ∞∑
n=0

{
erfc

2nd+ 1
2
√
τ/Fk

−

− erfc
2(n+ 1)d− 1

2
√
τ/Fk

}
. (26)

В [4] для Nu = 0 показано, что уравне-
ние (25) имеет конечные корни τign только при

больших значениях Fk. В противном случае

при Θ0 � 1 подынтегральная функция оста-
ется экспоненциально малой даже при τ � 1, и
уравнение (25) конечных корней не имеет. От-
меченное в [11] воспламенение системы очагов
при очень больших значениях τign обусловле-
но адиабатическим воспламенением от средней

температуры среды и к очаговому механизму

воспламенения не относится.
Для нахождения конечных времен воспла-

менения очагов разогрева воспользуемся раз-
ложением (26) по параметру Fk� 1. После
подстановки разложения (26) при (d − 1) ∼
O(Fk−1) в (25) и интегрирования послед-
него с точностью O(Fk−1, (Θ0/Fk1/2) ×
exp(−9Fk/4τign), (Θ0/Fk)2 exp(−Fk/2τign)) по-
лучаем уравнение для определения времени

воспламенения:( Fk
NuΘ0

− 1
)

exp
(Θ0Nuτign

Fk

)
− Fk

NuΘ0
=

=
8Θ0τ

5/2
ign

π1/2Fk3/2

{
1− exp

[
−Fk(d− 1)

τign

]}
×

× exp
(
− Fk

4τign

)
. (27)

На основе этого соотношения проанализируем

наиболее интересные случаи.
1. d = 1, т. е. все вещество в начальный

момент времени нагрето до температуры T0.
Из (27) следует

τign =
Fk

Θ0Nu
ln

1
1−NuΘ0/Fk

. (28)

Действительные значения τign из (28) суще-
ствуют лишь при Fk > NuΘ0. При Fk→ NuΘ0
время воспламенения τign резко возрастает, и
при

Fk 6 Fk∗ = NuΘ0 (29)

τign действительных значений не имеет. В раз-
мерном виде это условие означает, что при
αeff (T0−Tb) > Qk0ϕ̃(a0) exp(−E/RT0) все теп-
ло, выделяемое в ходе химических реакций при
температуре T0, отводится в боковую поверх-
ность и воспламенение не происходит.
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2. Nu = 0, т. е. теплоотвод в боковую по-
верхность отсутствует. Из (27) имеем

τign = 1 +
8Θ0τ

5/2
ign

π1/2Fk3/2

{
1− exp

[
−Fk(d− 1)

τign

]}
×

× exp
(
− Fk

4τign

)
. (30)

Левая часть этого равенства — линейно-
возрастающая функция, а правая — степенная

со степенью большей единицы. Поэтому воз-
можность существования корней (30) зависит
от величины Fk. При Fk > Fk∗ уравнение (30)
имеет два корня, меньший из которых опре-
деляет время воспламенения и находится ите-
рациями. Больший корень физического смысла
не имеет, поскольку процесс рассматривает-
ся до момента воспламенения. При Fk < Fk∗
действительных корней нет, что означает от-
сутствие воспламенения. При Fk = Fk∗ име-
ется лишь один корень, определяющий время
воспламенения. Отсюда следует, что критиче-
ское значение Fk∗ разделяет два режима разви-
тия процесса и его значение находится из усло-
вия касания функций, представляющих левую
и правую части равенства (30):

τign∗ = 1+
8Θ0τ

5/2
ign∗

π1/2Fk3/2
∗

{
1−exp

[
−Fk∗(d− 1)

τign∗

]}
×

× exp
(
− Fk∗

4τign∗

)
, (31)

1 =
8Θ0τ

3/2
ign∗

π1/2Fk3/2
∗

{5
2

[
1− exp

(
−Fk∗(d− 1)

τign∗

)]
+

+
Fk∗

4τign∗

[
1−(1+4(d−1)) exp

(
−Fk∗(d− 1)

τign∗

)]}
×

× exp
(
− Fk∗

4τign∗

)
. (32)

Решение системы (31), (32) дает

τign∗ = 1 +
4

Fk∗
+O(Fk−2

∗ ),

Fk∗ = 4 ln
{2eΘ0[1− exp(−Fk∗(d− 1))]√

πFk∗

}
. (33)

При d → ∞ из (33) следует критическое зна-
чение параметра Франк-Каменецкого для оди-
ночного очага [4]. На рисунке приведено срав-
нение решения (33) (кривая 2) с результатами

Критические значения параметра Франк-
Каменецкого:
Θ0 = 19; 1 — одиночный очаг (d → ∞), 2 —
расчет по формуле (33), 3 — данные [11]

численного счета [11] (кривая 3) при различ-
ных расстояниях между соседними очагами.
При d > 1,15 найденное критическое значение
удовлетворительно согласуется с расчетом [11].
Уменьшение d приводит к расхождению срав-
ниваемых результатов. Это объясняется тем,
что при малых значениях d средняя начальная
температура всей системы достаточно высока,
и воспламенение возможно уже при небольших

значениях Fk. В этом случае задача теряет оча-
говый характер и процесс воспламенения про-
исходит фактически по всему объему со сред-
ней температурой, которая устанавливается в
реакционноспособном веществе после охлажде-
ния очагов разогрева. Резкое изменение кри-
вой 3 при d < 1,15 также указывает на смену
характера протекающего процесса. При d > 1,3
соотношение (33), как и результат [11], с точ-
ностью не хуже 3 % дает критическое условие

для одиночного очага (кривая 1). Это соответ-
ствует выводу [10] о том, что влияние сосед-
ства очагов на критическое условие воспламе-
нения заметно, если расстояние между сосед-
ними очагами не превышает 30 % их размера.

3. Nu ≈ 1, Fk(d−1) ≈ 1. В этом случае (27)
имеет единственный корень при Fk > NuΘ0 и

не имеет корней при Fk < NuΘ0. Таким обра-
зом, критическое условие не зависит от сосед-
ства очагов и определяется, как и в случае 1,
теплоотдачей в боковую поверхность. Сравне-
ние формул (33) при Nu = 0 и (29) при d = 1
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показывает, что критическая связь парамет-
ров Fk и Θ0 из логарифмической переходит в

линейную, что также указывает на подавля-
ющее влияние теплоотдачи в боковую поверх-
ность на гашение очагов разогрева. Значение
времени воспламенения для рассматриваемого

случая находится итерациями:

τign =
Fk

NuΘ0
ln
{[ Fk

NuΘ0
+

8Θ0τ
5/2
ign

π1/2Fk3/2
×

×
[
1− exp

(
−Fk(d− 1)

τign

)]
exp
(
− Fk

4τign

)]/
/( Fk

NuΘ0
− 1
)}
.

4. Nu � 1, NuΘ0 ≈ 1. Уравнение (27) при
Fk > Fk∗ имеет три корня. Меньший (τign,1 ≈
1) определяет время воспламенения очагов, а
большие (τign,2 и τign,3 � 1) не имеют физи-
ческого смысла, так как процесс рассматри-
вается лишь до момента воспламенения. При
Fk < Fk∗ имеется один корень τign � 1, кото-
рый определяет момент воспламенения систе-
мы при температуре, устанавливающейся в ре-
акционном веществе после охлаждения очагов

разогрева. Переход от малых времен воспла-
менения к большим происходит скачком при

Fk = Fk∗, что можно рассматривать как кри-
тическое условие очагового воспламенения. Со-
ответствующие соотношения для критических

параметров находятся аналогично случаю 2 из
условия касания функций, представляющих ле-
вую и правую части равенства (27), и при

рассматриваемых соотношениях параметров с

точностью O(Fk−1
∗ ) имеют вид

τign∗ = 1 +
4

Fk∗
+

NuΘ0

2Fk∗
,

Fk∗ =
NuΘ0

2
+

+ 4 ln
{2eΘ0[1− exp(−Fk∗(d− 1))]√

πFk∗

}
.

ВЫВОДЫ

• Проведено асимптотическое исследование

воспламенения системы очагов разогрева при

теплоотдаче в боковую поверхность.
• Проанализированы соотношения для кри-

тических условий и времен воспламенения.
• Установлена сильная зависимость крити-

ческих условий воспламенения от режима теп-
лоотвода в боковую поверхность.

• Полученные результаты могут быть ис-
пользованы для оценки стабильности воспла-
менения реакционноспособных веществ в усло-
виях многоочагового разогрева.
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