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1. Введение

Мы исследуем решения следующих операторных уравнений первого рода:

Ax = y, (1)

где A : X → Y — компактный оператор с незамкнутой областью значений (R(A) 6= R(A))
и X, Y — сепарабельные гильбертовы пространства.

Задачи (1) возникают в нескольких областях науки и техники, например, если A яв-
ляется интегральным оператором. Уравнения этого вида возникают во многих приложе-
ниях, включая дистанционное зондирование, компьютерную томографию и устранение
размытости изображений — это лишь некоторые из них.
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Пусть (σi, ui, vi) — сингулярная система A, т. е. (σi) — последовательность положи-
тельных действительных чисел такая, что σi → 0 и {ui}, {vi} — ортонормированный
базис ортогонального дополнения к нулевому пространству N(A) и R(A) соответствен-
но.

Пусть x ∈ X и y ∈ Y . Ясно, что

Ax =

∞∑
i=1

σi 〈x, ui〉 vi, (2)

и

A∗y =
∞∑
i=1

σi 〈y, vi〉ui, (3)

где A∗ : Y → X — сопряженный оператор A.
Напомним, что если y ∈ R(A) ⊕ R(A)⊥ ⊂ Y , то наилучшее приближенное решение

x+ ∈ N(A)⊥ уравнения (1) задается следующим образом:

x+ =
∞∑
i=1

〈y, vi〉
σi

ui,

что является решением минимальной нормы нормального уравнения A∗Ax = A∗y.
Так как пространство значений A не замкнуто в Y , то наилучшее приближенное реше-

ние x+ не зависит непрерывно от y. Поэтому задача нахождения решения уравнения (1)
некорректна (см. [1–3]).

К сожалению, в приложениях правая часть y задается только измерениями yδ ∈ Y ,
так что ∥∥y − yδ∥∥

Y
≤ δ, (4)

где δ > 0 — уровень шума.
Чтобы получить устойчивое приближенное решение, мы аппроксимируем некоррект-

ную задачу (1) семейством соседних корректных задач. Эта процедура получается с
помощью методов регуляризации, которые вычисляют аппроксимацию xδα для x+, кото-
рая непрерывно зависит от yδ с тем свойством, что xδα → x+, когда δ → 0 и параметр
регуляризации α выбран правильно. Для более подробной информации смотри [1–3].

Методы регуляризации в целом можно разделить на два основных класса: вариаци-
онные и итерационные. В данной статье интерес для нас представляют итерационные ме-
тоды решения некорректных уравнений (1). Некоторые выборочные ссылки по этой теме
даны в [4–8]. Наиболее яркий пример этого класса — итерация Ландвебера (см. [9, 10]).
Эта явная итерационная схема задается следующим образом:

xδ0 = 0, xδn+1 = xδn + wA∗
(
yδ −Axδn

)
, n = 0, 1, . . . ,

где w — параметр релаксации, n — параметр регуляризации, а xδn — n-й шаг итерацион-
ного приближенного решения.

Как известно, в общем случае итерационный метод Ландвебера довольно медленный.
Следовательно, для увеличения скорости необходимо использовать стратегии ускорения.
Некоторые из этих стратегий ускорения обсуждаются в [11–14].

Константинова и Лисковец [11] описали новую явную итерационную схему гради-
ентного метода с переменным шагом (ГМПШ) для нахождения решения некорректного
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уравнения Ax = yδ, где A : H → H — положительный ограниченный самосопряжен-
ный оператор в гильбертовом пространстве H, когда параметр релаксации этой явной
итерационной схемы меняется на каждой итерации. Схема ГМПШ задается следующим
образом:

xδ0 = 0, xδn+1 = xδn + αn+1

(
yδ −Axδn

)
, n = 0, 1, . . . , (5)

когда выполняются условия αn <
2

‖A‖ (n = 1, 2, . . . ) и
∑∞

n=1 αn = ∞. Константинова
и Лисковец доказали сходимость этой схемы и получили общую оценку погрешности в
случае приближенного оператора, т. е. A заменяется на Aη, где ‖Aη −A‖ ≤ η.

Матысик и Халле [12] ввели явную итерационную схему с переменным размером
шага (ЯИСПРШ) для решения некорректных операторных уравнений Ax = yδ, когда
A : H → H — положительный ограниченный самосопряженный оператор в гильбертовом
пространстве H. Эта явная схема определяется схемой (5) с переменным размером шага
α2n+1 = α и α2n+2 = β. Матысик и Халле показали, что схема ЯИСПРШ сходится к
точному решению уравнения Ax = yδ при условиях, что ограничения 0 < α <

2

‖A‖2
,

β > 0 и |(1− αλ)(1− βλ)| < 1 выполняются для каждого λ ∈ (0, 1].
Известно, что схемы ЯИСПРШ и ГМПШ могут использоваться в нормальном урав-

нении A∗Ax = A∗yδ.
Имеется обширная литература по различным неявным и явным итерационным схе-

мам, основанным на общих принципах регуляризации; мы рассматриваем нестационар-
ный итерационный метод Тихонова (НИМТ), представленный ранее в [15–17]. Этот метод
задается следующей неявной итерационной схемой:

xδ0 = 0,
(
θnI +A∗A

)
xδn = θnx

δ
n−1 +A∗yδ, n = 1, 2, . . . . (6)

Ханке и Гретч [15] доказали, что схема НИМТ (6) при y ∈ R(A) сходится к x+, если
и только если

∑∞
n=1 θ

−1
n =∞, где последовательность {θn}∞n=1 является убывающей.

Для итерационных методов регуляризации общим критерием остановки является
принцип невязки Морозова. Этот принцип с заданным числом итераций n∗ = n∗(δ) был
получен выше при предположении, что носитель решения x+ известен. Принцип невязки
Морозова может быть определен следующими условиями (см. [1–3, 18]):∥∥Axδn − yδ∥∥Y > τδ для n < n∗ и

∥∥Axδn∗ − yδ∥∥Y ≤ τδ (7)

при фиксированном τ > 1. Например, в [15] авторы также доказывают, что сходимость
схемы НИМТ достигается при условии x+ ∈ R

(
(A∗A)µ

)
, 0 < µ < n∗, где xδn∗ — регу-

ляризованное решение, а скорость сходимости в этом случае определяется выражением∥∥xδn∗ − x+∥∥X = O
(
δ

2µ
2µ+1

)
. В [12] Матысик и Халле доказали, что порядок сходимости

для схемы ЯИСПРШ получается выражением O
(
δ

s
s+1

)
при условии x+ ∈ R

(
(A∗A)s

)
,

s > 0.
Цель этой работы — создание нового быстрого метода неявной итерационной регуля-

ризации для решения некорректных операторных уравнений (1).
Мы покажем, что первое преимущество нового метода — сильная оценка ошибки

(с точными данными), когда m достаточно большое по сравнению с методом НИМТ. Мы
также покажем, что наш метод имеет небольшое число итераций по сравнению с методом
НИМТ. Кроме того, в экспериментах показано, что наш метод превосходит метод НИМТ
с точки зрения наименьших затрат процессорного времени.
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Мы обсудим сходимость этой неявной схемы для заданного числа итераций и дока-
жем, что оптимальный порядок асимптотической сходимости определяется выражением
O
(
δ

2µ
2µ+1

)
при условии x+ ∈ R

(
(A∗A)µ

)
(см. пункт 3). В п. 4 мы используем апостери-

орную стратегию выбора параметров (7) для получения сходимости этой схемы. Кроме
того, в п. 5 приведены некоторые примеры для проверки эффективности предложенной
неявной схемы идентификации по сравнению со схемой НИМТ, и численная эффек-
тивность исследуется с помощью моделирования. Эти результаты показывают примени-
мость предложенной схемы к задачам устранения размытости.

2. Неявная схема

В этом пункте мы обсудим некоторые результаты относительно неявной итерацион-
ной схемы, предложенной в этой работе.

Теперь определим метод итерационной регуляризации, предлагаемый в этом иссле-
довании. Пусть A и y — такие, как в некорректном уравнении (1). Рассмотрим неявную
итерационную схему для фиксированного положительного целого числа m:

xm0 = 0, (I + αnA
∗A)m+1xmn = (I + αnA

∗A)xmn−1 + Fn,m(A
∗A)A∗y, n = 1, 2, . . . , (8)

где {αn}∞n=1 — заданная последовательность положительных чисел и

Fn,m(λ) = αnCm +
m+1∑
i=2

Cim+1α
i
nλ

i−1, Cik =
k!

i!(k − i)!
, Cm = C1

m+1 − 1.

Замечание 1. Из нашей итерационной схемы (8), полагая m = 1 и разделяя обе части
равенства на αn, мы получим схему НИМТ (6) для точных данных y. В этом случае
последовательность {θn}∞n=1 получается с использованием

{
θn = α−1n

}∞
n=1

.

Замечание 2. Мы можем рассматривать этот метод как обобщение метода НИМТ.

Замечание 3. С практической точки зрения применять этот метод регуляризации к
любому компактному оператору нелегко. Однако в случае компактных операторов ко-
нечного ранга эту стратегию применять просто.

Используем сингулярные разложения (2) и (3). Тогда схему (8) можно также записать
следующим образом:

xmn =

∞∑
j=1


〈
xmn−1, uj

〉
(1 + αnσ2j )

m
+


αnCmσj + σj

m+1∑
i=2

Cim+1α
i
nσ

2(i−1)
j

(1 + αnσ2j )
m+1

 〈y, vj〉
uj

=
∞∑
j=1

[ 〈
xmn−1, uj

〉
(1 + αnσ2j )

m
+

(
(1 + αnσ

2
j )
m+1 − (1 + αnσ

2
j )

σj(1 + αnσ2j )
m+1

)
〈y, vj〉

]
uj . (9)

Поскольку Ax+ = y, мы имеем
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x+ =

∞∑
j=1

 〈x+, uj〉
(1 + αnσ2j )

m
+

∞∑
j=1

(
(1 + αnσ

2
j )
m+1 − (1 + αnσ

2
j )

σj(1 + αnσ2j )
m+1

)
〈y, vj〉

uj .
Следовательно, из формулы (9) получаем

x+ − xmn =
∞∑
j=1

〈
x+ − xmn−1, uj

〉
(1 + αnσ2j )

m
uj

и с использованием рекуррентности имеем

x+ − xmn =
∞∑
j=1

ϕn,m(σ
2
j )
〈
x+, uj

〉
uj , (10)

где ϕn,m(σ) =
∏n
i=1

1

(1 + αiσ)m
. Также получаем вычисленное решение xn:

xmn = Rn,my =

∞∑
j=1

1− ϕn,m(σ2j )
σj

〈y, vj〉uj .

Для случая, когда правая часть y задается только измерениями, n-й шаг итерацион-
ного приближенного решения xδ,mn определяется следующим соотношением:

xδ,mn = Rn,my
δ =

∞∑
j=1

1− ϕn,m(σ2j )
σj

〈
yδ, vj

〉
uj . (11)

Кроме того, простые расчеты показывают, что

xδ,mn − xmn =
∞∑
j=1

1− ϕn,m(σ2j )
σj

〈
yδ − y, vj

〉
uj . (12)

3. Сходимость

Здесь мы обсудим некоторые результаты по неявной итерационной схеме, предложен-
ной в этой работе. Некоторые идеи доказательств, представленных в этом пункте, были
адаптированы из работы Ханке и Гретча [15] для получения оценок ошибки.

Сначала предположим, что верны следующие условия, налагаемые на элементы по-
следовательности

{
αn
}∞
n=1

:

C1) последовательность {αn}∞n=1 является возрастающей при lim
n→∞

αn =∞;

C2) существует постоянная c > 1 такая, что

γn ≤ cγn−1, (13)

где γn =
∑n

i=1 αi.

Замечание 4. Условие C1 означает, что limn→∞ γn =∞.

Например, предположим, что αn = qn (n ≥ 2) — геометрическая последовательность.
Тогда условия C1 и C2 легко проверить для q > 1 и c = q + 1.

Пусть y ∈ R(A), и предположим, что точное решение x+ ∈ R
(
(A∗A)µ

)
удовлетворяет

исходному условию гладкости, т. е.

x+ = (A∗A)µz, ‖z‖X = ρ <∞, µ > 0. (14)
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Лемма 1. При исходном условии (14) мы получим∥∥x+ − xmn ∥∥X ≤ ρ sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ), (15)

где ψn,m(µ, λ) = ϕn,m(λ)λ
µ.

Доказательство. Используя условие (14) и соотношение (10), получим

∥∥x+ − xmn ∥∥2X =
∞∑
j=1

(
ϕn,m(σ

2
j )σ

2µ
j

)2
|〈z, uj〉|2 ≤ max

j

(
ϕn,m(σ

2
j )σ

2µ
j

)2 ∞∑
j=1

|〈z, uj〉|2 .

Используя последнюю формулу, имеем∥∥x+ − xmn ∥∥X ≤ ρ sup
σ∈[0,∞)

ϕn,m(σ
2)σ2µ = ρ sup

λ∈[0,∞)
ϕn,m(λ)λ

µ.

Это завершает доказательство леммы 1.

Теперь вернемся к функциям ϕn,m и ψn,m, чтобы обсудить некоторые соотношения и
максимальные значения этих функций. Ясно, что

sup
λ∈[0,∞)

ϕn,m(λ) ≤ 1, ϕ′n,m(λ) = ϕn,m(λ)
n∑
i=1

−mαi
1 + αiλ

, ϕ′′n,m(λ) ≥ 0.

Поскольку ϕ′n,m является монотонно неубывающей на [0,∞), то ϕn,m — выпуклая функ-
ция. Первую производную функции ψn,m можно записать в виде

ψ′n,m(µ, λ) = λµ−1ϕn,m(λ)

(
−

n∑
i=1

mαiλ

1 + αiλ
+ µ

)
,

и несложный расчет показывает, что ψ′n,m(λ) = 0, если и только если

f(β) =
µ

m
, (16)

где β = λ−1 и f(β) =
∑n

i=1
αi

β + αi
. Пусть β ∈ [0,∞). Поскольку

f(0) = n, lim
β→∞

f(β) = 0, f ′(β) ≤ 0,

то уравнение (16) имеет единственное положительное решение µ∗, где 0 < µ < mn.
Следовательно, мы получим

sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ) = ψn,m

(
µ,

1

µ∗

)
≤ µ−µ∗ . (17)

Теперь рассмотрим решения уравнения (16) при 0 < µ < mn на (−∞, 0) \{−αj ,
j = 1, 2, . . . , n}. Если β ∈ (−αj+1,−αj), и поскольку

lim
β
>→−αj+1

f(β) =∞, lim
β
<→−αj

f(β) = −∞, f ′(β) ≤ 0,

то уравнение (16) имеет единственное отрицательное решение µj ∈ (−αj+1,−αj).
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Поскольку

lim
β→0

f(β) = n, lim
β
>→−α1

f(β) =∞, lim
β→−∞

f(β) = 0, lim
β
<→−αn

f(β) = −∞,

мы заключаем, что уравнение (16) не имеет решений в области (−∞,−αn)∪ (−α1, 0).
Наконец, уравнение (16) имеет n решений (µ∗ > 0, µj < 0, j = 1, 2, . . . , n − 1) на

R\ {−αj , j = 1, 2, . . . , n} и
n−1∑
j=1

µj ≤ −γn−1. (18)

Уравнение (16) можно записать в эквивалентном виде: P (β) = 0, где многочлен P
задается следующим образом:

P (β) =

n∑
i=0

aiβ
i =

µ

m

n∏
k=1

(β + αk)−
n∑
i=1

αi

n∏
k=1
k 6=i

(β + αk).

Используя тот факт, что сумма корней многочлена P равна −an−1

an
, имеем

µ∗ +

n−1∑
j=1

µj =
m− µ
µ

γn. (19)

Лемма 2. Если предположение (14) удовлетворяется для 0 < µ ≤ m и условия C1, C2
выполняются, то ∥∥x+ − xmn ∥∥X ≤ ρc′m,µγ−µn , (20)

где c′m,µ =
(

2µc

m

)µ
.

Доказательство. Предположим, что 0 < µ ≤ m

2
. Тогда m− µ

µ
≥ m

2µ
. Используя (18) и

(19), получим µ∗ ≥
m

2µ
γn+γn−1, и при условии (13) мы можем записать µ∗ ≥

cm+ 2µ

2µc
γn ≥

m

2µc
γn.

Для случая m

2
≤ µ ≤ m

(
m

2µ
≤ 1

)
при (18) и (19) мы имеем µ∗ ≥ γn−1 ≥

m

2µ
γn−1, и

при условии (13) мы имеем µ∗ ≥
m

2µc
γn.

Теперь предположим, что 0 < µ ≤ m. Используя неравенство (17) и лемму 1, мы
получим оценку (20), и доказательство леммы 2 завершено.

Лемма 3. Если предположение (14) удовлетворяется для m < µ < nm и условия C1,
C2 выполняются, то мы имеем∥∥x+ − xmn ∥∥X ≤ ρc′′m,µγ−µn , (21)

где c′′m,µ =
(

2µcµ

m

)µ
.

Доказательство. Теперь рассмотрим два случая.
В первом случае пусть γn ≤

m+ 2(µ−m)

2(µ−m)
γn−1. Используя (18) и (19), мы имеем µ∗ ≥

m

2µ
γn−1. Используя условие (13) и неравенство (17), мы получим
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sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ) ≤
(

2cµµ

m

)µ
γ−µn . (22)

Используя лемму 1, мы получим оценку (21).
Во втором случае докажем неравенство (22) с помощью рекуррентных соотношений

и с помощью леммы 1 получим оценку (21). Для этого пусть γn >
m+ 2(µ−m)

2(µ−m)
γn−1. Тогда

αn >
m

2(µ−m)
γn−1. (23)

Теперь предположим, что m < µ ≤ 2m, тогда 0 < µ−m ≤ m. Как при доказательстве
леммы 2 имеем

sup
λ∈[0,∞)

ψn−1,m(µ−m,λ) ≤
(
2 (µ−m) c

m

)µ−m
γ−µ+mn−1 .

Следовательно,

sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ) ≤ sup
λ∈[0,∞)

ψn−1,m(µ−m,λ) sup
λ∈[0,∞)

λm

(1 + αnλ)m

≤
(
2 (µ−m) c

m

)µ−m
γ−µ+mn−1

(
1

αn

)m
.

Используем неравенство (23) и условие (13). Тогда

sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ) ≤
(
2 (µ−m) c

m

)µ−m
γ−µ+mn−1

(
2(µ−m)

m
γn−1

)m
≤
(

2

m

)µ
(µ−m)µ cµ−mγ−µn−1

≤
(

2

m

)µ
(µ−m)µ c2µ−mγ−µn

≤
(
2cµµ

m

)µ
γ−µn .

Предположим, что неравенство (22) верно для jm < µ ≤ (j + 1)m при j + 1 < n.
Пусть (j + 1)m < µ ≤ (j + 2)m при j + 2 < n. Следовательно, jm < µ −m ≤ (j + 1)m.
Таким образом,

sup
λ∈[0,∞)

ψn−1,m(µ−m,λ) ≤
(
2 (µ−m) cµ−m

m

)µ−m
γ−µ+mn−1 ,

что подтверждается предположением. Следовательно,

sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ) ≤
(
2 (µ−m) cµ−m

m

)µ−m
γ−µ+mn−1

(
1

αn

)m
.
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Используя неравенство (23) и условие (13), получим

sup
λ∈[0,∞)

ψn,m(µ, λ) ≤
(
2 (µ−m) cµ−m

m

)µ−m
γ−µ+mn−1

(
2(µ−m)

m
γn−1

)m
≤
(

2

m

)µ
(µ−m)µ c(µ−m)2γ−µn−1

≤
(
2cµ

m

)µ
(µ−m)µ c(1−2m)µ+m2

γ−µn

≤
(
2cµµ

m

)µ
γ−µn .

Наконец, неравенство (22) верно дляm < µ < nm, что подтверждается рекуррентным
соотношением. Это завершает доказательство леммы.

Вследствие лемм 2 и 3 ошибка оптимального решения, полученного с точными дан-
ными для нашего метода, может быть выражена в виде O

((
γ−1
n
m

)µ)
, а ошибка опти-

мального решения, полученного с точными данными для метода НИМТ, задается путем
O
(
γ−µn

)
. Следовательно, наш метод имеет преимущество при достаточно больших m в

случае оценки погрешности с точными данными перед методом НИМТ [15].
Теперь рассмотрим случай, когда точные данные y можно заменить на yδ в пред-

лагаемой неявной схеме. В этом случае результат сходимости получается в следующей
лемме.

Лемма 4. Пусть
{
xδ,mn

}
— последовательность, сгенерированная неявной итерацион-

ной схемой (8). Используя приближенные данные, получим∥∥xδ,mn − xmn
∥∥
X
≤ √mγn δ. (24)

Доказательство. Из (12) получим

∥∥xδ,mn − xmn
∥∥2
X

=

∞∑
j=1

(
1− ϕn,m(σ2j )

σj

)2 ∣∣〈yδ − y, vj〉∣∣2
≤ sup

σ∈[0,∞)

(
1− ϕn,m(σ2)

σ

)2 ∞∑
j=1

∣∣〈yδ − y, vj〉∣∣2
≤ sup

λ∈[0,∞)

(
1− ϕn,m(λ)

λ

)
sup

λ∈[0,∞)

(
1− ϕn,m(λ)

)∥∥yδ − y∥∥2
Y
.

Поскольку 0 < 1− ϕn,m(λ) ≤ 1 при λ ∈ [0,∞), то, используя (4), имеем

∥∥xδ,mn − xmn
∥∥2
X
≤ sup

λ∈[0,∞)

(
1− ϕn,m(λ)

λ

)
δ2.

Используя свойство выпуклости ϕn,m, получим
1− ϕn,m(λ)

λ
≤ −ϕ′n,m(0) = mγn. Сле-

довательно, мы можем получить оценку (24).
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Следующая теорема имеет решающее значение для сходимости нашей неявной ите-
рационной схемы. Доказательство этой теоремы основано на леммах 2, 3 и 4.

Теорема 1. Если предположение (14) удовлетворяется для 0 < µ < nm и условия C1,
C2 верны, то ∥∥xδ,mn − x+

∥∥
X
≤ ρcm,µγ−µn +

√
mγn δ,

где cm,µ =


(

2µc

m

)µ
, если 0 < µ ≤ m,(

2µcµ

m

)µ
, если m < µ ≤ nm.

Теорема 1 позволяет оценить наилучший порядок сходимости, который можно полу-
чить в нашей неявной схеме. В частности, если n = n(δ) такое, что limδ→0 γn(δ) → ∞ и
limδ→0

√
mγn(δ)δ = 0, то

lim
δ→0

∥∥xδ,mn − x+
∥∥
X

= 0.

Например, если мы возьмем n = n (δ) такое, что γn(δ) ≈
δ

−2
2µ+1

m
, то∥∥xδ,mn − x+

∥∥
X
≤ (ρcµ + 1) δ

2µ
2µ+1 ,

где cµ =

{
(2cµ)µ, 0 < µ ≤ m,
(2cµµ)µ, 0 < µ ≤ nm.

В этом частном случае теоремы 1 мы получим порядок сходимости O
(
δ

2µ
2µ+1

)
при

общем исходном условии (14), где 0 < µ < nm.
В случае априорного выбора (из примера после теоремы 1) мы имеемmγnНовая ≈ δ

−2
2µ+1

и γnНИМТ ≈ δ
−2

2µ+1 . Таким образом, nНовая < nНИМТ; например, если αj = qj (где q > 1),
то

nНовая / nНИМТ +
log(m)

log(q)
.

Обычно стратегия выбора параметров в этом примере называется априорной стра-
тегией выбора параметров, но апостериорная стратегия выбора параметров предпочти-
тельнее априорной стратегии (см. [19]).

Для определения скорости сходимости мы используем апостериорную стратегию вы-
бора параметров (7), которая описывается в следующем пункте.

4. Критерии остановки, основанные на принципе невязки

В этом пункте выберем число итераций n∗ = n∗(δ) с использованием принципа невяз-
ки (7), где xδn∗ — регуляризованное решение. Для этого предположим, что∥∥yδ∥∥

Y
> τδ. (25)

Используя (11), получим

∥∥Axδ;mn − yδ
∥∥
Y
=

√√√√ ∞∑
j=1

(
ϕn,m(σ2j )

)2
|〈yδ, vj〉|2 .
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Поскольку xδ,m0 = 0 и lim
n→∞

ϕn,m(λ) = 0, мы имеем

lim
n→0

∥∥Axδ,mn − yδ
∥∥
Y
=
∥∥yδ∥∥

Y
и lim

n→∞

∥∥Axδ,mn − yδ
∥∥
Y
= 0.

Функция ϕn,m = ϕm(n) — строго убывающая для любого n ∈ (0,∞), поэтому суще-
ствует последовательность чисел, для которой выполняется неравенство∥∥Axδ,mn − yδ

∥∥
Y
≤ τδ.

Пусть n∗ — первое появление этих чисел, т. е.∥∥Axδ,mn∗−1 − yδ∥∥Y > τδ и
∥∥Axδ,mn∗ − yδ∥∥Y ≤ τδ. (26)

Поскольку

‖y −Axmn ‖
2
Y =

∞∑
j=1

(
ϕn,m(σ

2
j )
)2 |〈y, vj〉|2 ≤ ( sup

λ∈[0,∞)
ϕn,m(λ)

)2 ∞∑
i=1

|〈y, ui〉|2 ≤ ‖y‖2Y ,

мы заключаем, что
‖I −ARn,m‖ ≤ 1.

Следовательно,

‖y −ARn∗−1,my‖Y ≥
∥∥yδ −Axδ,mn∗−1∥∥Y − ∥∥ (I −ARn∗−1,m) (y−yδ)∥∥Y ≥ τδ−δ = (τ−1)δ.

Поэтому ∥∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ϕn∗−1,m(σ
2
j ) 〈y, vj〉 vj

∥∥∥∥∥∥
Y

≥ (τ − 1)δ.

Используем исходное условие (14) при 0 < µ < nm. Тогда∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ϕn∗−1,m(σ
2
j ) 〈A(A∗A)µz, vj〉 vj

∥∥∥∥∥
Y

≥ (τ − 1)δ,

∥∥∥∥∥
∞∑
j=1

ϕn∗−1,m(σ
2
j )σjσ

2µ
j 〈z, vj〉 vj

∥∥∥∥∥
Y

≥ (τ − 1)δ,

∞∑
j=1

ϕn∗−1,m(σ
2
j )σ

4µ+2
j |〈z, vj〉|2 ≥ (τ − 1)2δ2,

и ясно, что

ρ sup
λ∈[0,∞)

ϕn∗−1,m(λ)λ
2µ+1

2 = ρ sup
λ∈[0,∞)

ψn∗−1,m

(
2µ+ 1

2
, λ

)
≥ (τ − 1)δ.

Используя те же аргументы, что и при доказательстве лемм 2, 3 и теоремы 1, имеем

ρ c̃m,µ γ
− 2µ+1

2
n∗−1 ≥ (τ − 1)δ, (27)

где c̃m,µ =



(
2
(
2µ+1

2

)
c

m

) 2µ+1
2

, если 0 < µ ≤ m− 1

2
,(

2
(
2µ + 1

2

)
c

2µ+1
2

m

) 2µ+1
2

, если m− 1

2
< µ ≤ nm− 1

2
.
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Лемма 5. Предположим, что условия C1, C2 и (25) удовлетворены. Используя кри-
терии остановки (26) при 0 < µ < nm− 1

2
, имеем

∥∥xδ,mn∗ − xmn∗∥∥X = O
(
δ

2µ
2µ+1

)
.

Доказательство. Используя неравенство (27) и условие C2, мы имеем

ρ c̃m,µ c
2µ+1

2 γ
− 2µ+1

2
n∗ ≥ ρ c̃m,µ γ

− 2µ+1
2

n∗−1 ≥ (τ − 1)δ,

ρ
2

2µ+1 c̃
2

2µ+1
m,µ c (τ − 1)

− 2
2µ+1 δ

− 2
2µ+1 ≥ γn∗ ,

ρ
1

2µ+1 c̃
1

2µ+1
m,µ
√
c (τ − 1)

− 1
2µ+1 δ

2µ
2µ+1 ≥ √γn∗ δ.

Теперь, используя (24) из леммы 4, имеем

∥∥xδ,mn∗ − xmn∗∥∥X ≤ c̃ 1
2µ+1
m,µ
√
cm (τ − 1)

− 1
2µ+1 ρ

1
2µ+1 δ

2µ
2µ+1 .

Доказательство леммы завершено.

Теорема 2. При предположениях леммы 5 мы получим следующий порядок сходимос-
ти: ∥∥xδ,mn∗ − x+∥∥ = O

(
δ

2µ
2µ+1

)
.

Доказательство. Используя условие (14) и соотношение (10), получим

∥∥x+ − xmn∗∥∥2X =
∞∑
j=1

(
ϕn∗,m(σ

2
j )σ

2µ
j

)2
|〈z, uj〉|2

=
∞∑
j=1

(
ϕn∗,m(σ

2
j ) |〈z, uj〉|

) 2
2µ+1

(
ϕn∗,m(σ

2
j ) |〈z, uj〉|

) 4µ
2µ+1

σ4µj .

Используя неравенство Гельдера, получаем

∥∥x+ − xmn∗∥∥2X ≤
 ∞∑
j=1

U2
j (n
∗,m)

 1
2µ+1

 ∞∑
j=1

U2
j (n
∗,m)σ4µ+2

j


2µ

2µ+1

,

∥∥x+ − xmn∗∥∥2X ≤
(
ρ sup
λ∈[0,∞)

ϕn∗,m(λ)

) 2
2µ+1

 ∞∑
j=1

U2
j (n
∗,m)σ4µ+2

j


2µ

2µ+1

,

∥∥x+ − xmn∗∥∥2X ≤ ρ 2
2µ+1

 ∞∑
j=1

U2
j (n
∗,m)σ4µ+2

j


2µ

2µ+1

,

где Uj(n∗,m) = ϕn∗,m(σ
2
j ) |〈z, uj〉|.
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Поскольку

‖y −Axmn∗‖
2
Y =

∞∑
j=1

ϕ2
n∗,m(σ

2
j ) |〈y, vj〉|

2 =

∞∑
j=1

ϕ2
n∗,m(σ

2
j )
∣∣〈A(A∗A)µz, vj〉∣∣2

=

∞∑
j=1

U2
j (n
∗,m)σ4µ+2

j ,

имеем ∥∥x+ − xmn∗∥∥X ≤ ρ 1
2µ+1 ‖y −Axmn∗‖

2µ
2µ+1

Y . (28)

Видно, что

‖y −Axmn∗‖Y =
∥∥∥(I −ARn∗,m) (y − yδ) + yδ −ARn∗,myδ

∥∥∥
Y

≤
∥∥I −ARn∗,m∥∥δ + ∥∥∥yδ −ARn∗,myδ∥∥∥ ,

и, используя (26), получаем
‖y −Axmn∗‖Y ≤ (1 + τ)δ.

Таким образом, из неравенства (28) следует, что

∥∥x+ − xmn∗∥∥X ≤ ρ 1
2µ+1 (1 + τ)

2µ
2µ+1 δ

2µ
2µ+1 .

Аналогично лемме 5 имеем следующий результат:

∥∥x+ − xδ,mn∗ ∥∥X ≤ ∥∥x+ − xmn∗∥∥X +
∥∥xδ,mn∗ − xmn∗∥∥X ≤ c(m,µ, τ)ρ 1

2µ+1 δ
2µ

2µ+1 ,

где c(m,µ, τ) = c̃
1

2µ+1
m,µ
√
cm (τ − 1)

− 1
2µ+1 + (1 + τ)

2µ
2µ+1 .

Следовательно, теорема 2 доказана.

При доказательстве теоремы 2 предположения о носителе µ и элементе z в исходном
условии гладкости (14) необходимы для получения оптимального порядка O

(
δ

2µ
2µ+1

)
. На

практике их значения не нужны, так как они отсутствуют в критерии остановки (26).
Таким образом, если информации о точном решении нет, итерации нашей неявной схе-
мы прекращаются при использовании принципа невязки (26). Эта сходимость неявной
схемы (8) гарантирована благодаря ее свойству регуляризации.

Замечание 5. Важным условием критерия остановки (26) является убывание функции
ϕn,m = ϕm(n). Однако функция ϕn,m обычно быстро увеличивается с ростом m, когда
m большое. Поэтому наш метод сходится быстрее, чем метод НИМТ.

В случае апостериорной стратегии выбора параметров (26) на основании замечания 5
мы можем показать, что наш метод имеет небольшое число итераций по сравнению с
методом НИМТ.
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5. Численные эксперименты

Чтобы проанализировать эффективность нашей неявной схемы по сравнению со схе-
мой НИМТ, мы используем несколько тестовых примеров из инструментов регуляри-
зации Хансена (см. [20]). Эти численные тесты реализованы в программном обеспече-
нии Matlab R2015b. Большинство задач этого пакета — это дискретизации интеграль-
ных уравнений Фредгольма первого рода, которые, как правило, плохо обусловлены.
Этот пакет Matlab используется для решения задач с плохо обусловленными матрицами
A ∈ Rk×k с правыми частями b ∈ Rk и верными решениями x+ ∈ Rk.

Число обусловленности матрицы A определяет чувствительность решения к малым
возмущениям входных данных, т. к. Cond(A) = σ1

σk
.

Обычно линейная система алгебраических уравнений называется плохо обусловлен-
ной, если число обусловленности большое.

Таблица 1 показывает, что число обусловленности Cond(A) большое для всех тесто-
вых задач, что подтверждает чувствительность всех этих задач, т. е. эти тестовые задачи,
как правило, очень плохо обусловлены.

Таблица 1. Число обусловленности матрицы A для всех тестовых задач, где k = 1000

Задача baart deriv2(1, 2, 3) foxgood
Cond(A) 1.0697× 1018 1.2180× 106 4.7546× 1017

Задача heat phillips shaw
Cond(A) 9.4865× 1017 2.6414× 1010 7.8589× 1016

Во всех тестах относительная ошибка используется для оценивания точности прибли-

женных решений. Эта относительная ошибка определяется выражением
∥∥xδn∗ − x+

∥∥
2

‖x+‖2
, где

xδn∗ — решение, вычисленное с использованием любой схемы (Новая, НИМТ), вектор с

ошибками bδ задается как bδ = b+
εe ‖b‖2
‖e‖2

при e = randn(size(b)), а ε — уровень шума.
Вычислим решения следующим образом:

xНовая
n = xδ,mn =

k∑
j=1

zn,m(σ
2
j )
〈
bδ, vj

〉
uj , xНИМТ

n = xδ,1n =
k∑
j=1

zn,1(σ
2
j )
〈
bδ, vj

〉
uj , (29)

где zn,m(σ
2) =

1− ϕn,m(σ2)

σ
и (σj , uj , vj) — сингулярная система A.

На основании (29) можно утверждать, что формулы для этих двух методов почти
одинаковы. Таким образом, число арифметических операций на одну итерацию нового
метода и метода НИМТ практически одинаковое.

Во всех экспериментах мы берем αn = (1.5)n в новой неявной схеме и θn = (1.5)−n в
схеме НИМТ. В критерии остановки, основанном на (26), мы берем уровень остановки
τ = 1.0001.

В табл. 2, 3 представлены средние значения относительных ошибок, процессорного
времени и итераций остановки в вычисленных решениях более 100 прогонов для несколь-
ких задач из инструментов регуляризации при k = 1000 и уровнях шума 1% и 10%.
Видно, что новая неявная схема дает наименьшее среднее время и наименьшее среднее
число итераций для всех рассматриваемых задач и уровней шума. Можно также сказать,
что относительные ошибки всегда одинаковы, за исключением некоторых случаев, когда
наша неявная схема лучше.
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В табл. 2, 3 использованы следующие обозначения: CPU — процессорное время в
секундах, RE — относительная ошибка.

Таблица 2. Численные результаты для нескольких задач из инструментов регуляризации при
k = 1000 и уровне шума 10%

Задача
Новая (m = 15) Новая (m = 5) НИМТ

n∗ CPU RE n∗ CPU RE n∗ CPU RE
1. baart 6 0.21 0.18 8 0.26 0.18 12 0.35 0.18
2. deriv2(1) 19 0.56 0.26 21 0.59 0.26 26 0.65 0.27
3. deriv2(2) 19 0.58 0.25 22 0.62 0.25 26 0.71 0.25
4. deriv2(3) 14 0.43 0.06 16 0.46 0.06 20 0.51 0.07
5. foxgood 6 0.31 0.04 9 0.34 0.04 13 0.35 0.04
6. heat 13 0.34 0.17 16 0.42 0.17 20 0.56 0.17
7. phillips 2 0.06 0.04 2 0.06 0.04 3 0.09 0.05
8. shaw 2 0.09 0.16 3 0.10 0.16 6 0.14 0.16

Таблица 3. Численные результаты для нескольких задач из инструментов регуляризации при
k = 1000 и уровне шума 1%

Задача
Новая (m = 15) Новая (m = 5) НИМТ

n∗ CPU RE n∗ CPU RE n∗ CPU RE
1. baart 10 0.29 0.12 12 0.34 0.12 15 0.60 0.12
2. deriv2(1) 25 0.75 0.19 28 0.81 0.19 33 0.91 0.19
3. deriv2(2) 26 0.72 0.18 28 0.82 0.18 33 0.96 0.19
4. deriv2(3) 18 0.52 0.02 21 0.59 0.02 25 0.77 0.02
5. foxgood 14 0.41 0.01 18 0.51 0.01 21 0.56 0.02
6. heat 18 0.43 0.07 21 0.54 0.07 25 0.68 0.07
7. phillips 2 0.06 0.01 3 0.08 0.01 5 0.12 0.01
8. shaw 9 0.23 0.06 13 0.34 0.06 17 0.43 0.06

Большинство стандартных средств оптимизации включают таблицы, которые пока-
зывают эффективность каждого метода в каждом тесте для ряда показателей, таких
как процессорное время или количество итераций для алгоритмов, где под итерацией
подразумевается сопоставимый объем работы. Было бы неправильно не использовать
такие таблицы для небольших наборов тестов, но для больших наборов тестов они мо-
гут оказаться чрезмерными. В любом случае интерпретация данных этих таблиц часто
вызывает разногласия. Для более подробной информации читатель может обратиться
к [21–23]. Профили эффективности (см. [21]) позволяют увидеть разницу в эффектив-
ности многих методов без произвольных изменений параметров или удаления слабых
решений из данных. Чтобы показать эффективность этих схем, мы будем использовать
средства из [21].

Тестовые задачи, используемые в этих экспериментах, имеют размерности 100, 200,
300, 400, 500, 600, 700, 800, 900 и 1000 (для задач 1–8 в табл. 2), а уровни шума 25%,
15%, 10%, 5%, 1%, 0.5% и 0.1%.

Профили эффективности нового итерационного метода с различными значениями m
и схемы НИМТ, определяемые по процессорному времени, и профили эффективности на
основе требуемого числа итераций показаны на рисунке 1.

Из рис. 1 ясно, что новая схема имеет наилучшую вероятность P (f) по отношению
к схеме НИМТ. Поскольку на этих профилях эффективности интерес для нас представ-
ляет лучшая схема, имеющая наибольшую эффективность, наш итерационный метод
обращает на себя внимание. Кроме того, когда число m больше, наша схема имеет боль-
шую вычислительную эффективность, чем для небольших чисел m.
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Рис. 1. Профили эффективности

5.1. Устранение размытости изображений

Задача восстановления высококачественных фотографий из зашумленных и размы-
тых наблюдений называется задачей устранения размытости изображений. Размытость
на астрономических изображениях, например, вызывается механическим или физиче-
ским процессом.

Эта задача устранения размытости может быть описана линейной системой Ax = b,
где A ∈ RN×N — матрица размытия, B ∈ Rn×m (b = vect(B) ∈ RN и N = n × m) —
записанное размытое изображение, а X ∈ Rn×m (x = vect(X) ∈ RN ) — желаемое четкое
изображение. Функцию рассеяния точек (ФРТ) для размытости в вычисленных приме-
рах можно охарактеризовать как двумерную функцию Гаусса, а элементы открытого
массива ФРТ имеют вид

Pij = exp

(
−1

2

(
i− k
s

)2

− 1

2

(
j − l
s

)2
)
,

где матрица P ∈ Rn1×m1 — массив ФРТ и (k, l) — центр P . Предположим, что ФРТ —
сепарабельная функция, а налагаемые граничные условия — нулевые (см., например, [24]
для более подробной информации).

Следующие эксперименты иллюстрируют применение нашей неявной схемы для вос-
становления двумерных изображений с размытостью и гауссовским белым шумом, т. е.

E = randn(size(Bexact)), B = Bexact + ε

∥∥Bexact
∥∥
F

‖E‖F
E,

где ‖.‖F — норма Фробениуса и ε — уровень шума.
Во всех тестах возьмем P ∈ R35×35 и s = 19.15.

Тест 1: рассмотрим тестовое изображение chest-xray-vandy, которое представлено мас-
сивом из 493×600 пикселей с уровнем шума 0.1%. Рисунки 2 и 3 показывают подлинное
изображение X, наблюдаемое изображение B и соответствующие изображения, восста-
новленные по новой схеме с различными значениями m и изображения, восстановленные
по схеме НИМТ.
Тест 2: В этом тесте мы использовали нашу схему и схему НИМТ для устранения раз-
мытости текстового изображения. Это изображение представлено массивом из 256× 256
пикселей. Рисунки 4 и 5 показывают подлинное изображение X, наблюдаемое изображе-
ние B и изображения, полученные при уровнях шума 0.1% и 0.125%.
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Рис. 2. Изображение, восстановленное за 8 итераций по новой схеме при m = 1000 (а) и схеме
НИМТ (б)

Рис. 3. Изображение, восстановленное за 2 итерации по новой схеме при m = 2000 (а) и схеме
НИМТ (б)
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Рис. 4. Изображение, восстановленное за 12 итераций по новой схеме при m = 100 (а) и схеме
НИМТ (б)

Рис. 5. Изображение, восстановленное за 11 итераций по новой схеме при m = 1000 (а) и схеме
НИМТ (б)
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Из рисунков 2–5 видно, что новая неявная схема имеет более высокую скорость схо-
димости, чем схема НИМТ. Кроме того, еслиm больше, наша схема имеет более высокую
скорость сходимости.

6. Выводы

В статье описана и проанализирована простая неявная схема решения линейных
некорректных операторных уравнений первого рода с компактными операторами. Чис-
ленные результаты показывают, что предложенная неявная схема может конкурировать
со схемой НИМТ для решения ряда линейных некорректных задач. Теоретически име-
ется оптимальное правило остановки итераций. Априорная и апостериорная стратегии
выбора параметров регуляризации используются для доказательства теоретических оце-
нок ошибки. С точки зрения достижения той же точности, в целом, классическая схема
НИМТ требует больше итераций и больше времени, чем наша схема. Численные экспери-
менты показывают, что теоретические результаты эффективны, а предложенная неявная
схема имеет ряд преимуществ перед схемой НИМТ с точки зрения числа повторений и
использования процессорного времени. Кроме того, численные эксперименты показы-
вают, что наш метод можно использовать для решения задач устранения размытости.
Приведенные выше численные эксперименты показывают, что наш метод является луч-
шим при сравнении с методом НИМТ.
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