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Рассматривается задача о течении вязкой жидкости, граничащей с твердым телом и газом. Жидкость ис-

пытывает колебательные воздействия, не имеющие выделенного направления в пространстве. Обнаружен  
новый гидромеханический эффект, состоящий в том, что свободные части гидромеханической системы (жидкие 
слои) на фоне колебаний совершают однонаправленное, стационарное вращательное движение. 
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Введение. В результате теоретических и экспериментальных исследований дина-
мики гидромеханических систем при колебательных воздействиях был выявлен ряд эф-
фектов среднего движения (см. работы [1−11] и представленную в них литературу). 
В частности, в [11] была поставлена и решена задача о совместном движении гранича-
щих друг с другом свободного твердого тела и вязкой жидкости. Было найдено, что при 
колебательных воздействиях, характеризующихся отсутствием выделенного направле-
ния в пространстве, свободные части гидромеханической системы на фоне колебаний со-
вершают однонаправленное, стационарное вращательное движение. В настоящей работе 
установлено, что аналогичный эффект присутствует для вязкой жидкости со свободной 
границей. 

Постановка задачи. Имеются бесконечно длинное твердое тело Ξ, идеальный газ и 
вязкая несжимаемая жидкость. Тело Ξ ограничено изнутри круговой цилиндрической 
поверхностью Γ1 радиусом R1. Газ ограничен извне круговой цилиндрической поверхно-
стью Γ2 радиусом R2. В каждый момент времени t оси поверхностей Γ1, Γ2 находятся на оси Z 
цилиндрической системы координат (R, Θ, Z); газ занимает область R < R2 (0 ≤ θ < 2π, −∞ < 
< Z < ∞); жидкость занимает область R2 < R < R1 (0 ≤ θ < 2π, −∞ < Z < ∞). Тело Ξ вращается и 
пульсирует; угловая скорость Ω вращения тела Ξ вокруг оси Z и радиус R1 периодически 
с периодом Т изменяются со временем (среднее значение скорости Ω равно нулю). Ввиду 
несжимаемости жидкости выполняется условие постоянства разности 2 2

1 2 .R R−  Требуется 
определить не зависящее от начальных данных (периодическое по времени) осесиммет-
ричное, плоское движение жидкости со свободной границей, обусловленное воздейст-
виями на жидкость со стороны твердого тела. 
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Пусть τ = t/T; sin 2 ,Tω ω πτ= Ω =   0ω >   постоянная; 1 2иR R
 

  cоответственно 

значения R1 и R2 в отсутствие пульсаций тела Ξ; r = 1,R R


 2 1 ;R Rκ =
 

 f = sin (2πτ + ϕ), 

ϕ  постоянная; r1 = 1 1R R


 = 1 + ε f, 0 ≤ ε < 1  параметр; r2 = R2 / 2R


 2
1(r − κ2 2

2r = 1 − κ2); 

σ, ρ и ν  соответственно коэффициент поверхностного натяжения, плотность и кине-
матический коэффициент вязкости жидкости; Re = 2

1 ( )R Tν


  число Рейнольдса; λ = 

= ( )2
1 2 ;T R Rσ ρ
 

 er и eθ  единичные векторы, направления которых совпадают с направ-

лениями возрастания соответственно r и θ; V = 1 /R T


v  скорость жидкости, v = vr (r, τ) er + 

+ vθ (r, τ) eθ ; P = 2 2
1R p Tρ


  давление в жидкости, p = p(r, τ); P = 2 2
1R Tρ


p   тензор 

напряжений в жидкости; 2 2 2
1 2P R p T P r γρ −′ ′ ′= =
 

  давление в газе, P′


  значение P′ 
в отсутствие пульсаций тела Ξ, γ  показатель адиабаты. 

Уравнения Навье−Стокса и неразрывности и условия, которые должны выполняться 
на твердой и свободной границах жидкости, имеют вид 

1( ) ,
Re

p
τ
∂

+ ⋅∇ = −∇ + ∆
∂

v v v v                                              (1) 

0,∇⋅ =v                                                              (2) 

1
1r

dr
r

d θω
τ

= +v e e    при r = r1,                                            (3) 

v⋅er = κ 
2

2
, r r

dr
p

d r
λ

τ
 

′⋅ = − + 
 

p e e    при r = κ r2.                              (4) 

Решение задачи. Из соотношений (2)−(4) следует 
vr = w/r,                                                            (5) 

здесь  ( )1 1w r dr dτ= = κ2 ( )2 2 .r dr dτ  
Используя (1), (3)−(5), найдем 

( )
2

22
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2 2
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2Re (1 Re ) (1 Re ) ,
v v v

r r w r w v
rr

θ θ θ
θτ

∂ ∂ ∂
= + − − +

∂ ∂∂
                          (7) 

vθ = ω r1   при  r = r1,                                                   (8) 

0v r v rθ θ∂ ∂ − =    при  r = κ r2.                                              (9) 

Будем рассматривать задачу (7)−(9) при малых по сравнению с единицей значениях ε. 
Применим метод разложения по степеням малого параметра [12]. Предположим, что 

vθ ~ v0 + εv1   при ε → 0.                                              (10) 

Используя (7)−(10), в ε N-приближении (N = 0, 1) получим 
2

2 2 0
02Re Re ,N N N

N
v v v vdfr r r v N r v

r d rrτ τ
∂ ∂ ∂ ∂ − − + = + ∂ ∂ ∂∂  

                  (11) 

( )0(1 )Nv N Nf v rω ω= − + − ∂ ∂    при r = 1,                                  (12) 

2
2 0 0

02 2
N Nv v v vfN r r v
r r rr rκ

 ∂ ∂ ∂
− = − − +  ∂ ∂∂ 

   при r = κ.                      (13) 
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Пусть  N = 0. Сделав в задаче (11)−(13) подстановку 

v0 = Real ( )2 ,ive π τ                                                  (14) 

где v   функция r, определим следующую задачу: 
2

2 2
2 (2 Re 1) 0,d v dvr r i r v

drdr
π+ − + =

 

                                    (15) 

v iω= −     при r = 1,                                              (16) 

0dv dr v r− =     при r = κ.                                           (17) 

Используя соотношения (14)−(17), найдем 

[ ]{ }1 2
0 1 2 1 2 1Imag ( ) ( ) ( ) ( ) ,iv Q K q I qr I q K qr e π τω κ κ−= +                        (18) 

где 1 2 1 2(1 ) Re ; , , ,q i I I K Kπ= +   модифицированные функции Бесселя; 

1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ).Q K q I q I q K qκ κ= +  

Пусть N = 1. Произведем усреднение (11)−(13) по безразмерному времени τ. 
В результате получим 

2
2 0

02 Re ,
vd v dv dfr r v r v

dr d rdr τ
∂ + − = + ∂ 

                                  (19) 

( )0v f v rω= −∂ ∂    при r = 1,                                         (20) 

2
0 0 0

2 2
1 1v v vdv v f

dr r r rr rκ

 ∂ ∂
− = − − +  ∂∂ 

   при r = κ,                     (21) 

здесь 
1

1... ... , .d v v
τ

τ
τ

+
′= =∫  Правые части уравнения (11) и условий (12), (13) пред-

ставляют собой суммы вида α + Real ( )4 ,ie π τβ  где α, β в (11)  функции r, в (12), (13)  

постоянные. В соответствии с этим, согласно (11)−(13), (19)−(21) имеем  

1v v= + Real ( )4 ,ive π τ
                                             (22) 

здесь v  функция r. Используя (18)−(21), найдем 

( ) ( ){ }1
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q qQ K q I q I q I q K q K q

q q q
κ κ

        = − + + − −       
        

 

0 0

1 1

( ) ( )
, .

r r
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h dr h dr
r r

′ ′
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′ ′∫ ∫  

Формулами 
0 1v v vθ ε= +                                                            (24) 

и (5), (6), (18), (22), (23) определяется приближенное решение задачи (1)−(4). Из этого 
решения, в частности, следует, что жидкость на фоне колебаний совершает стационар-
ное вращательное движение. 
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Остановимся на вопросе о среднем по времени  движении жидкости при малых по 
сравнению с единицей значениях 1−κ. Используя (5), (18), (22)−(24), получим 

( )2~ 2 Re 1 (1 ) (sin )(1 ) θπεω η η κ ϕ κ − + − − − 
v e    при κ → 1,               (25) 

здесь (1/ 2) ( ) (1 ).rη κ κ= − −  Отметим, что согласно (25) при 0 < ϕ < π,  π < ϕ < 2π 
жидкость, занимающая цилиндрический слой κ ≤ r < r*, вращается в направлении, про-
тивоположном направлению вращения смежного жидкого цилиндрического слоя 

( )2 21 4(1 ) 1 2(1 ) .r κ κ κ κ∗ = + + − − ≈ + −  

Заключение. Проведенное исследование позволяет сделать вывод о наличии сле-
дующего эффекта. Гидромеханическая система, подвергающаяся колебательным воздей-
ствиям, не имеющим выделенного направления в пространстве, производит однонаправ-
ленные отклики (реакции на воздействия), выражающиеся в том, что свободные части 
системы  жидкие слои  на фоне колебаний совершают однонаправленное, стацио-
нарное вращательное движение. В частности, преимущественно однонаправленное вра-
щательное движение совершает жидкий слой, граничащий с газом. 

Результаты работы могут найти применение в исследованиях нетривиальной дина-
мики гидромеханических систем, использоваться при создании устройств, гидромехани-
ческих систем, обладающих заданными свойствами, например, систем, заданным обра-
зом реагирующих на колебательные воздействия. 
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