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Приводятся данные эксперимента по определению предела прочности мерзлого грунта
при одноосном сжатии в диапазоне значений скорости деформации 400 ÷ 2700 с−1. По-
лучены конечные выражения для коэффициентов квадратичной аппроксимации, завися-
щих от скорости удара нормального к поверхности ударника напряжения и эксперимен-
тально определяемых физико-механических параметров грунта — ударной адиабаты и
динамической прочности при сжатии. Проведена верификация полученных формул на
основе сравнения с известными данными экспериментов по внедрению стального ко-
нического ударника в мерзлый песчаный грунт. Показано, что различие результатов
двусторонних оценок и экспериментов не превышает 15 %.
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Введение. Исследования динамических свойств льда и мерзлого грунта проводятся
на основе экспериментальных данных, математических моделей и численных расчетов.
С использованием методики Кольского и системы разрезных стержней Гопкинсона [1] по-
лучены диаграммы деформирования мерзлого песка при температуре до −28 ◦C и скоро-
стях деформации порядка 102 ÷ 103 с−1. Экспериментально показано, что в водонасыщен-
ном мерзлом грунте при температуре менее −10 ◦C скорость продольной волны составляет
3÷4 км/с [2, 3]. Анализ экспериментальных зависимостей прочности образцов льда и мерз-
лого песчаного грунта от скорости деформации с использованием структурно-временного
подхода проведен в работе [4]. В работе [5] экспериментально определена величина преде-
ла прочности на сжатие для пресноводного льда в зависимости от скорости деформации.
Сравнение данных эксперимента и результатов расчетов процесса пробития мишени из

льда высокоскоростными ударниками проводится в работе [6]. В [7] численно проанали-
зировано влияние глубины промерзания водонасыщенного грунта на конечную глубину

проникания конических ударников и проведено сравнение полученных формул с известны-
ми эмпирическими формулами. В работе [8] приводятся результаты экспериментальных
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и численных исследований силовых характеристик процесса проникания стального кони-
ческого ударника в водонасыщенный мерзлый песок.

В работах [8–10] показано, что в задачах об ударе и проникании ударника в грунт
результаты численных расчетов с использованием модели упругопластической грунтовой

среды Григоряна, в которой учитываются зависимость предела текучести от давления и
ограниченность величины сопротивления сдвигу, хорошо согласуются с эксперименталь-
ными данными. В работах [10, 11] приводятся модели проникания ударников в мягкий
грунт, основанные на решении задачи о расширении цилиндрической и сферической поло-
стей. Однако для водонасыщенного грунта при отрицательных температурах, обладаю-
щего значительной начальной прочностью, сравнение результатов, полученных с исполь-
зованием подобных моделей, с экспериментальными данными не проводилось.

В данной работе на основе экспериментальных данных о динамической прочности

грунта предлагается модель двусторонней экспресс-оценки сопротивления прониканию ко-
нического ударника в мерзлый грунт без проведения численных расчетов.

1. Испытания замороженного песчаного грунта. При проведении динамических
испытаний мягких грунтов в замороженном состоянии использовалась эксперименталь-
ная установка, включающая газовую пушку калибром 20 мм, комплекс измерительно-
регистрирующей аппаратуры и комплект изготовленных из алюминиевого сплава Д16Т
разрезных стержней Гопкинсона диаметром 20 мм и длиной 1500 мм каждый, испытыва-
емых на сжатие.

Установка была модифицирована для проведения испытаний при отрицательных тем-
пературах. Из пенопласта была изготовлена специальная камера, в которой размещались
образец и примыкающие к нему концы мерных стержней. Камера охлаждалась парами
жидкого азота в течение нескольких минут, так чтобы концы мерных стержней и образец
имели температуру −18 ◦C. Температура концов стержней и образцов регистрировалась
термопарой.

Для проведения динамических испытаний замороженного грунта были изготовлены

образцы в виде цилиндров высотой 10 мм и диаметром 16 мм из песка, содержащего воду,
масса которой составляла 18 % массы песка. Для приготовления образцов использовалась
питьевая вода. Песок с массовой долей воды 18 % был практически полностью насыщен

водой. Для изготовления образцов использовалась естественная песчаная смесь, из которой
были удалены частицы диаметром более 1 мм и менее 0,1 мм. Плотность сухого песка
составляла 1750 кг/м3. Образцы размещались в специальных цилиндрических обоймах.
Песок с влажностью 18 % засыпался в обойму и уплотнялся до плотности, приближенно
равной 2050 кг/м3. Затем образцы замораживались в морозильной камере при температуре
−18 ◦C в течение 24 ч, после чего извлекались из обойм и вновь выдерживались при

температуре −18 ◦C в течение не менее 24 ч.

Проведено 60 экспериментов с песком при температуре −18 ◦C. Скорость деформа-
ции при проведении испытаний варьировалась в диапазоне 400 ÷ 2600 с−1. Полученные
диаграммы деформирования приведены на рис. 1. Видно, что в эксперименте скорость де-
формации остается практически постоянной. На начальном участке зависимость напряже-
ния от деформации близка к линейной. Эта зависимость имеет максимум при деформации
ε = 3,0 ÷ 3,5 %, после чего происходит быстрое уменьшение напряжения, что свидетель-
ствует о разрушении образцов грунта. Такой характер зависимости подобен характеру
зависимостей, имеющих место при разрушении горных пород и бетонов, а также льда [5]
при одноосном сжатии.Максимум напряжений, достигаемый в экспериментах, был принят
в качестве предела прочности σ∗.

Зависимость предела прочности σ∗ от скорости деформации приведена на рис. 2.
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Рис. 1. Зависимости напряжения σ (1) и скорости деформации ξ (2) заморо-
женного водонасыщенного песка от деформации ε
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Рис. 2. Зависимость предела прочности от скорости деформации при одноосном
сжатии мерзлого песка, имеющего влажность 18 %, при температуре −18 ◦C:
темные точки — данные эксперимента, светлая точка — σ∗ = 18 МПа, линия — ап-
проксимация экспериментальных данных

Следует отметить достаточно большой разброс экспериментальных данных для об-
разцов, испытанных при близких условиях. Прочность на сжатие растет с увеличением
скорости деформации образцов из водонасыщенного песка.

В исследованном диапазоне скоростей деформации ξ = 400 ÷ 2700 с−1 зависимость

предела прочности на сжатие от деформации является линейной. Такая зависимость σ∗(ξ)
характерна также для пресноводного льда [5].

2. Уравнение состояния мерзлого грунта. В работе [10] экспериментально-
расчетным методом определены параметры дробно-рациональной зависимости предела те-
кучести от давления водонасыщенного песка

σY (p) ≡ kp/(1 + kp/YM ),

где YM , k — постоянные коэффициенты.
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На основе зависимости аналогичного вида

σY (p) ≡ Y0 + kp/(1 + kp/(YM − Y0)),

в которой учтено, что начальная прочность (сцепление) Y0 отлична от нуля, проведен чис-
ленный расчет процессов удара и проникания конического ударника в мерзлый грунт [8].
Уравнение состояния мерзлого грунта в работе [8] формулировалось в предположении, что
при малых давлениях, не превышающих предела прочности при сжатии, мерзлый грунт
деформируется упруго. В условиях одноосного сжатия при значении напряжения, равном
пределу прочности σ∗, справедливо равенство

σ∗ = σY ≈ Y0 + kσ∗/3,

из которого следует Y0 = (1−k/3)σ∗. При больших давлениях имеет место фазовый переход
лед— вода, в результате чего поведение мерзлого грунта становится близким к поведению
водонасыщенного грунта. В [8] отмечено, что при температуре −18 ◦C фазовый переход

происходит при давлении, приближенно равном 200 МПа.
В рамках приближенной модели нелинейную зависимость предела текучести от дав-

ления можно аппроксимировать на основе критерия текучести Мора — Кулона с ограни-
чением Треска (далее — критерий текучести Мора — Кулона — Треска):

σY (p) ≡

{
Y0 + kp, 0 < p 6 pM ,

YM , p > pM ,
(1)

где pM = (YM − Y0)/k.
Динамическая сжимаемость водонасыщенного мерзлого грунта при высоком давлении

описывается ударной адиабатой [12]:

Us = C0 + sup (2)

(Us, up — скорость движения фронта ударной волны и массовая скорость за ним; кон-
станта C0 близка к скорости распространения плоской волны сжатия в грунте при малых

давлениях; s — предельная сжимаемость грунта).
3. Аппроксимация зависимости напряжения от скорости. В соответствии с

получившей широкое распространение моделью [13] контактное давление при взаимодей-
ствии ударника с сопротивляющейся средой определяется как напряжение на границе по-
лости, расширяющейся из точки в безграничной среде. В качестве скорости расширения
полости принимается проекция вектора скорости движения ударника на нормаль к элемен-
ту поверхности тела. Ранее получено аналитическое решение данной задачи, основанное на
предположении о несжимаемости среды за фронтом ударной волны, сопротивление сдви-
гу определяется условиями пластичности Треска и Мора — Кулона [13, 14]. Разработаны
методики вычисления сил сопротивления прониканию жесткого тела в мягкий грунт, полу-
чены зависимости максимальной силы сопротивления внедрению жесткой сферы и конуса

в сухой и водонасыщенный песок от скорости удара [10], качественно и количественно со-
гласующиеся с известными экспериментальными данными при изменении скорости удара

в диапазоне 50 ÷ 450 м/с. Однако при малых давлениях и скоростях внедрения прибли-
женный подход [10] не может быть использован для оценки напряжения.

В данной работе в качестве значения напряжения при малых скоростях предлагается

использовать величину критического давления — минимального давления, необходимо-
го для расширения полости. Ранее было получено выражение для приближенного опре-
деления критического давления в упругопластической среде при условии пластичности

Мора — Кулона [14]

σC

Y0
=

1

k

( 2

α
ε−αk
C − 1

)
, (3)
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где ε3
C = 3(1− ν)Y0/E; α = 6/(3 + 2k); E — модуль Юнга; ν — коэффициент Пуассона. В

работе [11] показано, что погрешность аппроксимации формулы (3) не превышает 6 % при

изменении коэффициента внутреннего трения во всем допустимом диапазоне 0 < k < 1,5 и
изменении начального значения предела текучести на три порядка в диапазоне 0,01МПа <
Y0 < 10,00 МПа.

Уточненная формула для определения величины εC

ε3
C = β − (1− 2ν)β2

(1− ν)k

[ 2

α

( 1

β

)αk/3
− 1

]
, β =

3(1− ν)Y0

E
(4)

позволяет уменьшить погрешность до значения менее 1 % [14].
При скоростях V > VM применяется решение [10] задачи о расширении сферической

полости в среде с условием пластичности Треска (1) и ударной адиабатой (2):

σ = −2YM ln ε + f(ε)V 2. (5)

Здесь ε = V/c; c = 3
√

sV + C0/3; f(ε) = 0,5ρ0(ε
3 + ε2 + ε + 3)/(ε2 + ε + 1).

Для определения величины VM используются соотношения на разрыве, распространя-
ющемся со скоростью c по невозмущенному пространству: σ = ρ0c

2θ, θ = ε3.Минимальное
значение напряжения, при котором выполняется условие Треска, равно σ = (YM − Y0)/µ,
где µ = αk/2. Таким образом, для определения VM получаем уравнение

YM − Y0

µ

(
3
√

s VM +
C0

3

)
= ρ0V

3
M . (6)

С использованием (3)–(5) можно вычислить коэффициенты в квадратичной зависимо-
сти напряжения от скорости

σ(V ) = γ + δV 2, (7)

где

γ =
Y0

k

( 2

α
ε−αk
C − 1

)
, δ = f(εM ),

εC определяется в соответствии с уравнением (4); εM = VM/( 3
√

s VM + C0/3); VM опреде-
ляется в результате решения уравнения (6).

Предлагаемая аппроксимация (7) зависимости нормального напряжения от скорости
достаточно точно описывает напряженное состояние на границе полости в грунте при

любых скоростях.
Анализ уравнения (5) показывает, что при скоростях V > VM выполняется неравен-

ство ρ0 < f(ε) < 1,2ρ0 при изменении предельной сжимаемости среды, характеризуемой
величиной s, в достаточно широком диапазоне 1 < s < 6. Это неравенство можно исполь-
зовать для приближенной оценки значения коэффициента δ в уравнении (7).

Ранее на основе анализа экспериментальных данных о проникании конических сна-
рядов в металлические преграды [15, 16] было показано, что значение коэффициента γ
можно принять равным динамической твердости ударника, а значение коэффициента δ
равно плотности материала преграды ρ0. Также в предположении о несжимаемости среды
аналитически получено значение коэффициента δ = 1,5ρ0 в выражении вида (7), связыва-
ющем напряжения и нормальную компоненту вектора скорости в задачах о проникании

осесимметричных ударников в грунтовые среды [17–19].
4. Результаты численных расчетов. В качестве примера рассматривается грун-

товая среда с начальной плотностью ρ0 = 2100 кг/м3 и параметрами ударной адиабаты

C0 = 1700 м/с, s = 3,4. Параметры закона линейно-упругого деформирования мерзлого
грунта имеют следующие значения: E = 21 000 МПа, ν = 1/3 [8].
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Рис. 3. Зависимость предела текучести от давления:
сплошная линия — мерзлый грунт, штриховая и пунктирная линии — верхняя и ниж-
няя оценки предела текучести мерзлого грунта с использованием условия (1) соответ-
ственно, штрихпунктирная линия — водонасыщенный грунт
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Рис. 4. Зависимость безразмерного критического давления на стенке полости

от коэффициента внутреннего трения k при различных начальных значениях
предела текучести Y0:
точки — точное решение, линии — аппроксимация по формулам (4); 1 — Y0 = 12 МПа,
2 — Y0 = 16 МПа, 3 — Y0 = 20 МПа

На рис. 3 представлены нелинейные зависимости предела текучести от давления для
водонасыщенного песка и мерзлого грунта, а также билинейные зависимости предела те-
кучести от давления, полученные с использованием условия Мора— Кулона— Треска (1)
и представляющие собой оценки нелинейной зависимости σY (p) сверху и снизу. Для водо-
насыщенного грунта параметры имеют значения k = 0,5, YM = 50 МПа [10], для мерзлого
грунта — Y0 = 16 МПа, k = 1/3, YM = 43 МПа [8]; верхняя и нижняя оценки получены с
использованием параметров Y0 = 12, 20 МПа, k = 0,15, YM = 30, 35 МПа соответственно.

На рис. 4 представлены зависимости значений критического давления, отнесенных
к начальному значению предела текучести S = σC/Y0, от коэффициента внутреннего
трения при Y0 = 12, 16, 20 МПа. Точное решение получено на основе алгоритма [13]
в результате численного решения [11] краевой задачи для системы двух обыкновенных
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дифференциальных уравнений первого порядка с использованием метода Рунге — Кутты

четвертого порядка. Приближенное решение получено по формулам (4), его отличие от
точного решения не превышает 1 %.

5. Модель проникания конуса в мерзлый грунт. Оценим применимость модели,
основанной на решении задачи о расширении сферической полости, при определении мак-
симального значения силы сопротивления внедрению конического ударника в грунтовую

среду с учетом начальной прочности.
Согласно модели сила сопротивления внедрению с постоянной скоростью U0 конуса с

углом раствора 2η определяется следующим образом:

F = (σ + τ ctg η)S0.

Здесь σ — нормальное напряжение; τ — касательное напряжение, действующее на боковую
поверхность конического ударника; S0 — площадь основания конуса.

Нормальное напряжение определяется с использованием формулы (7), где V =
U0 sin η — проекция вектора скорости на нормаль к поверхности конуса.

При скоростях удара V < VM касательные напряжения определяются на основе за-
кона сухого трения Кулона τ = kfσ. При V > VM касательное напряжение полагается

ограниченным сверху величиной τ = kf (γ + αV 2
M ).

Таким образом, имеем зависимость силы сопротивления внедрению конуса от скорости
удара

F (V ) =

{
(1 + kf ctg η)(γ + αV 2)S, V < VM ,

((γ + αV 2) + kf ctg η (γ + αV 2
M ))S, V > VM .

(8)

Ранее были получены зависимости от скорости удара максимальной силы сопротив-
ления внедрению в грунт конусов с диаметром основания 10, 12 и 20 мм в диапазоне

значений скорости удара U0 = 100÷ 400 м/с. В данной работе принимаются аналогичные
параметры начального участка упругого деформирования зависимости σ(ε) для мерзлого
песка и параметры ударной адиабаты. Аппроксимация нелинейной зависимости предела
текучести от давления [8] выполняется на основе условия текучести Мора — Кулона —
Треска c учетом разброса экспериментальных данных при определении предела прочно-
сти мерзлого грунта при сжатии σ∗ = 18 МПа ± 25 % (см. рис. 3). Коэффициент трения
полагается равным kf = 0,1.

На рис. 5 приведены зависимости от скорости удара безразмерной (отнесенной к F ∗ =
ρ0U

2
0S/2) максимальной силы сопротивления внедрению в мерзлый грунт стального кони-

ческого ударника с диаметром основания 10, 12, 20 мм и углом раствора η = 30◦ [8], а так-
же соответствующие зависимости, полученные с использованием аппроксимации (7), (8).
Вертикальными отрезками показана относительная погрешность, не превышающая 15 %.
Из рис. 5 следует, что результаты экспериментов и моделирования в диапазоне скоростей
удара U0 = 100÷ 400 м/с хорошо согласуются.

Заключение. В работе получены конечные выражения для коэффициентов квадра-
тичной аппроксимации напряжение — скорость, зависящих от экспериментально опреде-
ляемых физико-механических параметров грунта — коэффициентов ударной адиабаты и

зависимости предела текучести от давления.
Проведена верификация полученных формул на основе сравнения двусторонних оце-

нок силы сопротивления внедрению стального конического ударника в мерзлый песчаный

грунт с известными данными экспериментов. Показано, что различие результатов расче-
тов и экспериментов не превышает 15 %.

Установлено, что при проведении оценочных расчетов с учетом разброса эксперимен-
тальных данных, приближенно равного 25 %, приемлемой аппроксимацией зависимости
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Рис. 5. Зависимость максимальной силы сопротивления внедрению конуса с

углом раствора η = 30◦ и диаметром основания Y0 = 10 мм (1), Y0 = 12 мм (2)
и Y0 = 20 мм (3) в мерзлый песчаный грунт:
точки — экспериментальные данные [5], линии — оценки с использованием модели (7),
(8) (штриховая — нижняя оценка, сплошная — верхняя оценка), вертикальные отрез-
ки — относительная погрешность

предела текучести от давления является билинейная аппроксимация на основе условия

Мора — Кулона — Треска.
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