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Исследуется расслоение неоднородной многослойной (состоящей из вертикально распо-
ложенных слоев) балки, толщина которой непрерывно меняется по ее длине. Получено
выражение для скорости выделения энергии деформации в балке, толщина которой ме-
няется по линейному закону и которая содержит трещину расслоения, расположенную
на границе между слоями. Проведено сравнение этого выражения с выражением для
скорости выделения энергии, полученным с использованием закона сохранения энер-
гии. Исследуется скорость выделения энергии деформации в балке, толщина которой
меняется по параболическому закону и по закону тангенса.
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Введение. Многослойные неоднородные балки, толщина которых непрерывно меня-
ется по длине балки, состоят из склеенных слоев, материалы которых различны. Много-
слойные материалы используются при изготовлении конструкций, работающих в экстре-
мальных условиях (при высокой температуре, в химически активной среде) [1–4]. Одним из
недостатков слоистых конструкций является высокая вероятность появления в них трещин

расслоения [5–10]. Изучение процесса расслоения в многослойных конструкциях представ-
ляет интерес для инженерной практики. В работах [5–10] исследовалось расслоение балок
постоянной толщины.

Целью данной работы является исследование процесса расслоения в многослойной

неоднородной балке, толщина которой непрерывно меняется в продольном направлении.
Балка состоит из произвольного числа вертикально расположенных и склеенных меж-
ду собой слоев. Материал каждого слоя является нелинейно-упругим и неоднородным в
поперечном направлении. В работе используется подход, развитый в [2, 6, 7] при вычисле-
нии скорости выделения энергии деформации в многослойных балках. В работах [2, 6, 7]
при выводе выражения для скорости выделения энергии деформации учитывались только

нормальные напряжения, вызванные изгибающим моментом. В настоящей работе балка
рассматривается как одномерная конструкция, изготовленная из нелинейно-упругого ма-
териала. В такой постановке задача упрощается. Построенное решение является точным
для балки с большим отношением ее длины к толщине.

c© Ризов В. И., 2021
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Рис. 1. Геометрия и способ нагружения многослойной неоднородной балки, тол-
щина которой изменяется по линейному закону:
1 — трещина, 2 — фронт трещины, 3 — слой 1, 4 — слой n

1. Исследование скорости выделения энергии. Рассматривается неоднородная
многослойная балка длиной l при наличии в ней трещины расслоения (рис. 1). Сечение B
балки защемлено. Поперечное сечение балки является прямоугольником шириной b и вы-
сотой h. Ширина балки постоянна. Продольное сечение балки является равнобедренной
трапецией. Высота балки изменяется по линейному закону от значения hq на ее свободном

торце до значения ht на защемленном торце:

h = hq +
ht − hq

l
x3, 0 6 x3 6 l (1)

(координата x3 указана на рис. 1). Трещина расслоения длиной a расположена между
слоями. Части балки, расположенные слева и справа от трещины, имеют ширину b1 и b2

соответственно. На свободном торце балки приложен изгибающий момент M , так чтобы
напряжения на части свободного торца, расположенного слева от трещины, были равны
нулю.

Выражение для скорости выделения энергии G получается путем дифференцирова-
ния выражения для дополнительной энергии U∗ по площади поперечного сечения трещи-
ны A [10]:

G =
dU∗

dA
. (2)

Здесь

dA = h da, (3)

da — приращение длины трещины. Из (2), (3) следует

G =
1

h

dU∗

da
.
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Рис. 2. Поперечное сечение части балки, расположенной справа от трещины:
1 — слой 1, 2 — слой i, 3 — слой n1, 4 — трещина

Поскольку часть балки, расположенная слева от трещины, свободна от напряжений, выра-
жение для дополнительной энергии, аккумулированной в балке, можно представить в виде

U∗ = U∗
1 + U∗

2 , (4)

где U∗
1 , U∗

2 — дополнительные энергии в части балки, расположенной справа от трещины,
и в части балки, не содержащей трещину (a 6 x3 6 l), соответственно. Дополнительная
энергия U∗

1 вычисляется по формуле

U∗
1 =

i=n1∑
i=1

a∫
0

y1i+1∫
y1i

h/2∫
−h/2

u∗01i dx3 dy1 dz1, (5)

где n1 — число слоев в части балки, расположенной справа от трещины; u∗01i — плотность

скорости выделения энергии в i-м слое; координаты y1i, y1i+1 указаны на рис. 2.
Напряжения и деформации в слоях балки связаны соотношениями [11]

σi = Eiε/
√

1 + ε2 , (6)

где σi, Ei — нормальное напряжение и модуль упругости в i-м слое; ε — продольная

деформация. Предполагается, что модуль упругости в i-м слое изменяется по его ширине
по степенному закону

Ei = ELi +
EDi − ELi

(y1i − y1i+1)mi
(y1 − y1i)

mi , (7)

где y1i 6 y1 6 y1i+1; ELi, EDi — модули упругости на левой и правой поверхностях слоя

соответственно; mi — показатель степени для i-го слоя.
Плотность дополнительной энергии деформации u∗01i вычисляется по формуле [8]

u∗01i = σiε− u01i, (8)

где u01i — плотность энергии деформации. Интегрируя соотношение (6) в пределах от 0
до ε, получаем выражение для плотности энергии деформаций

u01i = Ei(
√

1 + ε2 − 1). (9)
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Подставляя (6), (9) в (8), находим

u∗01i = Ei(1− 1/
√

1 + ε2 ). (10)

Отношение высоты балки к ее длине полагается таким, что справедлива гипотеза
плоских сечений Бернулли

ε = κ1z1, (11)

где −h/2 6 z1 6 h/2; κ1 — кривизна средней линии в части балки, расположенной справа
от трещины.

Кривизна κ1 определяется из уравнения, полученного в результате подстановки (6),
(7), (11) в уравнение равновесия сил, действующих в поперечном сечении части балки,
расположенной справа от трещины:

M =

i=n1∑
i=1

y1i+1∫
y1i

h/2∫
−h/2

σiz1 dy1 dz1. (12)

Это уравнение было решено с использованием пакета MatLab.
Дополнительная энергия деформации в части балки, не содержащей трещину, вычис-

ляется по формуле

U∗
2 =

i=n∑
i=1

l∫
a

y2i+1∫
y2i

h/2∫
−h/2

u∗02i dx3 dy2 dz2, (13)

где n — число слоев; u∗02i — плотность дополнительной энергии деформации в i-м слое;
y2, z2 — координаты, отсчитываемые вдоль осей, проходящих через центр тяжести попе-
речного сечения; y2i, y2i+1 — координаты левого и правого продольных сечений слоя.

С использованием формулы (10) вычисляется плотность дополнительной энергии де-
формации в i-м слое части балки, не содержащей трещину. При этом деформация ε заме-
няется на продольную деформацию εP в части балки, не содержащей трещину. Выражение
для деформации εP получается из формулы (11) после замены κ1 и z1 на κ2 и z2 (κ2 —
кривизна нейтральной линии в части балки, не содержащей трещину). Уравнение равно-
весия (12) используется для определения кривизны κ2. При этом величины n1, y1i, y1i+1,
σi, z1, y1 заменяются на n, y2i, y2i+1, σPi, y2, z2 соответственно. Распределение нормаль-
ных напряжений σPi в i-м слое части балки, не содержащей трещину, вычисляется по
формуле (6) после замены деформации ε на деформацию εP .

Наконец, подставляя (5), (6), (13) в (4), получаем формулу для вычисления скорости
выделения энергии деформации

G =
1

h

( i=n1∑
i=1

y1i+1∫
y1i

h/2∫
−h/2

u∗01i dy1 dz1 −
i=n∑
i=1

y2i+1∫
y2i

h/2∫
−h/2

u∗02i dy2 dz2

)
, (14)

где h, u∗01i, u∗02i вычисляются по формулам (1), (10) при x3 = a. Интегралы в формуле (14)
вычислялись с использованием пакета MatLab.

С целью проверки формулы (14) скорость выделения энергии деформации в балке,
содержащей трещину расслоения, вычислялась также с использованием закона сохранения
энергии. Для этого использовалась следующая процедура.

Для малого приращения длины трещины δa записывается закон сохранения энергии

M δϕ =
∂U

∂a
δa + Gh δa, (15)
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где δϕ — приращение угла поворота части свободного торца балки, расположенного справа
от трещины; U — энергия деформации, аккумулированная в балке. С учетом (15) имеем

G =
M

b

∂ϕ

∂a
− 1

b

∂U

∂a
. (16)

Угол поворота ϕ вычисляется с использованием интегралов Максвелла — Мора:

ϕ =

a∫
0

κ1(x3) dx3 +

l∫
a

κ2(x3) dx3. (17)

Энергия деформации балки есть сумма энергии деформации в части балки, располо-
женной справа от трещины, и энергии деформации в части балки, не содержащей тре-
щину:

U = U1 + U2. (18)

Здесь

U1 =

i=n1∑
i=1

a∫
0

y1i+1∫
y1i

h/2∫
−h/2

u01i dx3 dy1 dz1, U2 =
i=n∑
i=1

l∫
a

y2i+1∫
y2i

h/2∫
−h/2

u02i dx3 dy2 dz2,

величина u01i вычисляется по формуле (9).
Подставляя (16)–(18) в (15), получаем выражение для скорости выделения энергии

деформации

G =
M

b
[κ1(a)− κ2(a)]− 1

b

( i=n1∑
i=1

y1i+1∫
y1i

h/2∫
−h/2

u01i dy1 dz1 −
i=n∑
i=1

y1i+1∫
y1i

h/2∫
−h/2

u02i dy2 dz2

)
, (19)

где h, u01i, u02i, κ1(a), κ2(a) вычисляются по формулам (1), (9), (12) при x3 = a. Вы-
числение интегралов, содержащихся в формуле (19), выполнено с использованием пакета
MatLab. Следует отметить, что скорость выделения энергии деформации, вычисленная
по формуле (19), совпадает со скоростью выделения энергии деформации, вычисленной по
формуле (14). Это свидетельствует о точности предложенного метода исследования рас-
слоения многослойной балки, толщина которой изменяется по линейному закону.

2. Результаты численного решения задачи. Ниже приведены результаты чис-
ленного решения задачи при различных значениях параметров. Безразмерная скорость
выделения энергии деформации GN = G/(EL1b) вычислялась по формуле (14). На рис. 3
приведены схемы многослойных балок с различным расположением трещины между сло-
ями. Во всех случаях толщина каждого слоя равна s. Вычисления выполнены при сле-
дующих значениях параметров: ширина слоя s = 0,002 м, hq = 0,006 м, l = 0,120 м,
M = 2 Н ·м.

Скорость изменения толщины балки определяется отношением ht/hq. На рис. 4 пред-
ставлена зависимость безразмерной скорости выделения энергии деформации от пара-
метра ht/hq при ED1/EL1 = 0,5, ED2/EL1 = 0,6, EL2/ED2 = 0,8, ED3/EL1 = 0,5,
EL3/ED3 = 0,7, m = 0,6. Видно, что скорость выделения энергии деформации уменьшает-
ся с увеличением отношения ht/hq. Скорость выделения энергии деформации наибольшая
в том случае, когда трещина расслоения располагается между слоями 2 и 3.

Исследовалось влияние длины трещины и неоднородности материала балки на про-
цесс расслоения балки. Длина трещины характеризуется отношением a/l, неоднородность
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Рис. 3. Конфигурации многослойных балок, содержащих трещину расслоения,
расположенную между слоями 2 и 3 (a) или между слоями 1 и 2 (б):
1 — слой 1, 2 — слой 2, 3 — слой 3, 4 — трещина
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Рис. 4. Зависимость скорости выделения энергии деформации от отношения

ht/hq в случаях, когда трещина расположена между слоями 2 и 3 (1) и между
слоями 1 и 2 (2)
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Рис. 5. Зависимость скорости выделения энергии деформации от отношения

ED1/EL1 при различных значениях a/l:
1 — a/l = 0,25, 2 — a/l = 0,50, 3 — a/l = 0,75

Рис. 6. Зависимость скорости выделения энергии деформации от отношения

ED2/EL1 в случаях, когда толщина балки изменяется по параболическому зако-
ну (20) (1), по линейному закону (1) (2) и по тангенциальному закону (21) (3)

материала — отношением ED1/EL1. На рис. 5 приведена зависимость скорости выделе-
ния энергии деформации от отношения ED1/EL1 при различных значениях отношения a/l.
Скорость выделения энергии деформации уменьшается с увеличением отношений ED1/EL1

и a/l.
Исследовалось также влияние геометрии балки на скорость выделения энергии дефор-

мации. Помимо линейного закона изменения толщины балки рассматривались параболи-
ческий закон

h = hq + (ht − hq)
√

x3/l (20)

и закон изменения толщины по закону тангенса

h = hq + (ht − hq) tg (πx3/(4l)), (21)

где 0 6 x3 6 l. В соответствии с законами (20), (21) толщина балки изменяется непре-
рывно от значения hq на свободном торце до ht на защемленном. На рис. 6 представлена
зависимость скорости выделения энергии деформации от параметра ED2/EL1 для законов

изменения толщины балки (1), (20), (21). Скорость выделения энергии деформации вы-
числялась по формуле (14). При изменении толщины балки по параболическому закону

скорость выделения энергии деформации меньше, чем в случае, когда изменение толщины
описывается линейным законом (1). Такое поведение скорости выделения энергии дефор-
мации обусловлено тем, что при использовании параболического закона толщина при фик-
сированной длине трещины больше, чем при использовании линейного закона. В случае,
когда толщина балки меняется по закону тангенса, скорость выделения энергии дефор-
мации больше, чем в случае, когда толщина балки изменяется по линейному закону (1).
Это обусловлено тем, что при изменении толщины по закону тангенса толщина балки

меньше. Скорость выделения энергии деформации уменьшается с увеличением отношения
ED2/EL1. Из полученных результатов следует, что среди трех рассмотренных законов
изменения толщины балки наиболее рациональным является параболический закон.
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Заключение. Проведено исследование процесса расслоения многослойной неоднород-
ной балки, которая состоит из вертикально расположенных и склеенных слоев и толщина
которой меняется по некоторому закону. Трещина расслоения расположена между слоями.
Получено выражение для скорости выделения энергии деформации для балки, толщина ко-
торой меняется по линейному закону. Материал слоев балки является нелинейно-упругим.
Установлено, что скорость выделения энергии деформации уменьшается с увеличением
отношения ht/hq. В случае, когда толщина балки изменяется по параболическому закону,
скорость выделения энергии деформации меньше, чем в случае, когда толщина балки ме-
няется по линейному закону. Однако в случае, когда толщина балки меняется по закону
тангенса, скорость выделения энергии деформации больше, чем в случае, когда толщи-
на балки меняется по линейному закону. Из полученных результатов следует, что среди
трех рассмотренных законов изменения толщины балки наиболее рациональным является

параболический закон.
Полученное в данной работе выражение для скорости выделения энергии деформации

может быть использовано на практике при определении скорости роста трещины рассло-
ения в многослойных неоднородных нелинейно-упругих балках различной толщины.
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