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1. Всюду в этой работе предполагается, что j = 1, 2, 3 и что если j = 1, то j − 1 = 3.
Пусть fj(p) — гладкие положительные монотонно убывающие функции неотрицательно-
го аргумента и kj , µj — положительные параметры. Рассмотрим динамическую систему:

dm1

dt
= −k1m1 + f1(p3);

dp1
dt

= µ1(m1 − p1);

dm2

dt
= −k2m2 + f2(p1);

dp2
dt

= µ2(m2 − p2); (1)

dm3

dt
= −k3m3 + f3(p2);

dp3
dt

= µ3(m3 − p3).

В так называемом симметричном безразмерном случае при k1 = k2 = k3 = 1, µ1 =
µ2 = µ3 и при f1(p) = f2(p) = f3(p) = f(p) ≡ α(1 + pγ)−1 + α0 эта система была предло-
жена в [1] для описания динамики синтетической кольцевой генной сети, связывающей
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три белка с концентрациями p1(t), p2(t), p3(t), репрессирующих друг друга по циклу
I → II → III → I, и соответствующие мРНК с концентрациями µ1(t), µ2(t), µ3(t).
Здесь все параметры предполагаются положительными. В системе (1) первое, третье
и пятое уравнения — “левая часть” системы, в которую входят монотонно убывающие
функции fj , моделируют отрицательные обратные связи, а второе, четвертое и шестое
уравнения соответствуют положительным обратным связям.

В недавних публикациях [2, 3] с помощью подходов, описанных в [4–6], такая симмет-
ричная система уравнений была сведена к уравнениям с запаздывающим аргументом
(временем) с целью описания явления буферности в моделях искусственных генных се-
тей, инвариантных относительно циклических замен переменных x1 ⇒ x2 ⇒ x3 ⇒ x1.

Ранее [7, 8] при исследовании вопросов существования периодических траекторий в
таких трехмерных моделях и локализации их расположения в фазовых портретах мы
рассматривали эту симметричную систему в случае α0 = 0 и µ−1 = 0, т. е. когда второе,
четвертое и шестое уравнения системы (1) имеют вид εj ṗj = (mj − pj), где εj = 0.

В настоящей работе эти задачи изучаются в несимметричном случае, рассматривав-
шемся для ряда аналогичных динамических систем во многих других публикациях (см.,
например, [9–11]). В частности, в работе [12] были установлены достаточные условия
существования устойчивых циклов у нечетномерных несимметричных динамических си-
стем, в которых все уравнения имеют вид ẋi = −xi + fi(xi−1), где все функции fi —
гладкие и монотонно убывающие. Однако использованные там подходы на случай чет-
номерных систем полностью не переносятся.

Пусть Aj := fj(0)/kj и Q := [0, A1] × [0, A1] × [0, A2] × [0, A2] × [0, A3] × [0, A3]. Так
же, как и в [12, 13], где изучались фазовые портреты подобных динамических систем
других размерностей, четных и нечетных, можно проверить, что параллелепипед Q, ле-
жащий в положительном октанте R6

+, является инвариантной областью системы (1); все
траектории, начинающиеся в Q при t = 0, остаются в нем при всех t > 0.

Координаты каждой стационарной точки системы (1) удовлетворяют соотношениям
mj = pj ; для нахождения таких точек имеем систему уравнений:

m1 =
f1(m3)

k1
; m2 =

f2(m1)

k2
; m3 =

f3(m2)

k3
, (2)

или одно уравнение

k1m1 = f1

f3
(
f2(m1)
k2

)
k3

 ,

где правая часть — композиция трех монотонно убывающих гладких функций — моно-
тонно убывает с ростом m1, а левая возрастает. Значит, система (2) имеет единственное
решение, и потому стационарная точка S0 системы (1) существует и единственна. Пусть
S0 = (m0

1; p
0
1;m

0
2; p

0
2;m

0
3; p

0
3) — ее координаты; через (−qj) будем обозначать производ-

ную dfj(p)/dp, вычисленную при p = p0j−1, здесь qj > 0, так как производная монотонно
убывающей функции отрицательна.

2. Для описания фазового портрета системы (1), следуя [14–16], разобьем область Q
плоскостями mj = m0

j , pj = p0j , проходящими через точку S0. Обозначим полученные
параллелепипеды (блоки) разбиения бинарными индексами
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E = {ε1ε2ε3ε4ε5ε6}
=
{
X ∈ Q | m1 ≷ε1 m

0
1; p1 ≷ε2 p

0
1; m2 ≷ε3 m

0
2; p2 ≷ε4 p

0
2; m3 ≷ε5 m

0
3; p3 ≷ε6 p

0
3,
}
, (3)

где X = (m1, p1,m2, p2,m3, p3), ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6 ∈ {0, 1}, и отношения порядка зада-
ются следующим образом: символ ≷0 означает ≤, а символ ≷1 означает ≥.

Так же, как в [12, 17], проверяется, что в такой дискретизации фазового портрета ди-
намической системы (1) для любых двух соседних блоков E1 и E2 разбиения (3), имеющих
общую пятимерную грань E1 ∩ E2, траектории всех точек этой грани переходят только в
один из этих двух блоков: либо из E1 в E2: E1 → E2, либо, наоборот, E2 → E1. Все перехо-
ды траекторий системы (1) из блока в блок описываются нижеследующими правилами,
никакие другие переходы невозможны. Аналогичные правила перехода для других ди-
намических систем, моделирующих генные сети, регулируемые только отрицательными
или положительными обратными связями, описаны в [13, 18]:

{0ABCD0} → {1ABCD0}; {A00BCD} → {A01BCD}; {ABC00D} → {ABC01D};

{1ABCD1} → {0ABCD1}; {A11BCD} → {A10BCD}; {ABC11D} → {ABC10D};

{10ABCD} → {11ABCD}; {AB10CD} → {AB11CD}; {ABCD10} → {ABCD11};

{01ABCD} → {00ABCD}; {AB01CD} → {AB00CD}; {ABCD01} → {ABCD00}.

Определение. Назовем валентностью блока E количество соседних с ним блоков, в
которые могут переходить траектории точек, лежащих в E .

Например, блок {110011} имеет валентность 1, из него траектории могут переходить
только в блок {010011}, а блок {100001} имеет валентность 5, из него траектории могут
переходить в следующие блоки: {000001}, {110001}, {101001}, {100011} и {100000}. При
этом для системы (1) имеется переход траекторий {100101} → {100001} между блоками,
имеющими валентность 5, см. рисунок 1.

Как было установлено в [18, 19], в подобных моделях генных сетей при указанных
переходах траекторий из блока в блок валентность блоков либо не изменяется, либо
уменьшается на четное число. В частности, всякий цикл такой системы может проходить
только по блокам одинаковой валентности.

3. Матрица линеаризации системы (1) в точке S0 имеет вид

M0 =



−k1 0 0 0 0 −q1
µ1 −µ1 0 0 0 0
0 −q2 −k2 0 0 0
0 0 µ2 −µ2 0 0
0 0 0 −q3 −k3 0
0 0 0 0 µ3 −µ3


.

В аналитическом выражении определителя этой матрицы всего два ненулевых слагае-
мых: произведение диагональных элементов и произведение a6 :=

∏
j qjµj недиагональ-

ных элементов, поэтому характеристический многочлен матрицы M0 имеет вид

P (λ) = (k1 + λ)(k2 + λ)(k3 + λ)(µ1 + λ)(µ2 + λ)(µ3 + λ) + a6. (4)
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Лемма. При достаточно больших значениях параметра a характеристический много-
член P (λ) имеет не менее двух комплексных корней с положительными вещественны-
ми частями и не менее двух комплексных корней с отрицательными вещественными
частями.

Доказательство леммы следует из того, что для многочлена P0(λ) = λ6 + a6 это
утверждение очевидно, и из несложного наблюдения: при достаточно больших значениях
параметра a соответствующие корни многочленов P0(x)/a6 ∼ (x6 + 1) и

P (x)

a6
∼
(
x+

µ1
a

)(
x+

µ2
a

)(
x+

µ3
a

)(
x+

k1
a

)(
x+

k2
a

)(
x+

k3
a

)
+ 1

располагаются сколь угодно близко друг к другу.
Эти оценки количеств корней в правой и левой полуплоскостях можно также стан-

дартным образом провести с помощью принципа аргумента.
Напомним, что стационарная точка динамической системы называется гиперболи-

ческой, если собственные числа соответствующей матрицы линеаризации имеют как
положительные, так и отрицательные вещественные части, но не имеют мнимых веще-
ственных частей. Упорядочим пары собственных чисел матрицыM0 в порядке убывания
их вещественных частей: Reλ1,2 > Reλ2,3 > Reλ5,6.

Отметим, что в симметричном безразмерном случае k1 = k2 = k3 = 1, µ1 = µ2 = µ3,
рассмотренном в [1–3], даже при, вообще говоря, различных функциях fj(p) характери-
стический многочлен матрицы M0 несложным образом разлагается в произведение трех
квадратных трехчленов, и проверка неравенств Reλ1,2 > 0 > Reλ2,3 > Reλ5,6 проводится
явным образом в аналитической форме. В дальнейшем мы будем рассматривать именно
такую комбинацию знаков этих вещественных частей, при которой стационарная точка
S0 является гиперболической.

4. Следующая диаграмма показывает, по каким двенадцати блокам разбиения (3) может
проходить цикл динамической системы (1):

{110011} −−−−→ {010011} −−−−→ {000011} −−−−→ {001011}x y
{110010} {001111}x y
{110000} {001101}x y
{110100} ←−−−− {111100} ←−−−− {101100} ←−−−− {001100}

(4)

Все перечисленные в диаграмме (4) блоки имеют валентность, равную 1, т. е. из каж-
дого такого блока траектории могут переходить в соседний блок только в направлении,
указанном в диаграмме. Обозначим через W их объединение.

На рисунке 1 показана дискретизация фазового портрета динамической системы (1),
подобные графы для других моделей генных сетей в работе [14] назывались “State Transi-
tion Diagram”. В самой нижней строке рисунка перечислены блоки валентности 1 для
системы (1), в самой верхней строке перечислены блоки валентности 5, а между этими
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строками перечислены блоки валентности 3. Линии между блоками в центре рисунка
показывают направления перехода траекторий из блока в блок на одном и том же ва-
лентном уровне. Линии, показывающие переходы с одного валентного уровня на другой
не показаны, чтобы не загромождать рисунок. Первый и последний столбцы на рисунке
совпадают, и таким образом нижняя его строка замыкается в диаграмму (4).

Рис. 1. Дискретизация фазового портрета системы (1)

Дальнейшие наши рассуждения следуют схеме доказательств существования циклов
у нечетномерных динамических систем, которые аналогичны “левой половине” систе-
мы (1) и моделируют кольцевые генные сети, регулируемые только отрицательными об-
ратными связями [12, 16] или одной отрицательной обратной связью и конечным набором
положительных обратных связей [11, 14].

Пусть F = {000011}∩{001011} — общая грань двух соседних блоков в диаграмме (4)
и U ≈ D2×D4 — достаточно малая открытая окрестность стационарной точки S0; здесь
двумерный диск D2 параллелен плоскости, построенной по собственным числам λ1, λ2,
а четырехмерный диск D4 аналогичным образом построен по остальным собственным
числам матрицы M0. Рассмотрим усеченную грань F ′ = F \ (F ∩ U), это компактное
множество, гомеоморфное пятимерному кубу. Траектории ее точек после прохождения
по всем блокам диаграммы (4) возвращаются в F ′ — каждая за свое время. Согласно тео-
реме Брауэра о неподвижной точке (см., например, [20]), в усеченной грани F ′ найдется
по крайней мере одна точка, траектория которой возвращается при указанном обходе по
диаграмме (4) в эту же точку, т. е. является циклом.

Таким образом, нами доказана следующая теорема.
Теорема. Если характеристический многочлен матрицы M0 имеет два корня с по-
ложительными вещественными частями и четыре корня с отрицательными веще-
ственными частями, то динамическая система (1) имеет по крайней мере один цикл C,
содержащийся в области W \ (W ∩U) и проходящий по ней в соответствии с диаграм-
мой (4).

На рис. 2, 3 приведены результаты численных экспериментов при следующих зна-
чениях параметров системы (1): f1(p) = 30(1 + p2)−1; f2(p) = 50(1 + p3)−1; f3(p) =
70(1 + p4)−1; k1 = 5; k2 = 7; k3 = 3; µ1 = 3; µ2 = 2; µ3 = 1.

На рис. 2 показана притягивающаяся к проходящему по блокам диаграммы (4) циклу
траектория системы (1), спроектированная на двумерную плоскость P 2

1,2, соответствую-
щую паре собственных чисел: λ1, λ2 = λ̄1; Reλ1,2 = +0.708039. У остальных собственных
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чисел матрицыM0 вещественные части отрицательны. Начальная точка траектории бы-
ла выбрана случайным образом в блоке {000011} достаточно далеко от стационарной
точки S0.

Рис. 2. Проекция цикла C системы (1) на двумерную плоскость P 2
1,2

На рис. 3 показана проекция на трехмерную плоскость переменных p1, p2, p3 (кон-
центраций белков) той же траектории и ее предельного цикла.

Рис. 3. Проекция цикла C системы (1) на трехмерную плоскость переменных p1, p2, p3
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Вопросы устойчивости и единственности циклов шестимерной системы (1) остаются
пока открытыми. В частности, существование замкнутой цепи из блоков валентности 5 в
верхней строке рис. 1 не гарантирует существование цикла, проходящего по этим блокам.
С другой стороны, в подобной ситуации у симметричной пятимерной модели кольцевой
генной сети, регулируемой только отрицательными обратными связями, в работе [21]
нами были обнаружены два цикла, один из которых неустойчив. Для другой подоб-
ной пятимерной системы в работе [16] мы получили условие существования устойчивого
цикла. У аналогичных динамических систем больших размерностей количество циклов
может оказаться еще бо́льшим, см. [18].

Численные эксперименты по нахождению описанных траекторий были проделаны
с использованием пакета deSolve (https://cran.r-project.org/web/packages/deSolve/index.
html) языка программирования R (https://www.r-project.org/). Данный пакет содержит
широкий набор высокоточных численных методов решения систем обыкновенных
дифференциальных уравнений, см., например, https://maxim-kazantsev.shinyapps.io/
ElowitzLeibler/, а также https://gist.github.com/AndreyAkinshin/9cdc1c2dbe71d154ab
5748e8c57e6425, где рассмотрен пример динамической системы (1), в которой одна из
функций fj имеет вид f(p) = 10e−p + 0.5.
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