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Рассматривается задача построения точных решений системы двух связанных нели-
нейных параболических уравнений типа реакция — диффузия. Исследуются решения,
имеющие вид диффузионных волн, распространяющихся по нулевому фону с конечной
скоростью. Доказана теорема о возможности построения точных решений с помощью
редукции к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений.
Предложена пошаговая процедура численного решения системы реакция — диффузия
с использованием разложения по радиальным базисным функциям, которая применяет-
ся также для решения систем обыкновенных дифференциальных уравнений, определя-
ющих точные решения системы реакция — диффузия. Проведен численный анализ и
оценена точность решений системы обыкновенных дифференциальных уравнений, ис-
пользованных для верификации пошаговых решений исходной системы.
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Введение. Рассмотрим систему параболических уравнений типа реакция — диффу-
зия

ut = uuxx + u2
x/σ + F (u, v), vt = vvxx + v2

x/δ +G(v, u), (1)

где σ > 0, δ > 0 — константы; F , G — достаточно гладкие функции. Системы такого вида
используются для описания различных процессов в биохимии, физической химии, хими-
ческой кинетике и термодинамике [1], а также в математической экологии [2, 3]. В боль-
шинстве работ, посвященных исследованию таких систем, рассматриваются классические
граничные условия Неймана, Дирихле, Робена и начальные условия. При этом имеющие
ряд приложений решения типа диффузионных (фильтрационных, тепловых) волн, рас-
пространяющихся с конечной скоростью по покоящемуся фону, изучены недостаточно [4].
Авторами настоящей работы были проведены исследования решений указанного типа для

одного вырождающегося нелинейного параболического уравнения (см., например, [5–7]).
В последнее время начаты работы по использованию полученных ранее результатов для
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систем [8], что, как показала практика, является нетривиальной задачей и не сводится к
механическому переносу методов и подходов.

В настоящей работе, являющейся продолжением работы [8], основное внимание уде-
ляется не доказательству теорем существования решений, а методам их построения. Ис-
следована возможность построения точных решений при заданном фронте диффузионной

волны, доказано утверждение, позволяющее в некоторых случаях свести их построение
к решению задачи Коши (ЗК) для системы обыкновенных дифференциальных уравнений
(СОДУ). Для решения исходной задачи и ЗК для СОДУ предложены приближенные мето-
ды с использованием разложений по системе радиальных базисных функций. Проведены
численный анализ и оценка точности расчетов. Построенные точные решения использо-
ваны для тестирования пошаговых решений исходной задачи.

1. Постановка задачи. Пусть в системе (1) слагаемые, не содержащие производные,
являются степенными функциями и имеют вид F (u, v) = Avαuγ−α, G(v, u) = Buβvγ−β, где
A, B, α, β, γ — константы, причем γ > α > 0, γ > β > 0. Рассмотрим следующую задачу
о движении диффузионной волны:

ut = uuxx + u2
x/σ + Avαuγ−α, vt = vvxx + v2

x/δ +Buβvγ−β; (2)

u(t, x)
∣∣
x=a(t)

= 0, v(t, x)
∣∣
x=a(t)

= 0 (3)

(x = a(t) — уравнение фронта волны). Заметим, что, если γ ∈ N, α, β ∈ N∪0, функция a(t)
является аналитической в точке t = 0 и a′(0) 6= 0, задача (2), (3) согласно теореме 1
в [8] имеет единственное ненулевое аналитическое решение. Более того, при α = β = 0
построение указанного решения сводится к интегрированию ЗК для СОДУ.

2. Теорема о редукции. Из приведенного ниже утверждения следует, что редукцию
к СОДУ можно осуществить в более общем случае, чем в работе [8].

Теорема. Пусть γ ∈ R, γ > 1, γ > α > 0, γ > β > 0, c1, c2, c3 ∈ R, c1 6= 0, c2 > 0,
c3 6= 0. Тогда задача (2), (3) допускает редукцию к ЗК для СОДУ второго порядка
в следующих случаях: 1) при a(t) = c1t + c2, если γ > 0; 2) при a(t) = c3 ln (c1t+ c2),

если γ = 2; 3) при a(t) = c2 ec1t, если γ = 1; 4) при a(t) = (c1t + c2)
(γ−2)/(2γ−2), если

γ > 0, γ 6= 1, γ 6= 2.
Доказательство. Выполним замену независимых переменных. Пусть u = ψ(t)p(z),

v = ψ(t)q(z), где z = x/a1(t) + a2(t); ψ(t), a1(t), a2(t) — достаточно гладкие функции;
a1(0) 6= 0. Тогда фронт тепловой волны задается либо равенством a(t) = −a1(t)a2(t), если
a2(t) 6= 0; либо равенством a(t) = a1(t), если a2(t) = 0. Данный анзац является вариантом
прямого метода Кларксона — Крускалла [9]. Подобные конструкции применялись в ана-
логичных случаях [6]. После приведения подобных слагаемых и умножения обеих частей
на a2

1(t)/ψ
2(t) система (2) принимает вид

pp′′ +
1

σ
(p′)2 +

a1(a
′
1z − a′1a2 − a1a

′
2)

ψ
p′ − a2

1ψ
′

ψ2
p+ Aψγ−2a2

1q
αpγ−α = 0,

qq′′ +
1

δ
(q′)2 +

a1(a
′
1z − a′1a2 − a1a

′
2)

ψ
q′ − a2

1ψ
′

ψ2
q +Bψγ−2a2

1p
βqγ−β = 0.

Условие на фронте диффузионной волны (3) записывается в виде

p(0) = 0, q(0) = 0. (4)

Получим условия, выполнение которых превращает систему (2) в СОДУ, где независи-
мой переменной является z. Для этого необходимо, чтобы следующие множители являлись
константами:

a1a
′
1/ψ = const, a1(a

′
1a2 + a1a

′
2)/ψ = const, a2

1ψ
′/ψ2 = const, ψγ−2a2

1 = const . (5)
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Система (5) является переопределенной и, вообще говоря, несовместной. Покажем, что она
имеет решения при a′1a

′
2 = 0. Более того, данное равенство справедливо для всех случаев,

указанных в условии теоремы. Рассмотрим случаи a′1(t) = 0 и a′2(t) = 0.
Пусть a′1(t) = 0, т. е. a1(t) = const. Для определенности примем a1 = 1. Тогда систе-

ма (5) имеет вид

a′2(t)/ψ(t) = const, ψ′/ψ2 = const, ψγ−2 = const .

Отсюда получаем:

a) a′2, ψ — константы;

б) γ = 2, a2(t) = c3 ln (c1t+ c2), ψ = c1/(c1t+ c2).

В случае “а” для удобства примем ψ = 1 и положим a′2 = a. Получаем решение

u = p(x+ at), v = q(x+ at), где функции p(z), q(z) удовлетворяют системе

pp′′ + (p′)2/σ − ap′ + Aqαpγ−α = 0, qq′′ + (q′)2/δ − aq′ +Bpβqγ−β = 0. (6)

Нетривиальное решение системы (6), удовлетворяющее (4), определяет диффузионную
волну с фронтом z = c1t+ c2, где c1 = −a; c2 — произвольная константа (случай 1).

В случае “б” имеем решение

u =
c1

c1t+ c2
p(x− c3 ln (c1t+ c2)), v =

c1
c1t+ c2

q(x− c3 ln (c1t+ c2)), (7)

где функции p(z), q(z) удовлетворяют системе

pp′′ + (p′)2/σ + c3p
′ + p+ Aqαp2−α = 0, qq′′ + (q′)2/δ + c3q

′ + q +Bpβq2−β = 0.

Нетривиальное решение вида (7) при выполнении условия (4) является диффузионной вол-
ной с фронтом x = c3 ln (c1t+ c2) (случай 2).

Пусть a′2(t) = 0, т. е. a2(t) = const. Для определенности примем a2 = −1, что позволя-
ет, как и в случае 1, в качестве условия на фронте диффузионной волны рассмотреть (4).
Тогда система (5) принимает вид

a1a
′
1/ψ = const, a2

1ψ
′/ψ2 = const, ψγ−2a2

1 = const . (8)

Из второго и третьего уравнений (8) получаем ψ′/ψγ = const. Имеют место два случая:
а) γ = 1; б) γ 6= 0.

При γ = 1 имеем a′(t)/a1(t) = const, а значит, a1(t) = c2 ec1t, и получаем решение

u = c1c
2
2 e2c1t p

( x

c2 ec1t
− 1

)
, v = c1c

2
2 e2c1t q

( x

c2 ec1t
− 1

)
, (9)

где функции p(z), q(z) удовлетворяют системе

pp′′ + (p′)2/σ + (z + 1)p′ − 2p+ A2q
αp1−α = 0,

qq′′ + (q′)2/δ + (z + 1)q′ − 2q +B2p
βq1−β = 0,

A2 = A/c1; B2 = B/c1. Нетривиальное решение вида (9) при выполнении условия (4)
является диффузионной волной с фронтом x = c2 ec1t (случай 3).

При γ 6= 1, γ 6= 2 имеем ψ(t) = (c∗t + d∗)
1/(1−γ), где c∗ > 0, d∗ — константы. Отсюда

получаем a1(t) = (c1t+ c2)
(γ−2)/(2γ−2), и решение принимает вид

u =
c1(γ − 2)

2γ − 2
(c1t+ c2)

1/(1−γ)p
( x

(c1t+ c2)(γ−2)/(2γ−2)
− 1

)
,

v =
c1(γ − 2)

2γ − 2
(c1t+ c2)

1/(1−γ)q
( x

(c1t+ c2)(γ−2)/(2γ−2)
− 1

)
,

(10)
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где функции p(z), q(z) удовлетворяют системе

pp′′ +
1

σ
(p′)2 + (z + 1)p′ − 2

2− γ
p+ A3q

αpγ−α = 0,

qq′′ +
1

δ
(q′)2 + (z + 1)q′ − 2

2− γ
q +B3p

βqγ−β = 0,

A3 = A[(γ−2)/(2γ−2)c1]
γ−2; B3 = B[(γ−2)/(2γ−2)c1]

γ−2. Нетривиальное решение (10) при

выполнении условия (4) является диффузионной волной с фронтом x = (c1t+c2)
(γ−2)/(2γ−2)

(случай 4). Теорема доказана.
3. Об аналитической разрешимости задачи Коши. Рассмотрим вопрос о суще-

ствовании нетривиальных решений СОДУ, полученных в ходе доказательства теоремы и
удовлетворяющих условию (4) (существование соответствующих тривиальных решений
очевидно). В общем виде данные системы можно записать следующим образом:

pp′′ + (p′)2/σ + (µ1z + µ2)p
′ + µ3p+ Aqαpγ−α = 0,

qq′′ + (q′)2/δ + (µ1z + µ2)q
′ + µ3q +Bpβqγ−β = 0.

(11)

Для получения условий Коши в левых частях уравнений необходимо положить z = p =
q = 0 (см. (4)). Получаем систему квадратных уравнений

[p′(0)]2 + σµ2p
′(0) = 0, [q′(0)]2 + δµ2q

′(0) = 0,

которая имеет четыре корня: 1) p′(0) = 0, q′(0) = 0; 2) p′(0) = 0, q′(0) = −µ2δ; 3) p′(0) =
−µ2σ, q′(0) = 0; 4) p′(0) = −µ2σ, q′(0) = −µ2δ. Следует отметить, что, поскольку при
выполнении (4) система (11) имеет особенность перед старшими производными, для всех
других значений q′(0), p′(0) ЗК является несовместной.

Первый из полученных корней приводит в тривиальному решению u ≡ 0, v ≡ 0,
что нетрудно показать, последовательно дифференцируя уравнения системы (11) по z и
полагая z = 0. Все полученные значения производных оказываются равными нулю.

Второй и третий корни не рассматриваем, поскольку с физической точки зрения эти
случаи не вполне естественны: в них для одной из искомых величин поток на фронте диф-
фузионной волны нулевой, а для второй — ненулевой. Кроме того, выше показано, что для
подобных условий Коши у системы (11) может существовать решение в виде формальных
степенных рядов, которые сходятся только при z = 0 (см. [8]). Поэтому рассмотрим более
подробно четвертый корень, т. е. условия Коши вида

p(0) = 0, q(0) = 0, p′(0) = −µ2σ, q′(0) = −µ2δ. (12)

Решение задачи (11), (12) является нетривиальным (если оно существует). При γ ∈ N;
α, β ∈ N∪ 0 существование и единственность такого решения следует из ранее доказанной
теоремы [8], причем соответствующие анзацы при α = β = 0 были построены в виде

степенных рядов. Вопрос о разрешимости задачи (11), (12) при нецелых α, β, γ пока не
решен.

4. Алгоритм численного решения. Аналитическое решение задачи (1), (3) в виде
ряда, описанное в работе [8], имеет ограниченную область применимости, поскольку ра-
диус сходимости ряда в общем случае не известен. Вследствие этого актуальной является
задача построения приближенных решений на заданном промежутке времени. При этом
отрезки аналитических решений, а особенно описанные выше точные решения, необхо-
димы для тестирования приближенных решений. В работах [5, 7] построены численно-
аналитические алгоритмы решения нелинейных параболических уравнений, близких к со-
ставляющим систему (1). При этом использовался пошаговый метод решения, основанный
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на итерационном методе граничных элементов (МГЭ) с разностной аппроксимацией по
времени. Для сведения решения неоднородных задач к расчетам на границе применял-
ся метод двойственной взаимности [5], предполагающий разложение неоднородности по
системе радиальных базисных функций (РБФ). Именно аппроксимация РБФ позволяет

построить итерационные процедуры, сходящиеся в широком диапазоне значений пара-
метров задачи, в том числе для нелинейных вырождающихся уравнений с источником и
конвективным членом. В последнее время РБФ широко используются для решения диф-
ференциальных уравнений и систем [10]. Эффективность таких подходов подтверждается
многими исследователями. В частности, в работах [11, 12] системы вида (1) решаются с
помощью РБФ-аппроксимации и метода конечных разностей.

Применять МГЭ для решения каждого уравнения системы не всегда рационально.
Поэтому будем использовать метод коллокаций на основе РБФ-аппроксимации. При этом
пошаговая процедура решения с разностной аппроксимацией по времени имеет ряд общих

особенностей с решением МГЭ. Заметим, что методы решения, предложенные в [11, 12],
аналогичны рассматриваемым, однако способы дискретизации и построения решений су-
щественно различаются.

Опишем алгоритм решения. Представим задачу (1), (3) в произвольный момент вре-
мени t > 0 в виде задачи для системы двух уравнений Пуассона

uxx =
1

u

[
ut −

1

σ
u2

x − F (u, v)
]
, vxx =

1

v

[
vt −

1

δ
v2
x −G(u, v)

]
; (13)

u
∣∣
x=a(t)

= 0, ux

∣∣
x=a(t)

= −σa′(t), v
∣∣
x=a(t)

= 0, vx

∣∣
x=a(t)

= −δa′(t). (14)

Условия для производных в (14) следуют из (3). Уравнения (13) фактически образуют ЗК
для СОДУ, для решения которых также используются РБФ [13].

Решение будем строить с шагом по времени h. Представим при t = tk = kh решение
задачи (1), (3) в следующем виде:

u(tk, x) = U(x) + Up(x), v(tk, x) = V (x) + Vp(x).

Здесь (Up(x), Vp(x)) — частное решение системы (13) в момент t = tk; (U(x), V (x)) —
решение ЗК для однородной системы:

U ′′ = 0, U
∣∣
x=L

= −Up(L), U ′
∣∣
x=L

= −σa′(tk)− U ′p(L),

V ′′ = 0, V
∣∣
x=L

= −Vp(L), V ′∣∣
x=L

= −δa′(tk)− V ′
p(L),

(15)

L = a(tk). Решение строится на отрезке x ∈ [a(0), L]. Очевидно, что при найденном част-
ном решении решение задачи (15) определяется однозначно.

В большинстве работ, в которых используются РБФ, разлагаются искомые функции,
а коэффициенты разложений определяются с учетом условия удовлетворения уравнениям

во внутренних точках коллокации и граничным условиям в граничных точках коллокации.
Строить частные решения будем с использованием разложения неоднородностей уравне-
ний (13), а выполнять граничные условия — с помощью решения задачи (15). Аналогич-
ный подход описан для случая использования МГЭ в работе [14].

Частное решение системы (13) будем строить итерационно, при нулевых начальных

приближениях (U
(0)
p ≡ 0, V

(0)
p ≡ 0). На очередной, (n + 1)-й, итерации разложим правые

части уравнений (13) для n-й итерации по РБФ:

1

u(n)

[
u

(n)
t − 1

σ
(u

(n)
x )2 − F (u(n), v(n))

]
=

m∑
i=1

α
(n+1)
i fi(x); (16)
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1

v(n)

[
v
(n)
t − 1

σ
(v

(n)
x )2 −G(u(n), v(n))

]
=

m∑
i=1

β
(n+1)
i fi(x), (17)

где u(n) = U (n) + U
(n)
p ; U (n) = −(σa′(tk) + U

(n)′
p (L))x − U

(n)
p (L); v(n) = V (n) + V

(n)
p ; V (n) =

−(δa′(tk) + V
(n)′
p (L))x − V

(n)
p (L); fi(x) = fi(|x − xi|) — РБФ, значения которых зависят

от расстояния между текущей точкой и заданными точками коллокации x1, x2, . . . , xm,
лежащими на отрезке [0, L]; для каждой функции fi(x) существует функция ûi, такая

что fi = ∂2ûi/∂x
2. Коэффициенты α

(n+1)
i , β

(n+1)
i , i = 1, . . . ,m определяются из систем

линейных алгебраических уравнений, получаемых из равенств (16), (17), записанных в
точках коллокации. Производные по времени вычисляются с помощью метода конечных

разностей. Найденные коэффициенты определяют (n+ 1)-ю итерацию частного решения:

U
(n+1)
p (x) =

m∑
i=1

α
(n+1)
i ûi(x), V

(n+1)
p (x) =

m∑
i=1

β
(n+1)
i ûi(x).

Итерационный процесс останавливается, когда выполнены условия |U (n+1)
p −

U
(n)
p |/|U (n+1)

p | < ε, |V (n+1)
p −V (n)

p |/|V (n+1)
p | < ε (ε > 0 — заданное число). Тогда в качестве

решения задачи (1), (3) в момент t = tk принимаются функции u(tk, x) = u(n+1)(x),

v(tk, x) = v(n+1)(x), непрерывные по x.
5. О численном решении задачи Коши. Найти решение ЗК (11), (12) в конечной

форме удается редко, поэтому разработка методов ее приближенного решения с доста-
точной точностью является актуальным направлением исследований. Задача (11), (12)
аналогична решаемой в п. 4 на каждом шаге задачей (13), (14), и ее можно решить на
заданном отрезке z ∈ [z1, z2] с помощью описанной в п. 4 итерационной процедуры. Для
этого систему (11) нужно представить в виде

p′′ = −p−1[(p′)2/σ + (µ1z + µ2)p
′ + µ3p+ Aqαpγ−α],

q′′ = −q−1[(q′)2/δ + (µ1z + µ2)q
′ + µ3q +Bpβqγ−β].

(18)

Область решения [z1, z2] определяется видом точного решения (случаем из теоремы) и
интервалом времени, на котором необходимо решить задачу (2), (3).

6. Численный анализ и оценка точности решений. Точные решения задачи (2),
(3), построенные с помощью задачи (11), (12), могут быть использованы для тестирования
численных решений, полученных с помощью предложенного пошагового алгоритма. Для
корректности такой верификации необходимо показать, что задача (11), (12) решается
достаточно точно. Далее исследуем вид решений этой задачи для всех четырех случаев,
рассмотренных в теореме, а также оценим их точность.

1. γ = 1, a(t) = c2 ec1t. Из уравнений (9) следует, что для решения задачи (2), (3) на
интервале t ∈ [0, T ] необходимо решить соответствующую задачу (11), (12) на отрезке z ∈
[e−c1T −1, 0]. Для того чтобы получить решение для любого момента времени, требуется
решить задачу (11), (12) на интервале z ∈ (−1, 0].

Рассмотрим случай, когда точное решение существует в конечном виде. Пусть в за-
даче (11), (12) a(t) = et, α = β = γ = 1, σ = δ, A = B = 1. Тогда имеем точное решение [8]

p(z) = q(z) = −σz. (19)

Несложно показать, что предложенный численный алгоритм уже на первой итерации при-
водит к решению (19). Это свидетельствует о корректности метода. Заметим, что в случае
σ = δ и A = B при любых допустимых значениях α и β p(z) = q(z), причем при A = B = 1
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Рис. 1. Решения задачи (11), (12) при a(t) = et, c1 = c2 = 1, α = β = 1 и
различных значениях σ, δ, A, B:
a — p(z) = q(z), σ = δ = 3, б — p(z) 6= q(z); 1 — A = B = 0,2, 2 — A = B = 1, 3 —
A = B = 3, 4 — A = B = 5, 5 — A = B = 7, 6 — A = B = 10, 7 — σ = 3, δ = 2, A = 7,
B = 1, 8 — σ = 3, δ = 2, A = 7, B = 1, 9 — σ = 2, δ = 3, A = 7, B = 1, 10 — σ = 2,
δ = 3, A = 7, B = 1; 7, 9 — p(z), 8, 10 — q(z)

получаем решение (19). Вид решения определяется значениями параметров σ, δ, A, B. На
рис. 1 показаны найденные функции при c1 = c2 = 1, α = β = 1 и различных значениях
остальных параметров. На рис. 1,а приведены случаи, когда p(z) = q(z) при различных
значениях параметра A = B, на рис. 1,б представлена зависимость характера решения
от значений σ и δ: при σ = 3, δ = 2 решение существует на всем отрезке z ∈ [−1, 0], а
при σ = 2, δ = 3 функция p(z) обращается в нуль при z = z0 = −0,32. Таким образом,
результаты расчетов показывают, что решение может существовать не на всем интервале
z ∈ (−1, 0], а лишь при z ∈ [z0, 0], z0 > −1, причем либо p(z0) = 0, lim

z→z0
p(z) = ∞, q(z0) > 0,

либо q(z0) = 0, lim
z→z0

q(z) = ∞, p(z0) > 0. Это означает, что диффузионную волну для ис-

ходной постановки задачи можно построить только до момента T = −1/c1 ln (1+z0), опре-
деляемого параметрами задачи. Аналогичный характер имеют некоторые точные решения
параболических уравнений, подобных входящим в систему (11) [7], что подтверждено ре-
зультатами качественного анализа решений и данными расчетов. Также были получены
оценки для значения z0 и точки максимума решения. Подобный анализ для случая систем
требует отдельного исследования.

Оценим точность численных решений задачи (11), (12). В качестве оценки точности
примем наибольшую из невязок уравнений системы (11) на отрезке [−1, 0] при подстановке
этих решений. В табл. 1 приведены значения невязок при различных значениях парамет-
ров задачи и числа точек коллокацииm. В качестве РБФ приняты функции fi(x) = |x−xi|.
Точки коллокации располагались на отрезке равномерно с шагом l = 1/(m − 1). Точка c
координатой z = 0, в которой правые части уравнений (18) не определены, была сдвинута
внутрь отрезка на 0,1l. При этом точность при z = 0 была не меньше, чем на всем отрезке.
Результаты расчетов показали сходимость численных решений относительно числа точек

коллокации, а также близость порядков невязок при различных наборах параметров. Заме-
тим, что в случае, соответствующем последней строке табл. 1, невязка при m = 201 равна
3,5 · 10−6 (отсутствует в табл. 1), т. е. требуемая точность достигается путем увеличения
числа точек коллокации.
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Та бли ц а 1
Невязки уравнений системы (11) при a(t) = et

σ δ α β A B
Невязка

m = 26 m = 51 m = 101

3 3 1,0 1,0 0,2 0,2 1,7 · 10−5 4,3 · 10−6 1,1 · 10−6

3 3 1,0 1,0 2,0 2,0 2,7 · 10−5 5,5 · 10−6 1,4 · 10−6

3 3 1,0 1,0 5,0 5,0 9,7 · 10−5 2,2 · 10−5 6,1 · 10−6

3 3 0,5 1,0 0,5 1,0 1,1 · 10−5 2,7 · 10−6 6,7 · 10−7

3 3 1,0 0,5 0,5 1,0 1,1 · 10−5 2,8 · 10−6 7,0 · 10−7

3 3 0,5 1,0 2,0 1,0 2,5 · 10−5 6,4 · 10−6 1,6 · 10−6

3 3 1,0 0,5 2,0 1,0 2,8 · 10−5 7,1 · 10−6 3,5 · 10−6

3 2 0,5 1,0 0,5 1,0 1,7 · 10−5 4,3 · 10−6 1,1 · 10−6

3 2 1,0 0,5 0,5 1,0 1,5 · 10−5 3,7 · 10−6 9,2 · 10−7

3 2 0,5 1,0 2,0 1,0 1,4 · 10−5 3,4 · 10−6 8,5 · 10−7

3 2 1,0 0,5 2,0 1,0 6,7 · 10−6 1,8 · 10−6 4,5 · 10−7

2 3 0,5 1,0 0,5 1,0 6,8 · 10−6 1,7 · 10−6 4,4 · 10−7

2 3 1,0 0,5 0,5 1,0 4,7 · 10−6 1,1 · 10−6 2,9 · 10−7

2 3 0,5 1,0 2,0 1,0 6,1 · 10−5 1,6 · 10−5 4,0 · 10−6

2 3 1,0 0,5 2,0 1,0 4,5 · 10−3 1,1 · 10−3 2,9 · 10−4

2. γ > 0, a(t) = c1t + c2. В этом случае имеем решение типа бегущей волны. Для по-
строения решения задачи (2), (3) на интервале t ∈ [0, T ] необходимо решить задачу (11),
(12) на отрезке z ∈ [c2 − c1T, c2]. Не уменьшая общности, положим c2 = 0. Рассмотреть
сколь угодно большой интервал времени невозможно, поскольку решение задачи (11), (12)
существует лишь на отрезке z ∈ [z0, 0]. Положение точки z = z0, где по крайней мере одна
из функций p(z), q(z) обращается в нуль, зависит от числовых параметров системы (11).
Решение задачи (2), (3) можно построить до момента T = −z0/c1. По решениям при двух
наборах параметров, показанным на рис. 2, можно судить о влиянии значений парамет-
ров A и B: при A = 2, B = 1 в точке z = z0 = −1,61 в нуль обращается функция p(z), а при

z
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Рис. 2. Решения задачи (11), (12) при a(t) = t, σ = 3, δ = 2, α = 0,5, β = 1,
γ = 3:
1, 3 — p(z), 2, 4 — q(z); 1 — A = 2, B = 1, 2 — A = 2, B = 1, 3 — A = 1, B = 2, 4 —
A = 1, B = 2
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Таб ли ц а 2
Невязки уравнений системы (11) при a(t) = t, B = 1

σ δ α β γ A
Невязка

m = 26 m = 51 m = 101

3 3 1,0 1,0 1 0,5 4,0 · 10−5 10−5 2,6 · 10−6

3 3 1,0 1,0 1 1,0 2,7 · 10−5 6,4 · 10−6 1,6 · 10−6

3 3 1,0 1,0 1 2,0 6,8 · 10−4 1,7 · 10−4 4,4 · 10−5

3 2 0,5 1,0 1 2,0 2,3 · 10−4 5,8 · 10−5 1,5 · 10−5

2 3 1,0 0,5 1 0,5 2,1 · 10−5 5,2 · 10−6 1,3 · 10−6

3 3 1,0 1,0 2 0,5 5,8 · 10−4 1,4 · 10−4 3,8 · 10−5

3 3 1,0 1,0 2 1,0 6,8 · 10−4 1,7 · 10−4 4,4 · 10−5

3 3 1,0 1,0 2 2,0 6,2 · 10−3 1,4 · 10−3 1,6 · 10−4

3 2 0,5 1,0 2 2,0 1,1 · 10−3 2,8 · 10−4 7,2 · 10−5

2 3 1,0 0,5 2 0,5 1,8 · 10−4 1,1 · 10−4 2,8 · 10−5

2 2 1,0 1,0 3 0,5 1,5 · 10−3 3,8 · 10−4 9,7 · 10−5

2 2 1,0 1,0 3 1,0 1,2 · 10−3 3,2 · 10−4 8,3 · 10−5

2 2 1,0 1,0 3 2,0 6,6 · 10−3 1,8 · 10−3 4,6 · 10−4

2 3 0,5 1,0 3 2,0 8,5 · 10−3 2,2 · 10−3 5,5 · 10−4

3 2 1,0 0,5 3 0,5 2,0 · 10−3 5,3 · 10−4 1,3 · 10−4

A = 1, B = 2 в точке z = z0 = −1,39 — функция q(z). Во всех расчетах c1 = 1. Точность
решений оценим с помощью невязок уравнений (11) для решений на отрезке z ∈ [−1, 0].
Приведенные в табл. 2 результаты расчетов также показывают сходимость относительно
числа точек коллокации. При этом невязки в среднем на один-два порядка больше, чем в
случае 1 (см. табл. 1), т. е. для получения решения с заданной точностью в данном случае
требуется большее количество точек коллокации, чем при a(t) = c2 ec1t.

3. γ = 2, a(t) = c3 ln (c1t + c2). В этом случае также строится решение типа бе-
гущей волны. Для решения задачи (2), (3) на интервале t ∈ [0, T ] необходимо решить
задачу (11), (12) на отрезке z ∈ [c3 ln (c2/(c1T + c2)), 0]. Решение вновь не может быть по-
строено для произвольного значения T , поскольку функции, удовлетворяющие задаче (11),
(12), вообще говоря, не монотонны. Численный анализ показывает, что решение существу-
ет на конечном промежутке z ∈ [z0, 0] и задачу (2), (3) можно решить только до момента

T = (c2 e−z0/c3 −c2)/c1. На рис. 3 представлены решения, описывающие зависимость вели-
чины z0 от A и B. В обоих случаях q(z0) = 0; при A = 1, B = 2 z0 = −1,4 и функция p(z)
монотонна, тогда как при A = 2, B = 1 z0 = −1,91 и функция p(z) имеет максимум.
Заметим, что порядок невязок уравнений (11) для решений на отрезке z ∈ [−1, 0] близок к
порядку невязок в случае 2 (см. табл. 2).

4. γ 6= 1, γ 6= 2, a(t) = (c1t+c2)
ω, ω = (γ−2)/(2γ−2). В случае степенной функции a(t)

для решения задачи (2), (3) на интервале t ∈ [0, T ] необходимо решить задачу (11), (12) на
отрезке z ∈ [(c2/(c1t+ c2))

ω − 1, 0]. Для построения решения для любого момента времени
задачу (11), (12) нужно решить на интервале z ∈ (−1, 0]. Однако не всегда решение суще-
ствует на всем интервале. Как и для показательной функции a(t), в ряде случаев задачу
можно решить только на отрезке z ∈ [z0, 0], z0 > −1. Тогда задача (2), (3) может быть ре-

шена только до момента T = (c2(z0 +1)−1/ω−c2)/c1. Решения для двух случаев приведены
на рис. 4. При γ = 0,5, как и во всем интервале γ ∈ (0, 1), решение существует на отрезке
z ∈ [−1, 0]. При γ > 2 решение существует не всегда, например, в рассмотренном случае
при γ = 2,5 z0 = −0,93. Невязки уравнений имеют тот же порядок, что и в случаях 2, 3.
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Рис. 3 Рис. 4

Рис. 3. Решения задачи (11), (12) при a(t) = ln (t + 1), σ = 3, δ = 2, α = 1, β = 0,5:
1, 3 — p(z), 2, 4 — q(z); 1 — A = 1, B = 2, 2 — A = 1, B = 2, 3 — A = 2, B = 1, 4 — A = 2,
B = 1

Рис. 4. Решения задачи (11), (12) при a(t) = t(γ−2)/(2γ−2), σ = 3, δ = 2, A = 2, B = 1:
1, 3 — p(z), 2, 4 — q(z); 1 — α = 0,2, β = 0,3, γ = 0,5, 2 — α = 0,2, β = 0,3, γ = 0,5, 3 —
α = 1, β = 1,5, γ = 2,5, 4 — α = 1, β = 1,5, γ = 2,5

В целом проведенный вычислительный эксперимент показал достаточную точность

предложенного метода решения ЗК для СОДУ во всех описанных в теореме случаях. Та-
ким образом, построенные с его помощью решения задачи (2), (3) можно принять в ка-
честве эталонных для верификации решений другими методами. Кроме того, численный
анализ решений СОДУ показал, что решения могут быть монотонными и немонотонными,
соответствовать любому моменту времени или существовать лишь для конечного интер-
вала.

7. Оценка точности пошагового алгоритма решения задачи (2), (3). Проте-
стируем пошаговые численные решения задачи (2), (3) путем сравнения с точными ре-
шениями. Рассмотрим случай, когда решение ЗК (11), (12) дает наименьшую невязку

уравнений (11) (см. табл. 1): a(t) = et, σ = 2, δ = 3, A = 0,5, B = 1, α = 1, β = 0,5. На
рис. 5 приведены пошаговые решения задачи (2), (3) при m = 26 и различных шагах h, а
также точное решение (9). Видно, что численные решения сходятся к точному с уменьше-
нием шага по времени. Таким образом, на каждом шаге по времени получаем непрерывное
по x решение, достаточно точное даже при небольшом числе точек коллокации.

Заключение. В работе исследована проблема построения решений параболической
нелинейной системы типа реакция — диффузия при заданном фронте диффузионной вол-
ны, на котором система вырождается. Получен новый класс точных решений искомого
вида, построение которых сводится к интегрированию ЗК для СОДУ, имеющей особен-
ность в исходной постановке. Также предложен численный метод построения приближен-
ных решений с использованием разложений по системе радиальных базисных функций.
Проведены оценка точности и численный анализ решений СОДУ, позволивший сделать
выводы о свойствах последних. Поскольку доказать какие-либо строгие математические
утверждения о сходимости разработанных вычислительных алгоритмов не удалось, боль-
шое значение приобретает проблема верификации результатов расчетов, которая была
решена за счет использования построенных точных решений. Дальнейшие исследования
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Рис. 5. Решения задачи (2), (3) (1–4, 6–9) и точное решение (9) (5, 10) при
a(t) = et и различных значениях параметров t, h:
a — t = 0,5, б — t = 1; 1–5 — u(t, x), 6–10 — v(t, x); 1, 6 — h = 0,1, 2, 7 — h = 0,05,
3, 8 — h = 0,01, 4, 9 — h = 0,005

в данном направлении могут быть связаны с доказательством разрешимости СОДУ в бо-
лее широком диапазоне значений параметров, качественным анализом СОДУ, а также с
рассмотрением системы типа реакция — диффузия более общего вида.
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