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Введение. В различных отраслях машиностроения широко применяются цилиндри-
ческие оболочки с заполнителями, что обусловливает необходимость более полного учета
характеристик материалов и конструкций для проведения надежных расчетов на проч-
ность. Для более достоверного описания несущей способности конструкции целесообразно
учитывать силы воздействия со стороны заполнителя. Одним из видов такого воздействия
является его контакт с упругой средой. Силы воздействия со стороны заполнителя явля-
ются поверхностными силами и возникают вследствие контакта оболочки и упругого за-
полнителя. При расчете параметров таких оболочек необходимо учитывать силы трения,
обусловленные взаимодействием оболочки с заполнителем.

В данной работе с использованием вариационного принципа исследуются колебания

подкрепленной тонкой цилиндрической оболочки с заполнителем при осевом сжатии с уче-
том трения на поверхности их контакта. Построены зависимости частоты собственных

колебаний системы от числа волн в окружном направлении.
Следует отметить, что большинство известных решений получены для подкреплен-

ной цилиндрической оболочки без заполнителя [1]. Колебания гладких цилиндрических
оболочек с заполнителем достаточно полно исследованы в работах [2–8]. В работе [4] изуче-
ны колебания цилиндрических оболочек, усиленных продольными ребрами и заполненных
упругой средой.

Постановка задачи. В данной работе исследуются свободные колебания цилиндри-
ческих оболочек с заполнителем, подкрепленных перекрестной системой ребер, при осевом
сжатии с учетом трения между оболочкой и заполнителем. Проводится анализ влияния па-
раметров внешней среды на частоту собственных колебаний системы.
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Задача решается с использованием энергетического метода. Выражение для потенци-
альной энергии оболочки, нагруженной осевыми сжимающими силами, имеет вид [1]
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где ξ1 = L/R; ξ = x/R; θ = y/R; x, y, z — координаты; Ec, Gc — модули упругости и

сдвига материала продольных ребер (стержней); k — количество продольных ребер; σx —
осевые сжимающие напряжения; u, v, w — компоненты вектора перемещений оболочки;
h, R — толщина и радиус оболочки соответственно; E, v — модуль Юнга и коэффициент

Пуассона материала оболочки; Fc, Iyc, Iкp.c — площадь и момент инерции поперечного

сечения продольного стержня относительно оси y, а также момент инерции при кручении
соответственно; θi = 2πi/k.

Кинетическая энергия оболочки определяется по формуле
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где ρ̄c = ρc/ρ0; ρ0, ρc — плотности материалов оболочки и продольного стержня соответ-
ственно.

Со стороны заполнителя к оболочке приложена поверхностная нагрузка. Выражение
для работы, совершаемой этой нагрузкой при переходе системы из деформированного со-
стояния в начальное недеформированное, имеет вид
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(qx, qθ, qz — компоненты нагрузки, действующей со стороны заполнителя на оболочку;
f — коэффициент трения).
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Полная энергия системы равна

Π = P +K + A0. (4)

Запишем уравнение движения среды в векторной форме [2, 3]

a2
e grad div S − a2

t rot rot S + ω2S = 0, 0 6 x 6 L, 0 6 r 6 R, (5)

где a2
t = (λ+ 2µ)/ρ; a2

e = µ/ρ; at, ae — скорости распространения продольных и попереч-
ных волн в заполнителе соответственно; S = (Sx, Sθ, Sz) — вектор перемещения; λ, µ —
коэффициенты Ламе для среды. К системам уравнений движения среды (5) добавляют-
ся условия на контактной поверхности. Предполагается, что контакт между оболочкой и
заполнителем жесткий, т. е. при r = R

u = Sx, v = Sθ, w = Sz; (6)

qx = −σrx, qy = −σrθ, qz = −σrr. (7)

Здесь σrx, σrθ, σrr — компоненты тензора напряжений [2, 3]:
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λs, µs — коэффициенты Ламе для заполнителя.
Дополняя уравнения движения заполнителя (5) условиями на контактной поверхно-

сти (6), (7), получаем контактную задачу о колебаниях цилиндрической оболочки с за-
полнителем, подкрепленной перекрестной системой ребер. Решение этой задачи сводится
к совместному интегрированию уравнений теории оболочек и уравнений движения запол-
нителя при выполнении условий (6), (7).

Метод решения. Ниже рассматриваются оболочки, края которых шарнирно оперты.
Компоненты вектора перемещений таких оболочек будем искать в виде

u = A cos kx cosnϕ eiω1t1 , v = B sin kx sinnϕ eiω1t1 , w = C sin kx cosnϕ eiω1t1 , (9)

где A, B, C — неизвестные постоянные; k = mπ/L (m = 1, 2, . . .); m, n — волновые числа

в продольном и окружном направлениях соответственно; L — длина оболочки,
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ω, ω0 — собственные частоты колебаний подкрепленной оболочки и оболочки без подкреп-
ления, имеющих один и тот же вес.

Решения системы (5) имеют следующий вид [3]:
1) при малых инерционных силах, действующих со стороны заполнителя на оболочку,
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2) при больших инерционных силах, действующих со стороны заполнителя на обо-
лочку,
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В (10), (11) In — модифицированная функция Бесселя n-го порядка первого рода; As, Bs,
Cs — постоянные.

Используя условия на контактной поверхности (6), выражения для перемещений обо-
лочек (9), решение уравнения движения среды (10), (11), выразим постоянные As, Bs, Cs

через A, B, C. В результате для qx, qθ, qr находим

qx = (C̃x1A+ C̃x2B + C̃x3C) cosnϕ cos kx eiω1t1 ,

qθ = (C̃θ1A+ C̃θ2B + C̃θ3C) sinnϕ sin kx eiω1t1 , (12)

qr = (C̃x1A+ C̃x2B + C̃x3C) cosnϕ sin kx eiω1t1 .

Подставляя (12) в (3) и интегрируя по ξ и θ, для работы распределенных нагрузок, дей-
ствующих со стороны заполнителя на оболочку, получаем выражение
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где C̃ra — постоянная; S1 = 1/2− sin (2kξ1)/(4k).
С использованием (1), (2), (13) для полной энергии системы находим полином второго

порядка относительно постоянных A, B, C:

Π = (ϕ̂11 − S2Ĉx1 − ψ11ω
2
1)A

2 + (ϕ̂22 − S1Ĉθ2 − ψ22ω
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+ (ϕ̂55 − S2Ĉx3 + S1Ĉr1)AC + S1(ϕ̂66 + Ĉθ3 + Ĉr2)BC.

Заметим, что выражения для величин ϕ̂ii (i = 1, 2, . . . , 6), ψii (i = 1, 2, . . . , 6), Ii (i = 1, 2)
имеют громоздкий вид, поэтому в данной работе не приводятся.

Из условий экстремума полной энергии рассматриваемой системы Π относительно па-
раметров A, B, C получаем систему линейных алгебраических уравнений третьего поряд-
ка, нетривиальные решения которых существуют лишь в том случае, если определитель
этой системы равен нулю. Приравнивая определители указанных систем к нулю, получаем
следующие частотные уравнения:

2(ϕ̂11 − S2Ĉx1 − ψ11ω
2
1)A+ (ϕ̂44 + S2Ĉx2 + S1Ĉθ1)B + (ϕ̂55 − S2Ĉx3 + S1Ĉr1)C = 0,

(ϕ̂44 + S2Ĉx2 + S1Ĉθ1)A+ 2(ϕ̂22 − S1Ĉθ2 − ψ22ω
2
1)B + (ϕ̂66 + Ĉθ3 + Ĉr2)C = 0, (14)

(ϕ̂55 + S2Ĉx3 + S1Ĉr1)A+ (ϕ̂66 + Ĉθ3 + Ĉr2)B + 2(ϕ̂33 − S1Ĉr3 − ψ33ω
2
1 + I1σx)C = 0.
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Нетрудно показать, что в случае 1 система уравнений (14) сводится к кубическому
уравнению относительно ω2

1, в случае 2 — к трансцендентному уравнению. Поскольку
далее исследуются только низкие частоты изгибных колебаний, это уравнение в случае 1
можно упростить, отбросив слагаемые с ω4

1 и ω
6
1. В результате получаем (ω2

1 = λa)

λa =
f2
3 f4 + f1f

2
5 + f2

2 f6

2f2
5ψ11 + f2

2ψ33 − 4f1f4ψ33 − 0,5f6(f1ψ22 + f4ψ11)
,

где

f1 = ϕ̂11 − S2Ĉx1, f2 = ϕ̂44 + S2Ĉx2 + S1Ĉθ1, f3 = ϕ̂55 + S2Ĉx1 + S1Ĉr1,

f5 = ϕ̂66 + Ĉθ3 + Ĉr2, f6 = ϕ̂33 − S1Ĉr3 + I1σx.

Аналогично определяется величина λb в случае 2.
Анализ результатов расчетов. Ниже приводятся результаты исследования влия-

ния числа ребер и жесткости заполнителя на критическое напряжение осевого сжатия.
Расчеты выполнены для оболочки, заполнителя и ребер со следующими параметрами:
E = Ec = Eh = 6,67 · 109 Н/м2, v = 0,3, x = 1, n = 8, hh = 1,39 мм, R = 160 мм,
L1 = 800 мм, Fc/(2πRh) = 0,015 91, Iyc/(2πR

3h) = 0,8289, h = 0,45 мм, Fx = 5,75 мм2,
Ish = 19,9 мм4, |hc| = 0, 013 75R, Iкp.c/(2πR

3h) = 0,5305 · 10−6, Iкр.h = 0,48 мм4, f = 0,25.
На рис. 1 приведена зависимость частоты ω = ω1ω0 от напряжения осевого сжатия.

Видно, что с увеличением напряжения частота колебаний системы уменьшается. Кроме
того, при учете трения собственная частота исследуемой системы также уменьшается.

В данной работе варьируемыми параметрами являются относительная толщина обо-
лочки h∗ = h/R, расстояние между продольными и поперечными ребрами, отнесенное
к толщине оболочки, отношение веса всех ребер к весу оболочки ϕ′1 и отношение веса про-
дольных ребер к весу поперечных ребер ϕ′2. При этом предполагается, что радиус и длина
оболочки, а также характеристики сечений продольных и поперечных ребер заданы. Заме-
тим, что для прямоугольных сечений необходимо задавать отношения высот продольных
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Риc. 1 Рис. 2

Рис. 1. Зависимость частоты колебаний системы ω от сжимающих напряжений
(n = 4, k = 12):
1 — f = 0, 2 — f = 0,25

Рис. 2. Зависимость величины µ от относительных весов ребер:
сплошные линии — колебания подкрепленной оболочки с заполнителем, штриховые —
колебания гладкой оболочки с заполнителем; 1 — ϕ′

2 = 0, 2 — ϕ′
2 = 0,4
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и поперечных ребер к их ширине ψ1 и ψ2 соответственно. Безразмерные характеристики
ребер, входящие в (1), (2), выражаются через следующие параметры:
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При такой постановке результат исследования практически не зависит от характеристик

материала оболочки, поскольку минимальные частоты ω2
min, как известно, слабо зависят

от коэффициента Пуассона v, а их отношение µ = ω2
min/v не зависит от модуля упруго-

сти E. Следует отметить, что для улучшения несущей способности оболочки необходимо
найти такое сочетание параметров h∗, a1, a2, ϕ

′
1 и ϕ

′
2, при котором µ принимает наиболь-

шее значение.
На рис. 2 представлены зависимости µ(ϕ′1) при различных значениях ϕ

′
2. Анализ ре-

зультатов вычислений показывает, что наилучшая несущая способность оболочки дости-
гается при ее усилении только поперечными ребрами (ϕ′2 = 0), для которых µmax = 16,3.
Абсцисса точки максимума равна 0,5.
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