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Предложен метод оценки пространственного распределения давления в разрабатываемом 
продуктивном пласте по геодезическим данным, зарегистрированным на земной поверхно-
сти. Численными экспериментами установлено, что для однозначной разрешимости обрат-
ной задачи необходима регистрация поверхностных смещений как в вертикальном, так и го-
ризонтальном направлении. 

Массив горных пород, продуктивный пласт, давление, обратная задача, геодезические данные, 
смещения, целевая функция 

 

Крупномасштабная добыча твердых полезных ископаемых и углеводородов нарушает есте-
ственное равновесие вмещающего массива горных пород, вызывая не только оседание земной 
поверхности [1 – 4] и существенное повышений сейсмической активности [5 – 7], но и техно-
генные землетрясения [8, 9]. Быстрое развитие космической геодезии и совершенствование ме-
тодов обработки данных дистанционного зондирования позволяют с высокой точностью реги-
стрировать смещения и деформации поверхности [10 – 14], что дает возможность осуществлять 
опосредованный контроль развития горных работ и состояния породного массива [15]. 

Регулярные наблюдения за сдвижениями поверхности Земли методами спутниковой геоде-
зии в районах интенсивной добычи углеводородов ведутся более двадцати лет [16 – 18]. Интер-
претация полученных данных проводится, как правило, на основе модели компакции залежи 
[19, 20], согласно которой вертикальные смещения поверхности над разрабатываемым пластом 
оцениваются величиной 

 HE
pW Δ

−≅Δ )1( ν , (1) 

 

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект № 12-05-00843) и Интеграционного проекта СО РАН № 14. 



 ГЕОМЕХАНИКА ФТПРПИ, № 6, 2013 

 12 

где pΔ  — падение давления в пласте; H  — его мощность; E  и ν  — модуль Юнга и коэффи-
циент Пуассона коллектора. Очевидно, что (1) следует рассматривать как верхнюю оценку, по-
скольку в ней не учтены, например, свойства вмещающего массива. 

Исследование эволюции полей напряжений и деформаций в массиве горных пород, вызван-
ной извлечением флюидов [21 – 23], осуществляется на основе модели Био [24], получившей 
дальнейшее развитие в [25 – 27]. Эти модели реализованы во многих прикладных пакетах про-
грамм (ANSYS, ECLIPSE, PLAXIS), поэтому решение прямых задач пороупругости и поропла-
стичности не составляет затруднений, если подготовлена входная информация. Верификацию 
построенных геомеханических моделей объектов обычно проводят методом подбора парамет-
ров, сравнивая расчетные и замеренные на дневной поверхности вертикальные смещения [28]. 

В настоящей работе сформулирована и решена обратная задача нахождения распределения 
давления флюида в горизонтальном пласте по данным измерения приращений смещений на 
дневной поверхности. 

ПОСТАНОВКА И РЕШЕНИЕ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим достаточно простую постановку, позволяющую использовать модель плоского 
деформированного состояния [29]. В момент времени 0=t  горизонтальный пласт вскрывается 
прямолинейной батареей скважин. На рис. 1 показано вертикальное сечение исследуемой об-
ласти, проходящее через ось одной из скважин: ( zx, ) — декартовы координаты; 1z  — мощ-
ность осадков; 2z  — глубина пласта; Hzz += 23 . Процесс фильтрации в пласте описывается 
системой уравнений, включающей: 
закон сохранения массы 

 0)()( ,, =+ iit wρϕρ ; (2) 
закон Дарси 

 ii pkw ,η−=  (3) 

и уравнение состояния 
 00 // ρρ=pp , (4) 

где p , η  и ρ  — давление, вязкость и плотность флюида; 0p  — атмосферное давление; iw  — 
компоненты скорости ( zxi ,= ); ϕ  — пористость; k  — проницаемость. 

 
Рис. 1. Схема расчетной области и граничные условия 
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Для пласта формулируются:  
начальное 

 cpzxp =)0,,(  (5) 
и граничные 

 0),,(),,( 2,1, == tzxptzxp zz , (6) 

 0),,0( ptzp = , (7) 

 cx ptzLp =),,(  (8) 

условия, в которых cp  — давление на контуре питания скважины; xL  — его протяженность. 
Деформирование среды описывается пороупругой моделью, состоящей из: 

уравнений равновесия 
 iizrjij pg ,, ψδρσ =+ ; (9) 

закона Гука 
 ijijij μελεδσ 2+= ; (10) 

соотношений Коши 
 )(5.0 ,, ijjiij uu +=ε , (11) 

где iu  — смещения; ijσ  и ijε  — компоненты тензоров напряжений и деформаций ( zxj ,= ); 

zzxx εεε += , rρ  — плотность пород; g  — ускорение свободного падения; ijδ  — символ Кро-
некера; λ  и μ  — параметры Ламе; ϕψ =  в пласте и 0=ψ  во вмещающем массиве. На грани-
це расчетной области }0,0{ zx LzLx ≤≤≤≤  (рис. 1) зададим следующие условия: 

 ;0)0,()0,( == xx zzxz σσ  

 0),( =zz Lxu ,   0),( =zxz Lxσ ; (12) 

 0),0( =zux ,   0),0( =zxzσ ; 

 )(),( zqzL Vxxx σσ = ,   0),( =zLxxzσ ,  

q  — коэффициент бокового отпора; gzz rV ρσ =)(  — литостатическое напряжение. 
Система (2) – (8) решалась конечно-разностным методом по схеме Писмена – Рэкфорда [30], 

а (9) – (12) — методом конечных элементов с использованием оригинального кода [31]. Для 
расчетов выбраны следующие значения физических свойств пород: 

 
Номер подобласти на рис. 1 E , ГПа ν  rρ , кг/м3 

1 8 0.22 2200 
2 20 0.25 2500 
3 15 0.25 2500 

 
Вдоль пласта задавалось регулярно-неоднородное распределение проницаемости: в блоках 

(прямоугольники серого цвета на рис. 1) величина k  уменьшалась в β  раз, что позволяло по-
лучить неравномерное по пространству поле давлений. 

На рис. 2 показано оседание дневной поверхности ),0,( txuzΔ , где 

 )0,,(),,(),,( zxutzxutzxu iii −=Δ  (13) 
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в различные моменты времени после начала добычи при 5=β  (штриховые линии) и 500=β  
(сплошные линии). В настоящее время точность GPS измерений составляет 1 мм [32], а порта-
тивных лазерных сканеров 0.3 мм [33], поэтому для расчетов выбраны сравнительно невысокие 
деформационные показатели пород так, чтобы амплитуда zU  превышала указанную точность. 

 
Рис. 2. Оседание земной поверхности в различные моменты времени после вскрытия пласта 

На рис. 3а, б в качестве иллюстрации приведены изолинии приращения горизонтальных 
xuΔ  и вертикальных zuΔ  смещений в налегающем породном массиве в момент 360=t  сут, со-

ответствующее распределение давления в пласте показано на рис. 4 ( 500=β ). Можно видеть, 
что с удалением от оси скважины приращения zuΔ  убывают и становятся сравнимыми с xuΔ . 
Оценка (1) при cpp ≈Δ  дает 12≈ΔW  мм, что вчетверо больше расчетной zU  (см. рис. 2). 

 
Рис. 3. Приращения смещений в налегающем породном массиве в момент времени t = 360 сут 

 
Рис. 4. Поле давлений в неоднородном по проницаемости пласте ( 500=β , t = 360 сут) 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА: ОЦЕНКА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ДАВЛЕНИЯ В ПЛАСТЕ 

Численные эксперименты показали, что изменения смещений на дневной поверхности за-
висят не от пространственного распределения давления в пласте, а от давления, осредненного 
по мощности пласта: 

 ∫=
2

1

),,(1),(
z

z

dztzxpHtxp ,  

эпюры которого в различные моменты времени при 5=β  показаны на рис. 5. Незначительные 
флуктуации p  обусловлены неоднородной проницаемостью. Нетрудно видеть, что ),( txp  хо-
рошо аппроксимируется функцией 

 cx pLCxABBtxp )]/exp()([),( −−−≈ . (14) 

Зависящие от времени параметры A , B  и C  с достаточной для практики детальностью 
описывают состояние пласта в процессе разработки, поскольку одной из его основных харак-
теристик является градиент давления по простиранию xp,  [34]. Необходимо отметить, что все-
гда выполнены следующие неравенства 

 10 <<< BA ,   0>C . (15) 
Сформулируем задачу: для некоторого момента времени *tt =  определить значения A , B  

и C  по приращениям смещений )(*
mi xU , замеренным на дневной поверхности в дискретном 

множестве точек Mmmx ,...,1}{ = , предполагая свойства вмещающей среды известными. Такая об-

ратная задача, в соответствии с принятой классификацией [35], относится к граничным. Обрат-
ные задачи, использующие в качестве входных зарегистрированные на земной поверхности 
данные, рассмотрены в [36 – 38], где предложены методы количественной оценки деформаци-
онно-прочностных показателей конструктивных элементов технологий отработки твердых по-
лезных ископаемых, а также параметров гипоцентра готовящегося сейсмического события. 

 
Рис. 5. Распределение среднего по мощности пласта давления в различные моменты времени 

Построим целевую функцию 

 ),,()1(),,(),,( CBACBACBA zx Φ−+Φ=Φ αα , 
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в которой ∑
=

−Δ=Φ
M

m
mimii xUCBAxuCBA

1

2* )](),,,0,([),,( , mx  — координаты точек поверхности, 

где регистрируются смещения; iu  в (13) являются решением системы (9) – (12) для распределе-
ния давления в пласте, задаваемом формулой (14), при некоторых значениях A , B  и C . Мини-
мум ( *A , *B , *C ) функции Φ  — решение обратной задачи. Для исследования разрешимости по-
следней синтезируем входные данные следующим образом: 

 ),,,0,()](1[)( ***1
* CBAxuxxU mimmi Δ+= ξ , 

где iξ  — случайные величины, равномерно распределенные на отрезке ],[ γγ− ; γ  — амплиту-
да мультипликативного шума. 

Анализ структуры Φ  во всем диапазоне (15) изменения ее аргументов показал, что при 
75.025.0 ≤≤α  целевая функция имеет единственный минимум даже при значительной амплитуде 

помехи, поэтому сформулированная обратная задача однозначно разрешима. Пример линий уров-
ня Φ  (нормированы на максимальное значение) при 1.0* =A , 9.0* =B , 100=M , MmLx xm /= , 

5.0=α  и 4.0=γ  в сечениях 5.2=C , 5* ==CC , 5.7=C  показан на рис. 6а – в. Точка минимума 
Φ  отыскивалась методом сопряженных градиентов [39] в модификации [40]. Проекция траекто-
рии соответствующего итерационного процесса на плоскость *CC =  показана штриховой линией 
на рис. 6б. 

 
Рис. 6. Линии уровня целевой функции в различных сечениях при амплитуде помехи γ = 0.4 
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Если выбрать значение подгоночного параметра α  вне указанного диапазона, то целевая 
функция будет иметь несколько локальных минимумов (рис. 7, сечение *CC = , 0=α , 2.0=γ ), 
поэтому для однозначной оценки распределения в пласте необходимо измерять и вертикальные 
и горизонтальные смещения земной поверхности. 

 
Рис. 7. Изолинии целевой функции в сечении *CC =  при 0=α  и 2.0=γ  

ВЫВОД 

Предложенный подход дает возможность осуществлять мониторинг поля давления в суб-
горизонтальных продуктивных пластах при добыче углеводородов при наличии высокоточной 
системы регистрации смещений земной поверхности. 
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