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С использованием метода конформных преобразований проведено моделирование нелиней-
ной динамики свободной поверхности идеальной несжимаемой диэлектрической жидкости
со значительной проницаемостью в сильном горизонтальном электрическом поле. Показа-
но, что на начальных стадиях взаимодействия встречных периодических волн значитель-
ной амплитуды наблюдается прямой энергетический каскад, наличие которого приводит к
переходу энергии в возмущения малых масштабов. Вследствие этого на поверхности жид-
кости формируются области с крутым волновым фронтом, в которых динамическое дав-
ление и давление электрического поля претерпевают разрыв. Показано, что образование
областей с большими градиентами электрического поля и скорости жидкости сопровожда-
ется опрокидыванием поверхностных волн; величина углов наклона границы стремится
к значению, равному 90◦, а кривизна поверхности неограниченно увеличивается.

Ключевые слова: свободная поверхность, нелинейные волны, электрическое поле, элек-
трогидродинамика, опрокидывание волн, жидкие диэлектрики.

DOI: 10.15372/PMTF20180110

Введение. Известно, что внешнее электрическое поле, направленное по касательной к
невозмущенной поверхности жидкости, оказывает на нее стабилизирующее воздействие [1].
Возможность подавления таких гидродинамических неустойчивостей, как неустойчивость
Рэлея — Тейлора или Кельвина — Гельмгольца, анализировалась, например, в работах
[2, 3]. В работе [4] обнаружено, что в отсутствие дестабилизирующих факторов нелиней-
ные волны произвольной формы могут распространяться без искажений по поверхности

непроводящей жидкости со значительной диэлектрической проницаемостью в направлении

действия приложенного сильного тангенциального электрического поля и противополож-
ном ему направлении. В работе [5] данный результат обобщен для слабонелинейных волн
на границе двух несмешивающихся жидкостей. В [6] показано, что взаимодействие лока-
лизованных нелинейных волн на свободной границе жидкости является упругим (энергия
и импульс каждой волны сохраняются) и в случае уединенных волн — относительно сла-
бым.
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та РФ (грант № СП-132.2016.1).

c© Кочурин Е. А., 2018



92 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2018. Т. 59, N-◦ 1

В настоящей работе рассматривается взаимодействие периодических встречных волн

значительной амплитуды. Для моделирования динамики непроводящей жидкости исполь-
зуется метод на основе конформного преобразования области, занимаемой жидкостью,
в полуплоскость, предложенный в [7] для описания динамики нелинейных волн на поверх-
ности жидкости в поле силы тяжести. Показано, что на начальной стадии взаимодействия
периодических волн возникает так называемый прямой каскад энергии [8], приводящий
к возбуждению гармоник с малой длиной волны, т. е. наблюдается переход энергии в возму-
щения малых масштабов. При возбуждении гармоник из высокочастотной части спектра
на границе жидкости формируются области с большими плотностями энергии и градиен-
тами электрического поля.

1. Уравнения движения. Рассмотрим потенциальное течение несжимаемой идеаль-
ной диэлектрической (непроводящей) жидкости, имеющей бесконечную глубину и свобод-
ную поверхность и помещенной во внешнее однородное горизонтальное электрическое поле.
В невозмущенном состоянии граница жидкости представляет собой плоскую горизонталь-
ную поверхность y = 0 (ось x прямоугольной системы координат лежит в этой плоскости,
ось y направлена по нормали к ней). Пусть функция η(x, t) задает отклонение границы
от плоской поверхности, т. е. уравнение y = η определяет профиль поверхности. Будем
полагать, что напряженность электрического поля направлена по оси x и по абсолютной
величине равна E.

Рассмотрим случай, когда диэлектрическая проницаемость жидкости велика: ε � 1.
Согласно [4, 6] в этом пределе нормальная компонента напряженности электрического по-
ля (по отношению к свободной поверхности) много меньше тангенциальной компоненты.
Следовательно, силовые линии поля внутри жидкости направлены по касательной к ее

поверхности. Тогда задачу о распределении поля в жидкости можно решить без учета
распределения поля над ее поверхностью. Запишем соответствующие уравнения движе-
ния. Потенциал скорости жидкости φ и потенциал электрического поля ϕ удовлетворяют
уравнениям Лапласа

∇2φ = 0, ∇2ϕ = 0

с граничными условиями

φt + (∇φ)2/2 = (PE − P0)/ρ, y = η(x, t); (1)

ϕy − ηxϕx = 0, y = η(x, t),

φ → 0, ϕ → −Ex, y → −∞.

Здесь ρ — плотность жидкости; PE — электростатическое давление, для которого в пре-
деле ε � 1 имеем PE ≈ ε(∇ϕ)2/(8π); P0 ≈ εE2/(8π) — плотность энергии внешнего

электрического поля в жидкости. Нестационарное уравнение Бернулли (1) приводится
в предположении сильного поля (см. [4, 6]), в котором движение границы определяется

электростатическими силами (капиллярные и гравитационные силы не учитываются).
Уравнения движения замыкаются кинематическим соотношением

ηt = φy − ηxφx, y = η(x, t).

Следует отметить, что в рамках этих уравнений линейные поверхностные волны распро-
страняются бездисперсионно, без искажений, со скоростью c =

√
2P0/ρ. Перейдем к без-

размерным переменным:

ϕ → λcϕ, φ → λEφ, η → λη, x → λx, y → λy, t → λc−1t,

где λ — характерная длина волны. В новых переменных скорость линейных волн равна
единице.
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По аналогии с работами [6, 7] проведем конформное преобразование области, зани-
маемой жидкостью, в параметрическую полуплоскость −∞ < v 6 0 и −∞ < u < +∞.
В новых переменных уравнения Лапласа для потенциалов электрического поля и скорости

можно решить аналитически, в результате исходная задача о движении жидкости может
быть сведена к имеющей меньшую размерность (1 + 1) задаче о движении ее свободной
поверхности.

Форма поверхности жидкости задается параметрическими выражениями

y = Y (u, t), x = X(u, t) = u− ĤY

(Ĥ — интегральное преобразование Гильберта). Связь между функциями η(x, t) и Y (u, t)

определяется неявным соотношением Y (u, t) = η(u− ĤY ).

Введем комплексные функции Z = X + iY , Φ = Ψ + iĤΨ, где Ψ(u, t) — значение

потенциала скорости на границе v = 0. Для проведения численного анализа перейдем
к переменным Дьяченко [7]:

R = 1/Zu, V = iΦu/Zu.

В результате система уравнений принимает симметричный вид [6]

Rt = i(URu − UuR), Vt = i(UVu −DuR), (2)

где U = P̂ (V R̄ + V̄ R); D = P̂ (V V̄ −RR̄); P̂ = (1 + iĤ)/2 — оператор-проектор; черта над
функциями R, V означает комплексное сопряжение.

Следует отметить, что величина |R(u, t)|2 = 1/J , т. е. обратный якобиан конформно-
го преобразования, имеет смысл плотности энергии электрического поля, или, в рассмат-
риваемом случае, электростатического давления на границу жидкости. Модуль функции
V (u, t) определяет скорость жидкости на границе, следовательно, |V (u, t)|2 — плотность

кинетической энергии, или динамическое давление на границе.
2. Численный алгоритм. Как правило, для численного моделирования динамики

жидкостей используются конечно-разностные схемы, такие как метод конечных разностей
и метод конечных элементов. Данные методы достаточно эффективны и могут приме-
няться для решения широкого круга задач (см., например, [9]). Однако непосредственное
использование конечно-разностных схем для решения системы уравнений (2) осложняется

тем, что она содержит сингулярный интегральный оператор P̂ , обладающий свойством

P̂
( +∞∑

k=−∞
ak e−iku

)
=

a0

2
+

+∞∑
k=1

ak e−iku

(ak — коэффициенты ряда Фурье некоторой функции a(u)). Заметим также, что операция
дифференцирования в фурье-пространстве определяется следующим образом:

∂u

( +∞∑
k=−∞

ak e−iku
)

= −
+∞∑

k=−∞
ik · ak e−iku .

Следовательно, численное решение системы (2) целесообразно строить с использованием
спектральных методов, т. е. функции аппроксимируются конечными рядами Фурье (гра-
ничные условия являются периодическими).

Приближенное решение находим в виде

Rn(u, t) = 1 +
N∑

k=1

Rk e−iku, Vn(u, t) =
N∑

k=1

Vk e−iku,
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где Rk, Vk — спектральные функции. Функции R, V содержат только отрицательные

гармоники в силу своей аналитичности в нижней комплексной полуплоскости. Используя
теорему о свертке, операцию умножения A ·B введем следующим образом:

An ·Bn = F−1(Ak ∗Bk).

Здесь F−1 — обратное преобразование Фурье; знак “∗” обозначает операцию цикличе-
ской свертки. Во всех численных экспериментах интегрирование по времени проводится
с помощью четырехшагового метода Рунге — Кутты.

3. Результаты численного моделирования и их обсуждение. Рассмотрим ре-
зультаты численного моделирования, приведенные на рис. 1–4.

3.1. Сравнение с точным решением. Для того чтобы оценить точность используемых
методов, сравним точное аналитическое решение и результаты, полученные с помощью
численного расчета. Начальные условия зададим следующим образом:

R(u) = 1 + 0,5 e−iu, V (u) = −0,5i e−iu .

Точное решение, соответствующее данным условиям, описывает стационарное рас-
пространение плоской волны с пространственным и временным периодом L = 2π в на-
правлении, противоположном направлению действия электрического поля.

В первом численном эксперименте полное число гармоник равно N = 1024. Интегри-
рование по времени проводилось с шагом ∆t = 0,001. Для того чтобы показать устойчи-
вость численного решения, необходимо провести расчет на достаточно большом интервале
времени. В рассматриваемом случае T = 1000 · 2π ≈ 6283.

Результаты численного эксперимента хорошо согласуются с результатами аналити-
ческого решения. Результаты расчетов показывают, что на всем временном интервале
значительного увеличения амплитуды высших гармоник не происходит. На рис. 1,а пред-
ставлен спектр функции R относительно конформной переменной u в различные моменты
времени. Видно, что существенной является только первая гармоника. Поскольку исследу-
емая система является гамильтоновой, можно оценить точность вычислений. Относитель-
ная погрешность равна ∆H/H, где H — полная энергия системы; ∆H — ее изменение. На
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Рис. 1. Спектр функции R(u, t) в различные моменты времени (а) и зависимость
относительной погрешности вычислений от времени (б) для первого численного
эксперимента:
1 — t = 0, 2 — t = 100, 3 — t ≈ 6283
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Рис. 2. Спектр функции R(u, t) для второго численного эксперимента в различ-
ные моменты времени:
1 — t = 10, 2 — t = 75, 3 — t = 95

рис. 1,б приведена зависимость∆H/H от времени. Видно, что погрешность увеличивается
очень медленно и в конце расчетного интервала ∆H/H ≈ 10−12.

3.2. Взаимодействие встречных волн. В работе [6] показано, что взаимодействие
встречных локализованных волн значительной амплитуды может приводить к их дефор-
мации, а многократные столкновения — к формированию на поверхности особых точек

(заострений), в которых существенно увеличивается электрическое поле. Таким образом,
при взаимодействии встречных локализованных волн наблюдается тенденция к переходу

энергии в возмущения малых масштабов. Используемые в настоящей работе спектральные
методы численного описания нелинейной динамики границы жидкости позволяют иссле-
довать процесс перераспределения энергии по гармоникам и отследить эволюцию спек-
тральных функций в широком диапазоне волновых чисел.

Итак, рассмотрим взаимодействие встречных периодических волн значительной ам-
плитуды при начальных условиях

R(u) = 1 + 0,1 exp (2iu) + 0,05 exp (3iu), V (u) = 0,1 exp (2iu)− 0,05 exp (3iu).

Параметры второго численного эксперимента зададим следующим образом: N = 8192,
∆t = 5 · 10−6, L = 2π. На рис. 2 в полулогарифмическом масштабе представлен спектр
функции R(u, t) в различные моменты времени. Видно, что динамика взаимодействующих
волн существенно отличается от эволюции уединенной волны, спектр которой остается
неизменным в течение всего расчетного периода. Вследствие нелинейного взаимодействия
возникают волны с кратной длиной, которые также распространяются в противоположных
направлениях. Дальнейшая эволюция приводит к тому, что профиль спектра функции R
становится экспоненциальным. Наблюдаемый процесс возбуждения гармоник с большими
волновыми числами представляет собой прямой каскад энергии.

В отсутствие сил вязкости диссипации энергии на малых масштабах не происходит.
Это означает, что в результате перехода энергии в моды с малой длиной волны на грани-
це жидкости могут формироваться области с высокой концентрацией энергии. На рис. 3
представлены форма поверхности и распределения электростатического и динамического

(плотности кинетической энергии) давлений на границе жидкости в начальный момент
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Рис. 3. Форма поверхности (a) и распределения электростатического давле-
ния (б) и динамического давления (в) на границе жидкости:
штриховая линия — в начальный момент времени, сплошная — в конце расчетного

периода

времени и в конце расчетного периода. Моделирование проводилось до тех пор, пока по-
грешность вычислений не достигала значения 10−6, что составило t ≈ 149, или прибли-
зительно 24 периода. Видно, что в результате нелинейного взаимодействия на границе
жидкости формируются области с крутым волновым фронтом. В этих точках электроста-
тическое давление претерпевает разрыв, а плотность кинетической энергии увеличивается
практически на порядок. Такое поведение подобно опрокидыванию простой волны Рима-
на, наблюдающемуся в газовой динамике и приводящему к формированию ударной волны,
в которой происходит скачок плотности и давления газа [10]. Согласно расчетам величина
угла наклона поверхности, в начальный момент времени не превышающая 10◦, становит-
ся экстремально большой (порядка 80◦, т. е. стремится к 90◦). Кривизна поверхности
K = ηxx/(1 + η2

x)3/2 меняет знак в особой точке, при этом ее максимальное значение уве-
личивается приблизительно на три порядка, т. е. особенность представляет собой точку
перегиба. Поэтому наблюдаемые сингулярности могут быть аналогичны слабым корневым
особенностям, формирующимся при развитии неустойчивости Кельвина — Гельмгольца

при тангенциальном разрыве скорости жидкости [11, 12].

О сингулярном поведении системы свидетельствует также спектр функции R, пред-
ставленный на рис. 4. Видно, что в моменты времени, близкие к моментам опрокидывания
волн, распределение гармоник в спектре R принимает степенной характер. Зависимость,
представленная на рис. 4, близка к зависимости |Rk| ∼ k−1. Для сравнения, при опроки-

дывании волны Римана затухание спектра происходит по закону k−4/3 [13].

Заключение. В работе с использованием метода динамических конформных преобра-
зований проведено моделирование динамики непроводящей жидкости со свободной поверх-
ностью в тангенциальном электрическом поле. Полученные результаты хорошо согласу-
ются с точным частным решением в виде плоской волны, распространяющейся без иска-
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Рис. 4. Спектр функции R(u, t) в логарифмическом масштабе в различные мо-
менты времени:
1 — t = 0, 2 — t = 95, 3 — t = 145; штриховая линия — степенная зависимость |Rk| ∼ k−1

жений (т. е. в отсутствие дисперсии) вдоль поверхности жидкости в направлении действия
внешнего поля либо в противоположном направлении. Показано, что при взаимодействии
встречных периодических волн происходит генерация высших гармоник, т. е. наблюдает-
ся прямой энергетический каскад, приводящий к переходу энергии в возмущения малых
масштабов. На поздних стадиях эволюции системы данный процесс приводит к формиро-
ванию особенностей — точек на границе жидкости, в которых давление электрического
поля претерпевает разрыв. Результаты численных экспериментов показывают, что вбли-
зи сингулярности величины углов наклона границы близки к предельно большим (90◦),
а кривизна поверхности изменяется от минус до плюс бесконечности, обращаясь в нуль
в особой точке. Следует отметить, что наблюдаемое поведение границы жидкости суще-
ственно отличается от опрокидывания волн, при котором проекции на ось x градиентов
давления и плотности энергии стремятся к бесконечности даже в случае их непрерыв-
ного распределения вдоль границы, что обусловлено исключительно формой поверхности.
О сингулярном характере поведения исследуемой системы свидетельствуют спектральные

функции: в моменты времени, близкие к моментам, когда формируется особенность, они
имеют степенной вид |Rk| ∼ k−1. Полученные результаты означают, что при взаимодей-
ствии встречных нелинейных волн начиная с некоторого момента времени капиллярные

эффекты становятся существенными и возникает необходимость их учета.
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