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Исследованы две модели, описывающие равновесие неоднородного двумерного тела с
двумя соединенными жесткими включениями. Первая модель соответствует упругому
телу с объемными жесткими включениями, расположенными в областях с постоянной
шириной (криволинейный прямоугольник и трапеция). В рамках второй модели рас-
смотрены тонкие включения, описываемые кривыми. Для обоих типов моделей пред-
полагается, что на границе контакта упругой матрицы и жестких включений имеется
трещина, которая задается одной и той же кривой. На берегах трещины ставится одно-
стороннее условие непроникания. Исследуется зависимость решений задач о равновесии
от параметра ширины объемных включений. Показано, что решения задач о равновесии
при наличии объемных включений в сильной топологии сходятся к решению задач для
тонких включений при стремлении параметра ширины к нулю.

Ключевые слова: вариационная задача, жесткое включение, условие непроникания,
упругая матрица, шарнирное соединение

Введение. Интерес к исследованию математических моделей, описывающих различ-
ные особенности неоднородных тел, обусловлен широким использованием композитов в
промышленности, например в машиностроении. Геометрические характеристики струк-
турных элементов составных тел могут оказывать влияние на прочностные свойства кон-
струкции в целом. В частности, варьирование геометрических параметров в математиче-
ских моделях может привести к топологическому изменению размерности. Известно, что
при изменении размерности геометрического объекта возникают трудности, связанные с
обоснованием формальных асимптотических методов. Поэтому исследование предельных
переходов в математических моделях, содержащих геометрические объекты различной раз-
мерности, является актуальной задачей.

Физические особенности неоднородных тел с включениями, такие как различие коэф-
фициентов упругости, коэффициентов температурного расширения для матрицы и вклю-
чений, могут приводить к образованию трещин на границе контакта разных материалов.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ (со-
глашение № 075-02-2023-947 от 16.02.2023).
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Задачи теории трещин, описывающие неоднородные тела с жесткими включениями, и ли-
нейные граничные условия на трещине изучались, например, в работах [1–4]. В моногра-
фии [5] предложена вариационная теория трещин с нелинейными условиями непроникания
между их берегами. Условия непроникания применяются для класса задач о составных
телах и композитах, содержащих жесткие включения (см. [6–10]). Следует отметить, что
анализ нелинейных задач для однородных и неоднородных тел с трещинами осложняется

негладкостью (отсутствием свойства липшицевости) их границ [11–15].
Асимптотический анализ вариации формы и топологии тел с трещинами для вари-

ационных задач был проведен в работах [16–22] и др. В частности, для моделей тел с
условиями непроникания на трещине в работах [23, 24] исследованы задачи оптимально-
го управления формой и положением малого упругого включения, в которых функционал
качества определен в соответствии с критерием разрушения Гриффитса. В [25] обоснован
предельный переход при стремлении параметра ширины упругого включения к нулю и

построена асимптотическая модель упругого тела, содержащего тонкое включение.
В работах [26, 27] получены явные формулы для производной энергии по параметру

изменения формы жестких включений. С использованием граничных условий типа усло-
вий Синьорини задачи о равновесии для составных тел с тонкими упругими или тонки-
ми жесткими включениями изучены, например, в работах [28–31], в которых под тонким
включением понимается включение, размерность которого на единицу меньше размерно-
сти рассматриваемого тела в целом.

В данной работе рассматривается нелинейная модель, описывающая двумерное те-
ло с двумя жесткими включениями, соединенными шарниром, т. е. предполагается, что
оба включения имеют одну общую точку шарнирного соединения. Кроме того, включе-
ния отслаиваются от упругой матрицы на участке границы, образуя тем самым трещину.
Для задач, описывающих тело с двумя объемными жесткими включениями (при этом
размерность объемного включения совпадает с размерностью тела), доказано, что пре-
дельный переход при стремлении параметра ширины включения t к нулю дает задачу о
двух тонких жестких включениях, соединенных шарнирным способом. Настоящая работа
является продолжением работ [32–35], в которых обоснован асимптотический переход меж-
ду моделями упругих тел с многообразиями разных размерностей. В отличие от моделей,
представленных в [32–35], в предлагаемой модели содержится не одно, а два соединенных
включения.

1. Вариационные задачи. Пусть Ω ⊂ R2 — ограниченная область с границей Γ

класса C0,1. Предположим, что граница Γ состоит из двух непересекающихся участков

Γ = Γ0 ∪ Γ1, где meas (Γ0) > 0; meas (Γ1) > 0. Предположим, что кривая γ лежит в обла-
сти Ω, которую можно разбить на две подобласти Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами ∂Ω1

и ∂Ω2, так чтобы выполнялись условия γ ⊂ ∂Ω1 ∩ ∂Ω2 и meas (∂Ωi ∩ Γ0) > 0, i = 1, 2. По-
следнее условие необходимо для выполнения неравенства Корна в нелипшицевой области

Ωγ = Ω \ γ̄. Далее кривая γ соответствует трещине.
1.1. Случай объемных включений. Рассмотрим два семейства подобластей в Ω. Первое

семейство состоит из областей ω1
t ⊂ Ω, каждая из которых имеет форму криволинейного

прямоугольника шириной t ∈ (0, T ]:

ω1
t = {(x1, x2) ∈ R2: g(x1) < x2 < g(x1) + t, x1 ∈ (s1, s2)},

где g ∈ C0,1(s1, s2) — заданная функция; s1 ∈ R, s2 ∈ R, s1 < s2. Предположим, что общая
нижняя сторона

γ1 = {(x1, x2) ∈ R2: x2 = g(x1), x1 ∈ (s1, s2)}
криволинейных прямоугольников ω1

t является частью кривой γ (см. рисунок). Второе се-
мейство состоит из трапеций вида ω2

t ⊂ Ω, ширина которых задана параметром t. При
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Геометрия двумерного композитного тела с объемными включениями

этом трапеции ω2
t имеют общую фиксированную нижнюю сторону γ2, такую что γ2 ⊂ γ и

γ2 ∩ γ1 = ∅. Предположим, что выбор этих двух семейств областей обеспечивает выпол-
нение следующих геометрических условий для всех t ∈ (0, T ]:

1) замыкания областей и соответствующих кривых имеют одну общую точку пересе-
чения

ω̄1
t ∩ ω̄2

t = γ̄2 ∩ γ̄1 = x∗ = (x∗1, x
∗
2);

2) кривую γ можно продолжить до некоторой ограничивающей область O замкнутой

кривой Γ, такой что O ⊂ Ω, ∂O = Γ и наибольшие включения ωi
T ⊂ O , i = 1, 2. При этом

границы областей O \ ω1
t ∪ ω2

t являются липшицевыми для всех t ∈ (0, T ].
Для вектора перемещений W = (w1, w2) компоненты тензора, описывающие деформа-

цию и напряжение упругого неоднородного тела, выражаются соотношениями

εij(W ) = (wi,j + wj,i)/2, i, j = 1, 2,

σij(W ) = cijklεij(W ), i, j = 1, 2,

где cijkl — заданный тензор модулей упругости, который полагается симметричным и
положительно определенным:

cijkl = cklij = cjikl, i, j, k, l = 1, 2, cijkl = const,

cijklξijξkl > c0|ξ|2 ∀ξ: ξij = ξji, i, j = 1, 2, c0 = const, c0 > 0.

Введем следующее пространство Соболева:

H1
Γ0

(Ωγ) = {w ∈ H1(Ωγ): w = 0 на Γ0}, H(Ωγ) = H1
Γ0

(Ωγ)2.

В соответствии с предположением о возможности разбиения области Ωγ на липшицевы

подобласти в силу неравенства Корна выполняется равномерная оценка снизу∫
Ωγ

σij(W )εij(W ) dx > c‖W‖2
H(Ωγ) ∀W ∈ H(Ωγ) (1)

с постоянной c > 0, не зависящей от W (см. [5, 36]).

Замечание 1. Неравенство (1) обеспечивает эквивалентность стандартной нормы
в H(Ωγ) и полунормы, определяемой его левой частью, а также коэрцитивность функцио-
нала энергии Π(W ), определенного ниже.

Для того чтобы сформулировать задачу о равновесии упругого тела с шарнирно соеди-
ненными объемными включениями, зафиксируем параметр t ∈ (0, T ]. Предположим, что
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области ω1
t и ω2

t соответствуют жестким включениям, а дополнение Ωγ\ ω1
t ∪ ω2

t — упруго-
му телу. Следуя подходу [37], подвижное жесткое включение, соответствующее некоторому
множеству Q ⊂ Ω, будем описывать, задавая поля перемещений на Q, так чтобы выполня-
лось условие W |Q = ρ, ρ ∈ R(Q), где R(Q) — пространство инфинитезимальных жестких

перемещений [37]:

R(Q) = {ρ = (ρ1, ρ2): ρ(x) = b(x2,−x1) + (c1, c2); b, c1, c2 ∈ R, x ∈ Q}.
Наличие двух объемных жестких включений, занимающих области ω1

t и ω2
t , моделируется

следующими соотношениями:

W
∣∣
ωi

t
= ρi, ρi ∈ R(ωi

t), i = 1, 2.

Замечание 2. Условия W ∈ H(Ωγ) и W |ωi
t

= ρi, ρi ∈ R(ωi
t), i = 1, 2 означают, что

можно продолжить функции

ρi = bi(x2,−x1) + (ci
1, c

i
2), (x1, x2) ∈ ωi

t

до границы множеств ω̄1
t , ω̄2

t с прежними значениями

ρi(x) = bi(x2,−x1) + (ci
1, c

i
2), (x1, x2) ∈ ω̄i

t

и получить равенство в точке шарнирного соединения

ρ1(x∗) = ρ2(x∗),

где

W
∣∣
ωi

t
= ρi, ρi ∈ R(ω̄i

t), i = 1, 2.

Условие взаимного непроникания на двух противоположных берегах трещины γ+ (вы-
ше кривой γ (см. рисунок)) и γ− (ниже кривой γ (см. рисунок)) задается согласно [5]:

[W ]ν > 0 на γ. (2)

Здесь ν = (ν1, ν2) — единичный вектор нормали к γ, направленный внутрь включений (см.
рисунок); [v] = v|γ+ − v|γ− — скачок функции v на γ. На участке Γ0 внешней границы Γ
задается однородное условие Дирихле. Введем функционал энергии

Π(W ) =
1

2

∫
Ωγ

σij(W )εij(W ) dx−
∫
Ωγ

FW dx,

где F = (f1, f2) ∈ L2(Ωγ)2 — заданный вектор внешних сил. Задачу о равновесии тела с
трещиной можно сформулировать в виде задачи минимизации: найти значения Ut ∈ Kt,
такие что

Π(Ut) = inf
W∈Kt

Π(W ), (3)

где Kt — множество допустимых перемещений:

Kt = {W ∈ H(Ωγ): W
∣∣
ωi

t
= ρi, ρi ∈ R(ωi

t), i = 1, 2}

(W удовлетворяет (2)).
Нетрудно показать, что множество Kt является выпуклым и замкнутым, а следова-

тельно, слабозамкнутым. Коэрцитивность квадратичного функционала энергии Π(W ) (1)
гарантирует, что задача (3) имеет единственное решение. Кроме того, функционал Π(W )



Н. П. Лазарев, В. А. Ковтуненко 209

является дифференцируемым по Гато, и задача (3) эквивалентна следующему вариацион-
ному неравенству (см. [5]):

Ut ∈ Kt,

∫
Ωγ

σij(Ut)εij(W − Ut) dx >
∫
Ωγ

F (W − Ut) dx ∀W ∈ Kt. (4)

Следуя [6], можно показать, что вариационная задача (3) при достаточной гладкости ре-
шения эквивалентна задаче в дифференциальной постановке:

−σij,j(Ut) = fi в Ω \ ω1
t ∪ ω2

t , i = 1, 2,

σ−τ (Ut) = (0, 0), [Ut]ν > 0, σ−ν (Ut) 6 0, σ−ν (Ut)([Ut]ν) = 0 на γ,

Ut = 0 на Γ0,

Ut

∣∣
ω2

t
= ρ1

t , Ut

∣∣
ω2

t
= ρ2

t , ρi
t ∈ R(ωi

t), i = 1, 2,

−
∫

∂ω1
t

σij(Ut)n
1
jρ

1
i −

∫
∂ω2

t

σij(Ut)n
2
jρ

2
i =

∫
ω1

t

Fρ1 +

∫
ω2

t

Fρ2

для всех ρ1 = (ρ1
1, ρ

1
2) ∈ R(ω1

t ) и ρ2 = (ρ2
1, ρ

2
2) ∈ R(ω2

t ). Здесь n1 = (n1
1, n

1
2) — внешняя

нормаль к ω1
t ; n2 = (n2

1, n
2
2) — внешняя нормаль к ω2

t ,

σν(Ut) = σij(Ut)νiνj ; (5)

στ (Ut) = (σ1
τ (Ut), σ

2
τ (Ut)) = (σ1j(Ut)νj , σ2j(Ut)νj)− σν(Ut)ν. (6)

1.2. Случай тонких включений. Наряду с рассматриваемыми задачами о равнове-
сии составного тела с объемными жесткими включениями сформулируем также задачу

о равновесии упругого тела с двумя шарнирно соединенными тонкими включениями. Тон-
кие включения соответствуют кривым γ1 и γ2. Как и в рассмотренном выше случае (см.
подп. 1.1), предположим, что тело содержит трещину, расположенную на границе контак-
та разных материалов. При этом в недеформированном состоянии трещина описывается
той же кривой γ. Для случая тонких включений определим выпуклое и замкнутое множе-
ство допустимых перемещений

K0 = {W ∈ H(Ωγ): W
∣∣
γ+
i

= ρi, ρi ∈ R(γi), i = 1, 2}

(W удовлетворяет (2) согласно замечанию 2).
Аналогично тому, как это сделано в замечании 2, можно продолжить функции ρi ∈

R(γi), i = 1, 2 на замкнутые множества γ̄i, i = 1, 2 и записать равенство в точке шарнир-
ного соединения

ρ1(x∗) = ρ2(x∗),

где

W
∣∣
γ+
i

= ρi, ρi ∈ R(γ̄i), i = 1, 2.

Те же свойства K0 и Π(W ), что и для задачи (3), позволяют установить существование и
единственность решения U0 следующей вариационной задачи:

Π(U0) = inf
W∈K0

Π(W ). (7)

Можно показать, что эта задача эквивалентна вариационному неравенству (см. [6])

U0 ∈ K0,

∫
Ωγ

σij(U0)εij(W − U0) dx >
∫
Ωγ

F (W − U0) dx ∀W ∈ K0. (8)
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Также справедливо утверждение, что задача (5) при достаточной гладкости решения U0

является эквивалентной следующей задаче в дифференциальной постановке [6]:

−σij,j(U0) = fi в Ωγ , i = 1, 2,

σ−τ (U0) = (0, 0), [U0]ν > 0, σ−ν (U0) 6 0, σ−ν (U0)([U0]ν) = 0 на γ,

U0 = 0 на Γ0,

U0

∣∣
γ1

= ρ1
0, U0

∣∣
γ2

= ρ2
0, ρi

0 ∈ R(γi), i = 1, 2,∫
γ1

[σij(U0)νj ]ρ
1
i +

∫
γ2

[σij(U0)νj ]ρ
2
i = 0

для всех ρ1 = (ρ1
1, ρ

1
2) ∈ R(γ1) и ρ2 = (ρ2

1, ρ
2
2) ∈ R(γ2). Функции σ−ν (U0), σ−τ (U0) определя-

ются так же, как функции σ−ν (Ut), σ−τ (Ut) в (5), (6).
2. Предельный переход. Покажем, что задача (8) может быть получена как пре-

дельная для задач с объемными включениями (4) при t → 0. Докажем, что решения {Ut}
задач (4) сходятся сильно к U0 при t → 0 в H(Ωγ).

Для обоснования указанного выше предельного перехода построим сходящиеся после-
довательности пробных функций из допустимых множеств Kt и K0.

Лемма. Пусть {tn} ⊂ (0, T ] — последовательность действительных чисел, сходя-
щаяся к нулю при n → ∞. Тогда для произвольной функции W ∈ K0 найдутся подпо-
следовательность {tk} = {tnk

} ⊂ {tn} и последовательность функций {Wk}, такие что
Wk ∈ Ktk , k ∈ N и Wk → W сильно в H(Ωγ) при k →∞.

Доказательство. Если подпоследовательность tnk
= 0, то утверждение леммы спра-

ведливо для Wk ≡ W , k ∈ N. Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда tn > 0 при
достаточно больших n. Обозначим через ρi = (bix2 + ci

1,−bix1 + ci
2) жесткие перемещения

на γi, i = 1, 2 и расширим области определения ρ1, ρ2 на наибольшие области ωi
T , i = 1, 2

равенствами

ρi = (bix2 + ci
1,−bix1 + ci

2), x = (x1, x2) ∈ ωi
T , i = 1, 2.

Для построения искомой последовательности {Wk} рассмотрим вспомогательные за-
дачи со специальными краевыми условиями и условиями для перемещений на ω1

t , ω2
t ,

t ∈ (0, T ]. Зафиксируем произвольное значение t ∈ (0, T ] и сформулируем следующие вспо-
могательные вариационные задачи: найти значения Wt ∈ K ′

t, такие что

p(Wt) = inf
χ∈K′

t

p(χ), (9)

где

p(χ) =

∫
Ωγ

σij(χ−W )εij(χ−W ) dx,

K ′
t = {χ ∈ H(Ωγ): χ = W на Γ1 ∪ γ+ ∪ γ−, χ

∣∣
ωi

t
= ρi, i = 1, 2}.

В силу неравенства Корна (1) квадратичный функционал p(χ) является коэрцитивным
и слабополунепрерывным снизу в пространстве H(Ωγ). Нетрудно показать, что множе-
ство K ′

t выпукло и замкнуто в H(Ωγ). С учетом строгой выпуклости p(χ) эти свойства
обеспечивают существование единственного решенияWt задачи (9), которая эквивалентна
следующему вариационному неравенству (см. [5]):

Wt ∈ K ′
t,

∫
Ωγ

σij(Wt −W )εij(χ−Wt) dx > 0 ∀χ ∈ K ′
t. (10)
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Построим пробную функцию Ŵ , принадлежащую множествам K ′
t при всех t ∈ (0, T ].

Применяя операторы поднятия для липшицевых областей O \ ω1
T ∪ ω2

T и Ω \ O , зададим

функцию Ŵ ∈ H(Ωγ), такую что Ŵ = ρi в ωi
T , i = 1, 2 и Ŵ = W на Γ1 ∪ γ+ ∪ γ−.

Подставляя Ŵ в качестве пробных функций в (10), получаем∫
Ωγ

σij(Wt −W )εij(Ŵ ) dx +

∫
Ωγ

σij(W )εij(Wt) dx >
∫
Ωγ

σij(Wt)εij(Wt) dx ∀t ∈ (0, T ].

Отсюда с учетом неравенства Корна следует равномерная по t оценка

‖Wt‖ 6 c ∀t ∈ (0, T ].

Таким образом, из последовательности {Wtn} можно выделить подпоследовательность
{Wl}, которая определяется равенствами Wl = Wtnl

, l ∈ N (далее для элементов подпосле-

довательности используется обозначение tl = tnl
) и слабо сходится к некоторому пределу

W̃ в H(Ωγ). Покажем далее, что W̃ = W совпадает с заданной функцией.
Поскольку по построению Wl − W ∈ H1

0 (Ωγ)2, в силу слабой замкнутости H1
0 (Ωγ)2

функция W̃ − W принадлежит пространству H1
0 (Ωγ)2. Рассмотрим комбинации вида

χ±l = Wl ±ϕ, где ϕ — произвольная функция в пространстве гладких финитных функций

C∞
0 (Ωγ)2. Заметим, что χ±l ∈ K ′

tl
при достаточно больших l. Подставим элементы последо-

вательностей χ+
l и χ−l в качестве пробных функций в неравенства (10), соответствующие

параметрам tl. В результате получаем

Wl ∈ K ′
tl
,

∫
Ωγ

σij(Wl −W )εij(ϕ) dx = 0. (11)

Зафиксируем функцию ϕ. Переходя к пределу l →∞ в (11), находим∫
Ωγ

σij(W̃ −W )εij(ϕ) dx =

∫
Ωγ

σij(W̃ −W )εij(ϕ) dx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ωγ)2.

Поскольку пространство C∞
0 (Ωγ) является плотным в H1

0 (Ωγ), получаем W̃ − W = 0 в

H1
0 (Ωγ)2. Таким образом, имеет место равенство W̃ = W в H(Ωγ). Следовательно, суще-

ствует последовательность {Wl}, такая что Wl ∈ K ′
tl
, l ∈ N и Wl → W слабо в H(Ωγ) при

l →∞.
Докажем сильную сходимость Wl → W . Согласно теореме Мазура существуют функ-

ция N : N → N и последовательность действительных чисел {α(n)i: i = n, . . . , N(n)} со
свойствами

α(n)i > 0, i = n, . . . , N(n),

N(n)∑
i=n

α(n)i = 1,

такая что последовательность {Wn}, заданная выпуклой комбинацией

Wn =

N(n)∑
i=n

α(n)iWi,

сходится к W сильно в H(Ωγ). Определим искомую последовательность {Wk} следующим
образом:

W1 = WN(1), W2 = WN(N(1)), . . . , Wk = WNk(1), . . . .
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Построенная функция Wk принадлежит множеству Kt
Nk(1)

, соответствующему подпосле-

довательности {tNk(1)} последовательности {tn}.
Имеет место следующая

Теорема. Пусть Ut — решения задачи минимизации с объемными включениями (3),
соответствующие параметрам t ∈ (0, T ], а U0 — решение задачи с тонкими включени-
ями (7). Тогда Ut → U0 сильно в H(Ωγ) при t → 0.

Доказательство. Докажем утверждение от противного. Предположим, что суще-
ствуют число ε0 > 0 и последовательность {tn} ⊂ (0, T ], такие что tn → 0, ‖Un−U0‖H(Ωγ) >
ε0, где Un = Utn (n ∈ N) — решения задачи (3), соответствующие tn. Поскольку
W 0 ≡ 0 ∈ Kt для всех t ∈ (0, T ], подставляя W = W 0 в вариационное неравенство (4)
для фиксированного t ∈ (0, T ], получаем

Ut ∈ Kt,

∫
Ωγ

σij(Ut)εij(Ut) dx 6
∫
Ωγ

FUt dx ∀ t ∈ (0, T ].

Отсюда следует, что для всех t ∈ (0, T ] справедлива равномерная оценка

‖Ut‖H(Ωγ) 6 c

с некоторой постоянной c > 0, не зависящей от t. Заменяя последовательность {Un} ее под-
последовательностью, получаем, что {Un} сходится к некоторой функции Ũ слабо в H(Ωγ).

Покажем, что Ũ ∈ K0. Имеем Un|ωi
tn

= ρi
n ∈ R(ωi

tn), i = 1, 2. В соответствии с теоремой

вложения Соболева (см. [5])

Un

∣∣
γ
→ Ũ

∣∣
γ
сильно в L2(γ

+)2 и L2(γ
−)2 при n →∞. (12)

Выбирая подпоследовательность, будем считать, что Un → Ũ почти всюду при n → ∞
как на γ+, так и на γ−. Это позволяет сделать вывод, что каждая из числовых последо-
вательностей {bi

n}, {ci
1n}, {ci

2n}, определяющих структуру жестких перемещений ρi
n на γi,

i = 1, 2, ограничена по модулю. Выделяя подпоследовательности, для которых сохраняют-
ся прежние обозначения с индексом n, находим

bi
n → bi, ci

1n → ci
1, ci

2n → ci
2, i = 1, 2 при n →∞.

С учетом сказанного выше и в силу (12) можно сделать вывод, что след на верхнем берегу
трещины является функцией с заданной линейной структурой:

Ũ
∣∣
γ+
i

= ρi = (bix2 + ci
1,−bix1 + ci

2) на γi,

т. e. ρi ∈ R(γi), i = 1, 2. Справедливость условия непроникания (2) для предельной функ-
ции Ũ следует из существования подпоследовательности, такой что {Unk

} → Ũ почти

всюду на γ (см., например, [5, 32]). Таким образом, Ũ ∈ K0.
Докажем, что предел Ũ = U0 совпадает с решением задачи (7). Для этого пока-

жем возможность предельного перехода в неравенствах (4). Согласно лемме для любого
W ∈ K0 существуют подпоследовательность {tk} = {tnk

} ⊂ {tn} и последовательность
функций {Wk}, таких что Wk ∈ Ktk и Wk → W сильно в H(Ωγ) при k → ∞. Вследствие

слабой сходимости Un → Ũ это позволяет перейти к пределу при k →∞ в неравенстве (4)
для t = tk и пробных функций Wk, k = 1, 2, . . .:∫

Ωγ

σij(Unk
)εij(Wnk

− Unk
) dx >

∫
Ωγ

F (Wnk
− Unk

) dx.
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В пределе получаем вариационное неравенство∫
Ωγ

σij(Ũ)εij(W − Ũ) dx >
∫
Ωγ

F (W − Ũ) dx ∀W ∈ K0.

Однозначная разрешимость этого неравенства доказывает тождество Ũ ≡ U0.
Докажем сильную сходимость Un → U0 в H(Ωγ). Из вариационного неравенства (4)

для некоторого t ∈ (0, T ] в результате подстановки W = 2Ut и W = 0 получаем равенство

Ut ∈ Kt,

∫
Ωγ

σij(Ut)εij(Ut) dx =

∫
Ωγ

FUt dx ∀ t ∈ (0, T ]. (13)

Из уравнения (13) наряду со слабой сходимостью Un → U0 в H(Ωγ) при n →∞ следует

lim
n→∞

∫
Ωγ

σij(Un)εij(Un) dx = lim
n→∞

∫
Ωγ

FUn dx =

∫
Ωγ

FU0 dx =

∫
Ωγ

σij(U0)εij(U0) dx.

С учетом эквивалентности норм (см. замечание 1) последнее равенство означает сильную
сходимость Un → U0 в H(Ωγ) при n →∞.

Заключение. Проведен анализ семейства вариационных задач (3), описывающих рав-
новесие упругих тел с двумя шарнирно соединенными объемными включениями варьиру-
емой ширины t ∈ (0, T ]. Нелинейность исследованных задач обусловлена тем, что на кри-
вой, описывающей трещину на границе включений, заданы условия непроникания типа
неравенств. Доказано, что задача для тела с шарнирно соединенными тонкими включени-
ями (7) может быть представлена как предельная для семейства задач (3) с двумя шар-
нирно соединенными объемными включениями. При этом установлена сильная сходимость
решений Ut задач (3) к решению U0 задачи (7) при t → 0.
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