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С использованием уравнений пограничного слоя жидкости Олдройда-B с учетом тепло-
обмена исследовано смешанное конвективное течение жидкости Олдройда-B при нали-
чии теплового излучения, вызванное растяжением наклонной поверхности. Дифферен-
циальные уравнения в частных производных преобразованы в обыкновенные дифферен-
циальные уравнения. Выполнен численный анализ решений в виде сходящихся рядов.
Получены значения локального числа Нуссельта. Исследовано влияние различных па-
раметров на скорость и температуру.
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Введение. В ряде физических процессов материал приводит в движение находящуюся
в состоянии покоя жидкость. В этом случае тепловое излучение и движение твердого мате-
риала обусловливают возникновение течения жидкости. Смешанные конвективные тече-
ния используются в различных областях промышленности и техники (пищевая промыш-
ленность, охлаждение ядерных реакторов при аварийной остановке, приемники солнечного
излучения, теплообменники, помещенные в низкоскоростную окружающую среду, смазка
керамических деталей машин). Установлено, что силы плавучести, возникающие при на-
гревании или охлаждении непрерывно растягивающихся пластин, оказывают влияние на
течение, тепловые поля и, следовательно, на характеристики теплообмена [1]. Некоторые
металлургические процессы включают охлаждение лент или нитей, непрерывно движу-
щихся в находящейся в состоянии покоя жидкости. При этом скорость охлаждения влияет
на качество конечного продукта и его характеристики. В [2–10] представлены результаты
исследования течения вязких и неньютоновских жидкостей на растягивающихся поверх-
ностях при наличии теплообмена. Однако воздействие теплового излучения, особенно при
смешанном конвективном течении жидкостей включая неньютоновские, изучено недоста-
точно [11–15].

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке деканата научных исследований (DSR) Уни-
верситета короля Абдул-Азиза (Джедда, Саудовская Аравия).
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Целью данной работы является описание воздействия теплового излучения на смешан-
ное конвективное течение неньютоновской жидкости, вызванное растяжением наклонной
поверхности. При этом используются материальные уравнения жидкости Олдройда-B и

метод гомотопического анализа (МГА) [16–25].
1. Математический анализ. Рассмотрим стационарное двумерное смешанное кон-

вективное течение несжимаемой жидкости Олдройда-B по наклонной растягивающейся

поверхности. Для учета теплового излучения используется приближение Росселенда.Ось x
направлена вдоль растягивающейся поверхности, ось y — по нормали к оси x. Законы со-
хранения массы, импульса и энергии при отсутствии вязкой диссипации имеют вид
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где u, v — компоненты скорости в направлениях x и y соответственно; λ1, λ2 — времена

релаксации и запаздывания соответственно; ν = µ/ρ — кинематическая вязкость; σ∗ —
постоянная Стефана — Больцмана; T — температура жидкости; ρ — плотность жидко-
сти; g — ускорение свободного падения; βT — коэффициент теплового расширения; cp —
удельная теплоемкость; k∗ — средний коэффициент поглощения; k — теплопроводность.

Соответствующие граничные условия записываются в виде

y = 0: u = cx, v = 0, T = Tw,

y →∞: u→ 0, T → T∞,

где Tw — температура поверхности:

Tw(x, t) = T∞ + bx,

b, c — положительные константы. После введения функции тока ψ и новых переменных

η =

√
c

ν
y, ψ =

√
cν xf(η), θ(η) =

T − T∞
Tw − T∞

,

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x

условие несжимаемости удовлетворяется явно, а функции f и θ определяются из уравнений

f ′′′ + ff ′′ − f ′2 + β1(2ff
′f ′′ − f2f ′′′)− β2(f

′′2 − ff ′′′′) + λθ cosα = 0,

(1 + 4R/3)θ′′ + Pr (fθ′ − f ′θ) = 0,

f(0) = 0, f ′(0) = 1, f ′(∞) → 0, θ(0) = 1, θ(∞) → 0,

где β1 = λ1c, β2 = λ2c — числа Деборы; λ = Grx /Re2
x — параметр смешанной конвекции;

Grx = gβ(Tw−T∞)x3/v2 — локальное число Грасгофа; Rex = u2
wx

2/v2 — число Рейнольд-
са; Pr = µcp/k — число Прандтля; R = 4σ∗T 3

∞/(k
∗k) — параметр теплового излучения;

штрихи обозначают дифференцирование по η.
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Локальное число Нуссельта Nux выражается через тепловой поток qw:
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Это выражение в безразмерных переменных записывается в виде
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Вводя множество базовых функций {ηk e−nη: k > 0, n > 0}, можно представить функ-
ции fm(η), θm(η) в виде рядов
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где am,n, bm,n — коэффициенты.
Начальные значения f0, θ0 и вспомогательные линейные операторы Lf , Lθ выбраны

следующим образом:

f0(η) = 1− e−η, θ0(η) = e−η,

Lf =
d3f
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, Lθ =
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dη2
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Здесь

Lf [C1 + C2 eη + C3 e−η] = 0, Lθ[C4 eη + C5 e−η] = 0,

Ci (i = 1, . . . , 5) — произвольные постоянные. Вводя параметр вложения p ∈ [0, 1] и нену-
левые дополнительные параметры hf , hθ, запишем задачу деформации в нулевом порядке
приближения:

(1− p)Lf [f̂(η, p)− f0(η)] = phfNf [f̂(η, p), θ̂(η, p)],

(1− p)Lθ[θ̂(η, p)− θ0(η)] = phθNθ[f̂(η, p), θ̂(η, p)],
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При p = 0 и p = 1 имеем

f̂(η; 0) = f0(η), f̂(η; 1) = f(η),

θ̂(η; 0) = θ0(η), θ̂(η; 1) = θ(η).
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При 0 < p < 1 значения функций f̂(η; p) и θ̂(η; p) изменяются от f0(η) и θ0(η) до f(η)
и θ(η) соответственно. Используя разложение в ряд Тейлора, получаем
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Вспомогательные параметры hf и hθ выбраны таким образом, что при p = 1 ряды (1), (2)
сходятся. Следовательно,
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Задача в приближении m-го порядка записывается в виде
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Общие решения уравнений (3)–(5) можно записать следующим образом:

fm(η) = f∗m(η) + C1 + C2 eη + C3 e−η, θm(η) = θ∗m(η) + C4 eη + C5 e−η .

Здесь f∗m(η), θ∗m(η) — частные решения,

C1 = −C3 − f∗m(0), C2 = C4 = 0, C3 =
∂f∗m(η)

∂η

∣∣∣
η=0

, C5 = −θ∗m(0).

2. Сходимость рядов решений. Решения в виде ряда содержат ненулевые вспо-
могательные параметры hf и hθ. Для того чтобы найти допустимые значения hf и hθ,
были построены hf - и hθ-кривые для приближения 20-го порядка. Установлено, что
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Рис. 1. h-кривые для функций f ′′(0) (1) и θ′(0) (2) при λ = 0,5, λ1 = 0,3, β = 0,2,
α = π/4, R = 0,3, Pr = 0,7

Та бли ц а 1

Сходимость решений, полученных с использованием МГА, для приближений различного порядка
при α = π/4, β1 = 0,2, λ = 0,5, β2 = 0,3, Pr = 0,7, R = 0,3

Порядок приближения −f ′′(0) −θ′(0)

1 0,695 55 0,730 00
5 0,751 63 0,725 03
10 0,752 41 0,724 57
15 0,752 40 0,724 57
20 0,752 39 0,724 56
25 0,752 39 0,724 56
30 0,752 39 0,724 56

−1,40 6 hf 6 −0,25, −1,40 6 hθ 6 −0,25 (рис. 1). Ряды (4) сходятся в области η при
hf = hθ = −1. Из табл. 1 следует, что решения как для скорости, так и для температуры,
представленные в виде рядов для приближения 20-го порядка, сходятся.

3. Обсуждение результатов. Проведено исследование влияния различных физи-
ческих параметров на скорость f ′(η) и температуру θ(η). На рис. 2–7 представлены за-
висимости скорости и температуры от угла наклона α, чисел Деборы β1 и β2, параметра
теплового излучения R, параметра смешанной конвекции λ и числа Прандтля Pr. На рис. 2
видно, что с увеличением угла наклона α скорость жидкости уменьшается, а ее темпера-
тура увеличивается. Кроме того, толщина пограничного слоя — убывающая функция α,
а толщина теплового пограничного слоя — возрастающая функция α. На рис. 3 показано
влияние параметра временной релаксации β1 на скорость и температуру. При увеличении
времени релаксации скорость уменьшается, а температура увеличивается. При увеличе-
нии параметра теплового излучения R температура жидкости увеличивается быстрее, чем
скорость f ′(η) (см. рис. 4). На рис. 5 показано влияние параметра смешанной конвекции λ
на скорость и температуру. Видно, что с увеличением λ скорость жидкости и толщина
вытеснения пограничного слоя увеличиваются, а температура уменьшается. Кроме того,
при увеличении значения λ скорость жидкости увеличивается быстрее, чем температура.
Рост числа Прандтля Pr приводит к уменьшению температуропроводности, вследствие
чего скорость и температура уменьшаются (см. рис. 6). На рис. 7 показано влияние вре-
мени запаздывания β2 на температуру и скорость. Видно, что с увеличением β2 скорость
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Рис. 2. Зависимости скорости f ′ (а) и температуры θ (б) от параметра η при различных
значениях угла наклона пластины α:
а — β1 = 0,2, λ = 0,5, β2 = 0,3, R = 0,3, Pr = 0,7, б — β1 = 0,2, λ = 1,0, β2 = 0,2, R = 0,5, Pr = 0,7;
1 — α = 0, 2 — α = π/6, 3 — α = π/4, 4 — α = π/3
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Рис. 3. Зависимости скорости f ′ (а) и температуры θ (б) от параметра η при α = π/4,
λ = 1,0, β2 = 0,2, R = 0,5, Pr = 0,7 и различных значениях числа Деборы β1:
1 — β1 = 0, 2 — β1 = 0,3, 3 — β1 = 0,6, 4 — β1 = 0,9
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Рис. 4. Зависимости скорости f ′ (а) и температуры θ (б) от параметра η при α = π/4,
λ = 1,0, β1 = β2 = 0,2, Pr = 0,7 и различных значениях параметра теплового излучения R:
1 — R = 0, 2 — R = 0,3, 3 — R = 0,6, 4 — R = 0,9
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Рис. 5. Зависимости скорости f ′ (а) и температуры θ (б) от параметра η при
α = π/4, R = 0,5, β1 = β2 = 0,2, Pr = 0,7 и различных значениях параметра
смешанной конвекции λ:
а — 1 — λ = 0, 2 — λ = 0,3, 3 — λ = 0,6, 4 — λ = 0,9; б — 1 — λ = 0, 2 — λ = 0,5, 3 —
λ = 1,0, 4 — λ = 1,5
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Рис. 6. Зависимости скорости f ′ (а) и температуры θ (б) от параметра η при
α = π/4, R = 0,5, β1 = β2 = 0,2 и различных значениях числа Прандтля Pr:
а — λ = 0,5, б — λ = 1,0; 1 — Pr = 0,2, 2 — Pr = 0,5, 3 — Pr = 0,7, 4 — Pr = 1,0

жидкости увеличивается, а температура уменьшается. В табл. 2 приведены значения ло-
кального числа Нуссельта при различных значениях β1, β2, λ, Pr, R. Следует отметить,
что с увеличением β1, β2, Pr значения локального числа Нуссельта увеличиваются, а с
увеличением λ и R — уменьшаются.

Заключение. В работе изучено влияние теплового излучения на смешанное конвек-
тивное течение жидкости Олдройда-B по наклонной растягивающейся пластине. Прове-
денное исследование позволяет сделать следующие выводы.

С увеличением параметра смешанной конвекции λ скорость жидкости увеличивается,
а температура уменьшается.

С увеличением угла наклона α толщина пограничного слоя уменьшается, а толщина
теплового пограничного слоя увеличивается.

При увеличении числа Прандтля Pr температура уменьшается быстрее, чем скорость.
С увеличением числа Прандтля толщина теплового пограничного слоя уменьшается.
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Рис. 7. Зависимости скорости f ′ (а) и температуры θ (б) от параметра η при
α = π/4, R = 0,5, Pr = 0,7, β1 = 0,2, λ = 0,5 и различных значениях парамет-
ра β2:
а— 1 — β2 = 0, 2 — β2 = 0,3, 3 — β2 = 0,6, 4 — β2 = 0,9; б— 1 — β2 = 0, 2 — β2 = 0,5,
3 — β2 = 1,0, 4 — β2 = 1,5

Та бли ц а 2

Значения локального числа Нуссельта

при α = π/4 и различных значениях β1, β2, λ, Pr, R

β1 β2 λ Pr R −(1 + 4R/3)θ′(0)

0 0,2 0,5 0,7 0,3 0,738 87
0,2 0,2 0,5 0,7 0,3 0,712 84
0,4 0,2 0,5 0,7 0,3 0,724 56
0,5 0,2 0,5 0,7 0,3 0,705 28
0,2 0 0,5 0,7 0,3 0,707 29
0,2 0,2 0,5 0,7 0,3 0,719 25
0,2 0,4 0,5 0,7 0,3 0,729 51
0,2 0,5 0,5 0,7 0,3 0,734 13
0,2 0,2 0 0,7 0,3 0,667 87
0,2 0,2 0,3 0,7 0,3 0,703 24
0,2 0,2 0,5 0,7 0,3 0,719 24
0,2 0,2 0,8 0,7 0,3 0,738 69
0,2 0,2 0,5 0,3 0,3 0,437 57
0,2 0,2 0,5 0,5 0,3 0,589 61
0,2 0,2 0,5 0,7 0,3 0,719 25
0,2 0,2 0,5 0,9 0,3 0,834 72
0,2 0,2 0,5 0,7 0 0,840 20
0,2 0,2 0,5 0,7 0,2 0,754 19
0,2 0,2 0,5 0,7 0,5 0,660 85
0,2 0,2 0,5 0,7 0,7 0,609 59
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Числа Деборы β1 и β2 оказывают противоположное влияние на скорость и темпе-
ратуру. При увеличении β1 скорость уменьшается, а температура увеличивается, при
увеличении β2 — наоборот.
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