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С использованием пакета Wolfram Mathematica численно исследовано стационарное те-
чение в пограничном слое со смешанной конвекцией электропроводящей наножидкости
(Cu — H2O), удовлетворяющей степенному закону, на растягивающейся вертикальной
нагретой пластине при наличии переменного магнитного поля. Предполагается, что
скорость растяжения поверхности и ее температура линейно зависят от расстояния до
начала координат. Получено автомодельное решение, зависящее от объемной доли на-
ночастиц, показателя в степенном законе, параметра магнитного поля, конвективного
параметра плавучести и модифицированного числа Прандтля.
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Введение. Наножидкость представляет собой коллоидный раствор, содержащий на-
норазмерные твердые частицы, и имеет аномально большую теплопроводность по срав-
нению с базовыми жидкостями. Теплопроводность наножидкостей зависит от физико-
химических свойств базовой жидкости и наночастиц, концентрации частиц, температуры
жидкости и размера частиц. Вязкость и удельная теплоемкость наножидкостей и базовых
жидкостей существенно различаются, поэтому неоднократно предпринимались попытки
увеличить теплопроводность жидкостей путем создания суспензий с частицами, имеющи-
ми микро- и наноразмеры. В работе [1] исследован процесс теплообмена, возникающий
при естественной конвекции в ламинарном пограничном слое ньютоновской наножидко-
сти. В [2] разработана модель наножидкостей с эффективной теплопроводностью. Со-
гласно этой модели зависимость теплопроводности от концентрации наночастиц является

нелинейной. В работе [3] изучена вязкость наножидкостей. В [4] с использованием модели
броуновской динамики, объединенной с моделью Грина — Кубо, исследована теплопро-
водность наножидкостей. В последнее время появились работы, посвященные численному
моделированию теплообмена, возникающего при естественной конвекции в наножидкостях
(см., например, [5–9]). В этих работах использовались метод конечных разностей и метод
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конечных объемов, для реализации которых требуются значительные вычислительные ре-
сурсы. Обзор работ, посвященных исследованию наножидкостей, приведен в [10–14].

Ряд жидкостей, используемых в промышленности (жидкие пластмассы, полимеры,
целлюлозные массы и т. д.), являются неньютоновскими. Известно, что многие неупругие
неньютоновские жидкости, применяемые в химических технологических процессах, опи-
сываются эмпирической моделью Освальда — де Ваале, или так называемой степенной
моделью, в которой напряжение сдвига представляет собой степенную функцию скорости
деформации. В работе [15] интегральный метод, предложенный в [16] для исследования те-
чения на изотермической плоской пластине, обобщен на случай псевдопластической жид-
кости, обтекающей осесимметричное тело. В [17] предложен интегральный метод решения
задачи теплопроводности в удовлетворяющих степенному закону неньютоновских жидко-
стях, обтекающих тела произвольной формы. Задача о течении несжимаемой неньютонов-
ской степенной жидкости на плоской пластине при наличии магнитного поля и градиента

давления, а также в случае наличия или отсутствия вдува и отсоса исследована в рабо-
те [18]. В [19] определены характеристики теплообмена в неньютоновской жидкости, нахо-
дящейся на поверхности, растягивающейся по степенному закону, с учетом изменяющейся
температуры поверхности при наличии вдува и отсоса. В [20] обобщены результаты рабо-
ты [21] для неньютоновской, удовлетворяющей степенному закону жидкости, находящейся
на линейно растягивающейся пластине. В работе [22] проведены аналогичные исследова-
ния с учетом теплообмена. Течение и теплообмен в удовлетворяющей степенному закону
жидкости, находящейся на непрерывно движущейся пластине, изучены в [23]. Уравнения
пограничного слоя типа слоя Фолкнера — Скана для жидкостей, удовлетворяющих сте-
пенному закону, получены в работе [24]. В [25] изучено стационарное магнитогидродина-
мическое течение электропроводящей жидкости, удовлетворяющей степенному закону, на
вертикальной растягивающейся пластине. Задача рассматривалась в предположении, что
скорость поверхности и ее температура изменяются по линейному закону в зависимости

от расстояния от начала координат.
В последнее время проведен ряд исследований влияния магнитного поля на течение

наножидкости и теплообмен в ней. В работе [26] получено автомодельное решение задачи
о течении в ламинарном свободно-конвективном пограничном слое жидкости при нали-
чии поперечного магнитного поля над перевернутым конусом, на поверхности которого
задавались смешанные граничные условия для потока тепла. В [26] также определена ско-
рость пограничного слоя и построены профили температуры при различных значениях

параметра магнитного поля и числа Прандтля. В [27] исследованы течение и теплообмен
в пограничном слое несжимаемой электропроводящей вязкоупругой жидкости на линей-
но растягивающейся пластине с учетом наличия поперечных магнитных и электриче-
ских полей. В [28] описана модель стационарного неавтомодельного ламинарного течения
в пограничном слое жидкого металла на движущейся непроводящей пластине при нали-
чии магнитного поля, направленного вдоль нее. В работе [29] с использованием метода
гомотопического анализа изучены нестационарное магнитогидродинамическое течение и

теплообмен в ньютоновской жидкости на растянутой импульсами в двух поперечных на-
правлениях плоской поверхности. В [30] исследовано влияние мгновенно возникающего и
снимаемого магнитного поля на течение вязкой жидкости на растягивающейся пластине.
Течение и теплообмен в пограничном слое несжимаемой электропроводящей вязкоупру-
гой жидкости на растягивающейся пластине изучено в работе [31]. Течение наножидкости
через пористую поверхность при наличии теплообмена и магнитного поля исследовано

в [32, 33]. Жидкость, удовлетворяющая степенному закону, изучалась также в [34].
В данной работе исследуется влияние различных параметров (объемной доли нано-

частиц и параметра магнитного поля) на стационарное двумерное течение и теплообмен
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в несжимаемой вязкой неньютоновской, удовлетворяющей степенному закону наножидко-
сти, обтекающей вертикальную поверхность, при наличии магнитного поля.

1. Формулировка задачи. Рассматривается стационарное двумерное течение вязкой
несжимаемой электропроводящей наножидкости, удовлетворяющей степенному закону, на
растягивающейся пластине при наличии магнитного поля. Две равные и противополож-
но направленные силы действуют на пластину таким образом, что она растягивается по
линейному закону, при этом положение начала координат не меняется. Ось x направлена
вдоль растягивающейся пластины, ось y — перпендикулярно ей. Поперечное магнитное
поле B0 является однородным. Предполагается, что скорость uw(x) и температура Tw(x)
на непрерывно растягивающейся поверхности — линейные функции x (x — расстояние от

начала координат) [25]. Температура жидкости на бесконечности имеет постоянное значе-
ние T∞. Считается, что базовая жидкость и взвешенные наночастицы находятся в состоя-
нии теплового равновесия и между ними отсутствует проскальзывание. Теплофизические
характеристики наножидкости указаны в работе [30]. С учетом введенных предположений
уравнения пограничного слоя, определяющие течение и температуру при наличии прито-
ка (оттока) тепла (с использованием приближения пограничного слоя и в пренебрежении
вязкой диссипацией), записываются в виде
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∂y
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u
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∂x
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u
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∂y
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где u, v — компоненты скорости в направлениях x и y соответственно; T — локальная тем-
пература жидкости; n — показатель степени; β — параметр притока (оттока) тепла; σ —
электропроводность; g — ускорение свободного падения; ρnf — эффективная плотность;
µnf — эффективная динамическая вязкость; (ρβ)nf — коэффициент теплового расшире-
ния; αnf — эффективный коэффициент тепловой диффузии. Эффективные плотность и
динамическая вязкость, коэффициент теплового расширения, теплоемкость (ρCp)nf , эф-
фективный коэффициент тепловой диффузии и эффективная теплопроводность наножид-
кости knf определяются следующим образом (см. [9]):

ρnf = (1− ϕ)ρf + ϕρs, µnf =
µf

(1− ϕ)2,5
, (ρβ)nf = (1− ϕ)(ρβ)f + ϕ(ρβ)s,

(ρCp)nf = (1− ϕ)(ρCp)f + ϕ(ρCp)s, αnf =
knf

(ρCp)nf
, knf = kf

ks + 2kf − 2ϕ(kf − ks)

ks + 2kf + 2ϕ(kf − ks)

(ϕ — объемная доля наночастиц; индексы s, f соответствуют твердой и жидкой фазам).
Граничные условия для уравнений (1) задаются в виде

y = 0: u = uw(x) = bx, v = 0, T = Tw(x) = T∞ + A(x/l),

y →∞: u→ 0, T → T∞,
(2)

где b — коэффициент линейного растяжения; l — характерная длина; A — константа,
значение которой зависит от свойств жидкости.

Введем следующие безразмерные переменные (см. [25]):

η =
y

x
Re

1/(n+1)
x , ψ = xuw Re

−1/(n+1)
x F (η), θ(η) =

T − T∞
Tw − T∞

. (3)
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Здесь ψ(x, y) — функция тока; η — переменная подобия; F , θ — безразмерные функции по-
добия; Rex = xn(uw)2−n/vf — локальное число Рейнольдса. Компоненты вектора скорости
равны u = ∂ψ/∂y, v = −∂ψ/∂x.

С использованием (3) из уравнений (1) получаем безразмерные обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения

n
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[
1− ϕ+ ϕ

ρs
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]( 2n

n+ 1
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]
θ = 0; (4)
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]( 2n
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Fθ′ − F ′θ

)
= 0, (5)

где Prm = (bx2/αf ) Re
−2/(n+1)
x — модифицированное число Прандтля (для жидкостей,

удовлетворяющих степенному закону); M = σB2
0/(bρf ) — параметр магнитного поля;

λ = ±Grx /Rex — конвективный параметр плавучести; Grx = gβ(Tw − T∞)xb−n/νf —
число Грасгофа. Следует отметить, что значения λ > 0 соответствуют случаю, когда
поток направлен вертикально вверх (“способствующий” поток), λ < 0 — случаю, когда
поток направлен вертикально вниз (“препятствующий” поток), значение λ = 0 (Tw = T∞)
соответствует случаю, когда выталкивающая сила отсутствует.

Граничные условия (2) принимают вид

η = 0: F = 0, F ′ = 1,

η →∞: F ′ → 0, θ → 0.
(6)

Заметим, что при отсутствии наночастиц уравнения (5), (6) сводятся к уравнениям, при-
веденным в работе [25].

Коэффициент поверхностного трения Cf и локальное число Нуссельта Nux определя-
ются следующим образом:

Re
1/(n+1)
x Cf =

2

(1− ϕ)2,5
(−F ′′(0))n, Re

−1/(n+1)
x Nux = −

knf

kf
θ′(0).

2. Результаты исследования и их обсуждение. Система уравнений (4), (5) с
граничными условиями (6) решалась численно с использованием метода пристрелки, ре-
ализованного в пакете Wolfram Mathematica при различных значениях определяющих па-
раметров ϕ, Prm, λ, M , n. Для проверки точности полученных результатов проведено их
сравнение с данными работы [25] при ϕ = 0. Установлено, что эти результаты хорошо
согласуются (табл. 1). В табл. 2 приведены значения −F ′′(0) и −θ′(0) при Prm = 6,8 и
различных значениях параметра магнитного поля (M = 0, 1, 2).

На рис. 1 представлены профили скорости F ′(η) и температуры θ(η) при наличии (от-
сутствии) магнитного поля при n = 0,4, λ = 1, Prm = 6,8 (вода) и различных значениях
объемной доли наночастиц меди. Из рис. 1,а следует, что при увеличении ϕ толщина по-
граничного слоя уменьшается и в случае наличия магнитного поля (M = 1), и в случае его
отсутствия (M = 0). Также на рис. 1,а видно, что при наличии магнитного поля толщина
пограничного слоя уменьшается более существенно, поскольку сила Лоренца, возникаю-
щая в этом случае, приводит к уменьшению скорости течения в пограничном слое. В то
же время на рис. 1,б видно, что с увеличением доли наночастиц ϕ толщина теплового
пограничного слоя увеличивается, так как увеличивается теплопроводность наножидко-
сти. Следует отметить, что в случае Cu — H2O толщина теплового пограничного слоя

больше, чем в случае чистой воды (ϕ = 0), как при наличии магнитного поля, так и при
его отсутствии.
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Та бли ц а 1
Значения −F ′′(0) и −θ′(0) при M = 0, ϕ = 0, Prm = 1

λ

−F ′′(0) −θ′(0)

Данные

настоящей работы
Данные [25] Данные

настоящей работы
Данные [25]

n = 0,4 n = 1 n = 0,4 n = 1 n = 0,4 n = 1 n = 0,4 n = 1

−1 3,610 92 1,833 45 3,610 924 2 1,833 475 7 0,787 28 0,950 15 0,787 281 30 0,950 119 9
0 2,284 42 1,414 22 2,284 420 3 1,414 214 6 0,743 31 0,895 44 0,743 309 74 0,895 446 2
1 1,252 57 1,000 30 1,252 582 0 1,000 291 1 0,899 85 1,000 30 0,899 858 24 1,000 291 1
2 0,567 58 0,633 91 0,567 583 3 0,633 903 8 0,982 24 1,063 44 0,982 220 83 1,063 424 2

Та бли ц а 2
Значения −F ′′(0) и −θ′(0) при λ = 1, n = 0,4, Prm = 6,8

M
−F ′′(0) −θ′(0)

ϕ = 0 ϕ = 0,05 ϕ = 0,15 ϕ = 0 ϕ = 0,05 ϕ = 0,15

0 0,881 692 1,084 900 1,342 620 2,744 130 2,484 890 2,069 700
1 1,653 740 1,770 260 1,874 530 2,589 780 2,355 730 1,979 320
2 2,398 440 2,431 650 2,389 860 2,455 830 2,242 440 1,898 660

à áoF 0

n n0 2 4 6 8 10
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2
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Рис. 1. Профили скорости (а) и температуры (б) наножидкости Cu — H2O при

λ = 1, n = 0,4 и различных значениях ϕ:
штриховые линии — M = 0 (магнитное поле отсутствует), сплошные — M = 1; 1 —
ϕ = 0, 2 — ϕ = 0,1, 3 — ϕ = 0,2
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Рис. 2. Профили скорости (а) и температуры (б) наножидкости Cu — H2O при

ϕ = 0,1, n = 0,4 и различных значениях λ:
штриховые линии — M = 0 (магнитное поле отсутствует), сплошные — M = 1; 1 —
λ = −1, 2 — λ = 0, 3 — λ = 1
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Рис. 3. Профили скорости (а) и температуры (б) наножидкости Cu — H2O при

λ = 1, ϕ = 0,15 и различных значениях M :
штриховые линии — n = 0,4, сплошные — n = 1 (ньютоновская жидкость); 1 — M =
0,5, 2 — M = 1,0, 3 — M = 1,5

На рис. 2 показано влияние параметра смешанной конвекции λ для наножидкости на
скорость и температуру при n = 0,4. Видно, что с увеличением λ толщина пограничного
слоя увеличивается, в то время как толщина теплового пограничного слоя уменьшается.
При этом для всех рассмотренных значений λ толщина пограничного слоя при наличии
магнитного поля меньше, чем при его отсутствии, тогда как толщина теплового погра-
ничного слоя при наличии магнитного поля больше, чем при его отсутствии. Также на
рис. 2 видно, что в случае “способствующего” потока толщина пограничного слоя больше,
чем в случае “препятствующего” потока, в то время как толщина теплового пограничного
слоя — меньше. Это обусловлено тем, что при λ > 0 жидкость нагревается, а поверхность
охлаждается, тогда как при λ < 0 жидкость охлаждается, а поверхность нагревается.

На рис. 3 показано влияние параметра магнитного поля M на скорость и температу-
ру при λ = 1, ϕ = 0,15, n = 0,4; 1,0 (n < 1 — псевдопластическая жидкость, n = 1 —
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Рис. 5. Зависимости коэффициента поверхностного трения (а) и числа Нус-
сельта (б) от показателя степени n для наножидкости Cu — H2O при ϕ = 0,1 и
различных значениях λ:
штриховые линии — M = 0, сплошные — M = 1; 1 — λ = −1, 2 — λ = 0, 3 — λ = 1

ньютоновская жидкость) в случае наножидкости. Заметим, что с увеличением парамет-
ра M толщина пограничного слоя уменьшается, а толщина теплового пограничного слоя
увеличивается. Кроме того, в случае псевдопластической жидкости толщина теплового
пограничного слоя больше, чем в случае ньютоновской жидкости.

На рис. 4, 5 приведены зависимости напряжения сдвига и скорости теплопереноса

от показателя степени n для наножидкости при M = 0, 1. На рис. 4 показано влияние
объемной доли наночастиц ϕ на напряжение сдвига и скорость теплопереноса при λ = 1,
на рис. 5 — влияние параметра смешанной конвекции λ на напряжение сдвига и скорость
теплопереноса при ϕ = 0,1. На рис. 4 видно, что при увеличении ϕ напряжение сдвига и
скорость теплопереноса возрастают и при M = 0, и при M = 1. Также на рис. 5 видно,
что при уменьшении λ напряжение сдвига и скорость теплопереноса увеличиваются как
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при M = 0, так и при M = 1. Кроме того, в случае наличия магнитного поля напряжение
сдвига больше, чем при его отсутствии, а скорость теплопереноса — меньше.

Заключение. Исследована задача о магнитогидродинамическом двумерном лами-
нарном смешанно-конвективном течении неньютоновской наножидкости, удовлетворяю-
щей степенному закону, на вертикально растягивающейся поверхности. Получены авто-
модельное и численное решения, зависящие от объемной доли наночастиц ϕ, параметра
магнитного поля M , показателя степени n, параметра смешанной конвекции λ и моди-
фицированного числа Прандтля Prm. Рассмотрен случай, когда скорость, температура,
поверхностное трение и тепловой поток на поверхности зависят от этих параметров. Сле-
дует отметить, что наличие магнитного поля и наночастиц меди приводит к уменьшению
толщины пограничного слоя и увеличению толщины теплового пограничного слоя.
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