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1. Введение

Оптимальное управление представляет значительный теоретический и практический
интерес [1, 2]. Особое место занимает задача минимизации расхода ресурсов. Сформу-
лированная первоначально как задача оптимального управления по расходу топлива
она рассматривалась многими как отечественными, так и зарубежными авторами [3–10].
Так как аналитическое решение задачи в общем случае невозможно, то отечественными
и зарубежными специалистами предложены различные численные методы, каждый из
которых обладает определенными достоинствами и недостатками [11–16]. Для существо-
вания решения задачи время перевода должно быть больше (либо равно) времени опти-
мального по быстродействию управления. Но время оптимального по быстродействию
перевода системы заранее неизвестно и зависит от начального условия и возмущения.
Произвольное фиксированное задание времени перевода для любых начальных условий
и возмущений, во-первых, ограничивает область начальных условий, для которых та-
кой перевод возможен, во-вторых, делает неравномерным расход ресурса от начальных
условий, в-третьих, может привести к вырожденному решению, для которого структура
управления (т. е. последовательность знаков управляющих воздействий) не определяется
с помощью сопряженной системы, в-четвертых, может вообще не существовать решения
задачи. Ввиду сложности получения решения широко использовалось лишь нормаль-
ное решение для невозмущенной системы, и недостаточно внимания уделялось другим
аспектам задачи.

В работе предложен метод вычисления оптимального по расходу ресурса управле-
ния линейными динамическими системами с известным возмущением, включающий как
нормальное, так и вырожденное решения. Принципиальная трудность в случае вырож-
денного решения заключается в неопределенности знаков управляющих воздействий и
отсутствии их связи с решением сопряженной системы. Рассматриваемый в работе метод
основан на разделении задачи минимизации расхода ресурса на три независимые подза-
дачи: 1) учет действия возмущения; 2) вычисление структуры оптимального управления;
3) вычисление моментов переключений оптимального управления. Учет действия возму-
щения на систему и перевод в ненулевое конечное состояние сводятся к преобразованию
начального и конечного состояний системы. Вычисление структуры основано на ори-
гинальном методе формирования квазиоптимального управления [17], которое обладает
рядом важных свойств: а) переводит систему в требуемое конечное состояние; б) фор-
мируется с использованием сопряженной системы, т. е. с использованием первого необ-
ходимого условия оптимальности в классическом вариационном исчислении (уравнения
Эйлера–Лагранжа). Поэтому структура квазиоптимального управления позволяет опре-
делить структуру искомого оптимального управления, т. е. определить знаки управляю-
щих воздействий для каждой компоненты вектора искомого оптимального управления.
Вычисление моментов переключений оптимального управления основано на найденной
приближенной связи между отклонениями начальных условий сопряженной системы с
отклонениями фазовых координат прямой системы в конечный момент времени. Исполь-
зование приближенных соотношений приводит к итерационному вычислительному про-
цессу. Разработан итерационный алгоритм и рассмотрены его особенности. Приведены
результаты моделирования и численных расчетов.

2. Постановка задачи
Пусть управляемый объект описывается линейным дифференциальным уравнением

ẏ = A(t)y +B(t)u+ F (t), y(t0) = y0 , y0 ∈ D, D ⊂ V , (2.1)
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где y — n-мерный вектор фазового состояния; A(t) и B(t) — непрерывные матрицы
размера n×n и n×m соответственно; F (t) — n-мерный вектор детерминированного воз-
мущения; u — m-мерный вектор управления, компоненты которого принадлежат классу
кусочно-непрерывных функций и подчинены ограничениям:

|uj | 6Mj , Mj > 0, j = 1,m. (2.2)

Предполагается, что система (2.1) покомпонентно полностью управляема, т. е.

rank

[ tk∫
t0

Φ(t0 , τ)Bj(τ)B∗j (τ)Φ∗(t0 , τ) dτ

]
= n, j = 1,m, (2.3)

и переводима в ненулевое y(tk) = yk и нулевое конечное состояния из ограниченной
области начальных условий D; V — область управляемости; Φ(t, t0) — фундаментальная
матрица решений однородного дифференциального уравнения; t0 — начальный момент;
tk — конечный момент; * — знак транспонирования.

Задача 1. Найти допустимое управление u0(t), переводящее за фиксированное время
T = tk − t0 (T > T0) систему (2.1) из начального состояния y(t0) = y0 в конечное
состояние y(tk) = yk и минимизирующее функционал

J(u) =

tk∫
t0

m∑
j=1

|uj(τ)| dτ. (2.4)

Здесь T0 — время оптимального по быстродействию перевода системы.

Замечание 1. В случае T = T0 оптимальное по расходу ресурса управление совпадает
с оптимальным по быстродействию управлением.

Замечание 2. Условие покомпонентной полной управляемости (2.3) для рассматривае-
мых прямоугольных параллелепипедных ограничений (2.2) адекватно “условию общно-
сти положения” [1].

3. Вычислительный метод решения задачи

3.1. Трансформация исходной задачи

Выпишем решение системы (2.1) в конечный момент t = tk при переводе системы в
ненулевое конечное состояние y(tk) = yk для кусочно-постоянного управления u(t), ком-
поненты которого переключаются в моменты времени tpj , j = 1,m; p = 1, rj , и принимают
значения uj(t) = upj , t ∈

[
tp−1
j , tpj

]
, где t0j = t0, t

rj
j = tk:

y(tk) = Φ(tk, t0)y(t0) +

m∑
j=1

rj∑
p=1

tpj∫
tp−1
j

Φ(tk , τ)Bj(τ)upj dτ +

tk∫
t0

Φ(tk, τ)F (τ) dτ. (3.1)
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Представим (3.1) в следующем виде:

0 = Φ(tk, t0)

(
y(t0)− Φ−1(tk, t0)

[
y(tk)−

tk∫
t0

Φ(tk, τ)F (τ) dτ

])
+

m∑
j=1

rj∑
p=1

tpj∫
tp−1
j

Φ(tk, τ)Bj(τ)upj dτ. (3.2)

Здесь x0 =
(
y(t0) − Φ−1(tk, t0)

[
y(tk) −

∫ tk
t0

Φ(tk, τ)F (τ) dτ
])

— новое (преобразованное)
начальное условие. В результате приходим к задаче перевода системы

ẋ = A(t)x+B(t)u, x(t0) = x0, x(tk) = 0, (3.3)

из начального состояния x(t0) = x0 в начало координат x(tk) = 0. Ограничение (2.2)
на управление сохраняется. Перевод системы (3.3) в начало координат эквивалентен
переводу системы (2.1) в заданное ненулевое конечное состояние y(tk) = yk. Другими
словами, найденное оптимальное управление u0(t), переводящее систему (3.3) из началь-
ного состояния x(t0) = x0 в начало координат x(tk) = 0, переводит систему (2.1) из
начального состояния y(t0) = y0 в заданное ненулевое конечное состояние y(tk) = yk [18].
В результате приходим к следующей задаче

Задача 2. Найти допустимое управление u0(t), переводящее за фиксированное время
T = tk−t0 (T > T0) систему (3.3) из начального состояния x(t0) = x0 в нулевое конечное
состояние x(tk) = 0 и минимизирующее функционал

J(u) =

tk∫
t0

m∑
j=1

|uj(τ)| dτ. (2.4)
′

Здесь T0 — время оптимального по быстродействию перевода системы (3.3).
Для нахождения оптимального по расходу ресурса управления воспользуемся прин-

ципом максимума Понтрягина. При этом предполагается, что выполнены следующие
необходимые условия: 1) T > T0, т. е. заданное время не меньше времени оптимального
по быстродействию управления для преобразованного начального условия x(t0) = x0;
2) для системы (3.3) выполнены условия покомпонентной полной управляемости (2.3);
3) преобразованное начальное условие x(t0) = x0 принадлежит области управляемос-
ти, т. е. принадлежит области начальных условий, из которой возможен перевод систе-
мы (3.3) в начало координат; 4) матричная функция B(t) дифференцируема по t.

3.2. Вычисление оптимального по расходу ресурса управления

Для нахождения оптимального по расходу ресурса управления при ограничении (2.2)
образуем функцию Понтрягина H(ψ, x, u, t) и выпишем сопряженную систему ψ:

H(ψ, x, u, t) = −
m∑
j=1

|uj |+ ψ∗A(t)x+ ψ∗B(t)u, ψ̇ = −A∗(t)ψ. (3.4)

Для оптимальности управления u(t) и траектории x(t) необходимо существование такой
ненулевой непрерывной вектор-функции ψ(t), соответствующей функциям x(t) и u(t),
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что для любого t ∈ [t0, tk] функцияH(ψ(t), x(t), u, t) переменного u ∈ U достигает в точке
u = u(t) максимума. Значение функции H(ψ(t), x(t), u, t) максимально, если компоненты
вектора управления удовлетворяют следующим условиям:

uj(t) =

{
±Mj при [Bj(t)]

∗ψ(t) > 1 и [Bj(t)]
∗ψ(t) 6 −1,

0 при 1 > [Bj(t)]
∗ψ(t) > −1,

j = 1,m. (3.5)

В зависимости от положения начальной точки в фазовом пространстве и величины за-
данного времени T возможны два решения: 1) нормальное решение; 2) вырожденное ре-
шение задачи минимизации расхода ресурса. Нормальное решение характеризуется тем,
что последовательность знаков оптимального по расходу ресурса управления однозначно
задается функцией переключений [Bj(t)]

∗ψ(t). Нормальное решение задачи минимиза-
ции расхода ресурса рассмотрено в [10].

Вырожденное решение характеризуется тем, что для заданного начального условия
x(t0) = x0 и заданного времени перевода T последовательность знаков оптимального по
расходу ресурса управления не совпадает с последовательностью знаков оптимального
по быстродействию управления, т. е. не определяется функцией переключений. Это
порождает существенную трудность нахождения оптимального по расходу ресурса
управления.

Структура оптимального по расходу ресурса управления может быть представлена
так:

u(t) = ±Mj , t ∈
[
t
2(p−1)
j , t2p−1

j

]
, p = 1, rj ,

u(t) ≡ 0, t ∈
[
t2p−1
j , t2pj

]
, p = 1, rj − 1,

(3.6)

где t0j = t0; t
2rj−1
j = tk; rj — максимальное число интервалов знакопостоянства j-й ком-

поненты вектора оптимального по быстродействию управления; tαj — α-й момент пере-
ключения (включения или выключения) j-й компоненты вектора оптимального по рас-
ходу ресурса управления. Моменты переключений задаются функцией переключений
[Bj(t)]

∗ψ(t). Для j-й компоненты вектора управления функция переключений принима-
ет значения ±1 в моменты t = tαj , т. е. справедливо соотношение [Bj(t

α
j )]∗ψ(tαj ) = ±1.

Задавая произвольно и последовательно знаки (Rj = ±1), можно записать

[Bj(t
α
j )]∗ψ(tαj ) = Rj . (3.7)

Выразим решение сопряженной системы ψ̇ = −A∗(t)ψ через фундаментальную мат-
рицу прямой системы

ψ(t) =
[
Φ−1(t, t0)

]∗
ψ(t0) (3.8)

и подставим (3.8) в (3.7). Задав произвольно n моментов переключений tαj (α = 1, lj ,
m∑
j=1

lj = n; j = 1,m ), получим для вычисления начальных условий сопряженной системы

ψi(t0), i = 1, n, следующую систему из n линейных алгебраических уравнений:[
Bj(t

α
j )
]∗[

Φ−1(tαj , t0
]∗
ψ(t0)−Rj = 0. (3.9)

Вычислив начальное условие ψ(t0), c помощью решения (3.8) на интервале [t0, tk] cо-
пряженной системы находим все tαj , для которых выполняются (3.9). Параметры p и α
связаны соотношением p = E(α/2 + 1), α = 1, 2(rj − 1), где E(·) — целая часть числа.
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Таким образом, задав произвольно n моментов переключений, находим с помощью функ-
ций переключений соответствующие n заданным все остальные моменты переключений
на интервале [t0, tk].

Важно отметить, что двум симметричным функциям переключений соответствуют
одни и те же значения моментов переключений tαj , α = 1, 2(rj − 1).

На рисунке 1 приведены две симметричные функции переключений, которым соот-
ветствуют одинаковые значения моментов переключений. Это обстоятельство позволя-
ет разнести проблемы и решать их раздельно и последовательно: 1) определить струк-
туру оптимального управления (т. е. последовательность знаков управляющих воздей-
ствий); 2) вычислить моменты переключений оптимального управления.

Рис. 1. Симметричные функции переключений

3.3. Определение структуры оптимального управления

Знаки управляющих воздействий искомого оптимального управления определяются
по знакам квазиоптимального по расходу ресурса управления, которое формируется сле-
дующим образом. Предположим, что вектор начальных условий x(i)(t0)=(0, . . . , 0, xi(t0),
0, . . . , 0) содержит только одну ненулевую компоненту xi(t0). Рассмотрим алгоритм фор-
мирования управления из начального условия i-й фазовой координаты.

Введем в рассмотрение переменные ограничения на компоненты вектора управления,
зависящие от начальных условий:

|uj | 6
n∑
i=1

Nij |xi(t0)|, Nij > 0, j = 1,m, (3.10)

где Nij — некоторые весовые коэффициенты, выбор которых рассмотрен ниже. Для при-
нятого начального условия ограничение (3.10) имеет вид

|uj | 6 Nij |xi(t0)|, j = 1,m. (3.11)

Для нахождения оптимального по расходу ресурса управления при ограниче-
нии (3.11) воспользуемся принципом максимума. Функция H(ψ(t), x(t), u(t), t) макси-
мальна, если компоненты вектора управления удовлетворяют следующим соотношени-
ям:



В.М. Александров 229

u
(i)
j (t) =


Nij |xi(t0)| при [Bj(t)]

∗ψi(t) > 1,

0 при 1 > [Bj(t)]
∗ψi(t) > −1,

−Nij |xi(t0)| при [Bj(t)]
∗ψi(t) 6 −1,

i = 1, n; j = 1,m. (3.12)

Соотношение (3.12) можно записать более компактно

u
(i)
j (t)=Nijxi(t0)sign

{
[Bj(t)]

∗ψi(t)
[
1−sign

(
1−|[Bj(t)]∗ψi(t)|

)]}
, i = 1, n; j = 1,m. (3.13)

В [17] доказана независимость моментов переключений от начальных условий, что
обеспечивает простую реализацию управления, и найдена допустимая область началь-
ных условий, для которой не нарушаются предельные ограничения на управления. По-
следнее важно при непосредственном управлении объектами, но не важно при задании
начального приближения. В этом случае важна форма начального приближения. Форма
квазиоптимального управления позволяет определить структуру искомого оптималь-
ного по расходу ресурса управления.

Сохраним это важное свойство независимости моментов переключений от начальных
условий, но другим способом сформируем квазиоптимальное управление. Зафиксиру-
ем моменты переключений управления. Тогда весовые коэффициенты Nij принимают
различные значения Np

ij на каждом p-м интервале знакопостоянства компонент вектора
управления, где p = 1, rj а rj — число интервалов знакопостоянства j-й компоненты.

Квазиоптимальное по расходу ресурса управление при одинаковых для всех фазовых
координат моментах переключений формируется по алгоритму

u
(i)
j (t) = Np

ijxi(t0)sign
{

[Bj(t)]
∗ψ(t)

[
1− sign

(
1− |[Bj(t)]∗ψ(t)|

)]}
,

(3.14)
j = 1,m; p = 1, rj ; t ∈

[
tp−1
j , tpj

]
.

В общем случае, когда вектор начальных условий x(t0) содержит все (либо часть) нену-
левые компоненты, компоненты вектора управления образуются суммированием состав-
ляющих (3.14), сформированных из начальных условий каждой фазовой координаты:

ukv
j (t) =

n∑
i=1

Np
ijxi(t0)sign

{
[Bj(t)]

∗ψ(t)
[
1− sign

(
1− |[Bj(t)]∗ψ(t)|

)]}
,

(3.15)
j = 1,m; p = 1, rj ; t ∈

[
tp−1
j , tpj

]
.

Суммарное управление (3.15) в силу справедливости принципа суперпозиции для линей-
ных систем переводит систему (3.3) из любого начального состояния x(t0) = x0 в начало
координат x(tk) = 0 за фиксированное время T = tk−t0 и минимизирует расход ресурсов
при переменных ограничениях:

|uj | 6
n∑
i=1

Np
ij |xi(t0)|, j = 1,m; p = 1, rj ; t ∈

[
tp−1
j , tpj

]
. (3.16)

3.4. Определение весовых коэффициентов
для квазиоптимального управления

Весовые коэффициенты Np
ij , i = 1, n; j = 1,m; p = 1, rj , связаны с параметрами

управляемой системы следующим уравнением:
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m∑
j=1

rj∑
p=1

tk∫
t0

Φ(tk, τ)Bj(τ)Np
ij sign

{
[Bj(τ)]∗ψ(τ)

[
1−sign(1−|[Bj(τ)]∗ψ(τ)|)

]}
dτ+

Γ(i)(tk, t0) = 0, i = 1, n. (3.17)

Введем обозначение

N̂p
ij = Np

ij sign
{

[Bj(t)]
∗ψ(t)

[
1− sign(1− |[Bj(t)]∗ψ(t)|)

]}
, t ∈

[
tp−1
j , tpj

]
. (3.18)

Учитывая, что Γ(i)(tk, t0) = Φ(tk, t0)Ii, где Ii — i-й вектор-столбец единичной матрицы,
а Φ(tk, t0) невырождена, систему уравнений (3.17) представим, используя обозначение
(3.18), следующим образом:

m∑
j=1

rj∑
p=1

N̂p
ij

t2p−1
j∫

t
2(p−1)
j

Φ−1(τ, t0)Bj(τ) dτ + Ii = 0, i = 1, n, (3.19)

где tαj — α-й момент переключения j-й компоненты вектора управления. Квазиоптималь-
ное по расходу ресурсов управление формируется с учетом введенных обозначений по
алгоритму

ukv
j (t) =

n∑
i=1

N̂p
ijxi(t0), t ∈

[
t
2(p−1)
j , t2p−1

j

]
, p = 1, rj ,

ukv
j (t) ≡ 0, t ∈

(
t2p−1
j , t2pj

)
, p = 1, rj − 1.

(3.20)

Пусть определены все моменты переключений tpj , j = 1,m; p = 1, rj , включая и ко-
нечный момент t2rj−1

j = tk. Так как
∑m

j=1 2rj − 1 > n, то число параметров N̂p
ij может

быть больше числа уравнений. Поэтому для i-й фазовой координаты на n интервалах
знакопостоянства компонент вектора управления принимаем неизвестными коэффици-
енты N̂p

ij , j = 1,m; p = 1, kj , где
∑m

j=1 kj = n, а на остальных интервалах полагаем

N̂p+1
ij = −N̂p

ij , p = kj , rj − 1. Отсюда N̂p+1
ij = (−1)p−kj N̂

kj
ij , p = kj , rj − 1. В результате

из (3.19) получаем n систем, каждая из которых состоит из n линейных алгебраических
уравнений относительно n неизвестных весовых коэффициентов N̂p

ij :

m∑
j=1


kj∑
p=1

N̂p
ij

t2p−1
j∫

t
2(p−1)
j

Φ−1(τ, t0)Bj(τ) dτ +

rj∑
p=kj+1

(−1)p−kj N̂
kj
ij

t2p−1
j∫

t
2(p−1)
j

Φ−1(τ, t0)Bj(τ) dτ

+ Ii = 0,

(3.21)

i = 1, n.

Итак, задав произвольно моменты переключений, решаем системы линейных алгеб-
раических уравнений (3.21) и находим весовые коэффициенты. Формируем по соотноше-
ниям (3.20) квазиоптимальное управление. Структура квазиоптимального управления
совпадает со структурой искомого оптимального управления. На этом свойстве и ос-
новано использование квазиоптимального управления для нахождения знаков управля-
ющих воздействий для каждой компоненты вектора искомого оптимального управле-
ния.
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3.5. Отклонение фазовой траектории от начала координат

Пусть заданы все приближенные значения моментов переключений tαj , j = 1,m; α =

1, 2(rj − 1), для системы (3.3). Управляемая система (3.3) переводится в некоторую точку
фазового пространства, которая отклоняется от начала координат на величину

∆x̂(tk) = Φ(tk, t0)x(t0) +
m∑
j=1

rj∑
p=1

t2p−1
j∫

t
2(p−1)
j

Φ(tk, τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ, (3.22)

где Sj(p) = ±1 — знак управления на p-м интервале знакопостоянства j-й компоненты
вектора управления. Это отклонение должно быть скомпенсировано соответствующим
изменением моментов переключений управления.

3.6. Вариация моментов переключений управления

Изменение tαj на величину 4tαj , α = 1, 2(rj − 1), вызывает следующее отклонение
фазовых координат в конечный момент времени t = tk для кусочно-постоянного управ-
ления upj (t), компоненты которого переключаются в моменты времени t = tαj , j = 1,m;

α = 1, 2(rj − 1), и принимают значения upj (t) = MjSj(p), t ∈
[
t
2(p−1)
j , t2p−1

j

]
, p = 1, rj :

∆x̃(tk) =
m∑
j=1

2(rj−1)∑
α=1

tαj +∆tαj∫
tαj

Φ(tk, τ)Bj(τ)(−1)α−1MjSj(p) dτ. (3.23)

Если ∆tαj достаточно малы (а это, как показано ниже, всегда достижимо), то получаем
приближенное соотношение, которое тем точнее, чем меньше по модулю ∆tαj :

∆x̃(tk) ≈
m∑
j=1

2(rj−1)∑
α=1

Φ
(
tk, t

α
j

)
Bj
(
tαj
)
(−1)α−1MjSj(p)∆t

α
j . (3.24)

3.7. Уравнение баланса отклонений

Отклонения фазовых координат (3.22), порождаемые неточным заданием моментов
переключений, должны быть скомпенсированы соответствующим изменением момен-
тов переключений, т. е. должно выполняться уравнение баланса отклонений: ∆x̃(tk) +
∆x̂(tk) = 0. Подставив в это уравнение выражения (3.22) и (3.24), получим систему из n
линейных алгебраических уравнений:

m∑
j=1

2(rj−1)∑
α=1

Φ
(
tk, t

α
j

)
Bj
(
tαj
)
(−1)α−1MjSj(p)4tαj + ∆x̂(tk) = 0. (3.25)

Число неизвестных ∆tαj , j = 1,m; α = 1, 2(rj − 1), в (3.25) может быть больше числа
уравнений, однако только n из них являются независимыми переменными. Выше отме-
чалось, что с помощью сопряженной системы заданием n моментов переключений одно-
значно задаются все остальные моменты переключений на интервале [t0, tk]. Поэтому для
нахождения оптимального управления (а не просто допустимого управления) необходи-
мо перейти к определению моментов переключений с помощью сопряженной системы.
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С этой целью установим связь между отклонениями ∆tαj , j = 1,m; α = 1, 2(rj − 1), мо-
ментов переключений и отклонениями ∆ψi(t0), i = 1, n, начальных условий сопряженной
системы. Число последних равно n. В результате получим систему из n линейных ал-
гебраических уравнений с n неизвестными ∆ψi(t0), i = 1, n. Такая связь была получена
в [10]:

∆tαj ≈
{{[

Bj
(
tαj
)]∗

A∗
(
tαj
)
−
[
Ḃj
(
tαj
)]∗}[

Φ−1
(
tαj , t0

)]∗
ψ(t0)

}−1
×[

Bj
(
tαj
)]∗[

Φ−1
(
tαj , t0

)]∗
∆ψ(t0), j = 1,m; α = 1, 2(rj−1). (3.26)

Запишем соотношение (3.26) в компактном виде

∆tαj ≈ L
(
tαj
)
∆ψ(t0), j = 1,m; α = 1, 2(rj − 1). (3.26)′

Следует отметить, что несмотря на кажущуюся сложность, выражение (3.26) имеет
простой вид благодаря матрицам размера 1× n и n× 1, входящим в это выражение.

3.8. Основное уравнение

Подставив (3.26)′ в (3.25), получим основную систему из n линейных алгебраических
уравнений относительно n неизвестных 4ψi(t0), i = 1, n:

m∑
j=1

2(rj−1)∑
α=1

Φ
(
tk, t

α
j

)
Bj
(
tαj
)
(−1)α−1MjSj(p)L

(
tαj
)
∆ψ(t0) + ∆x̂(tk) = 0. (3.27)

Решив (3.27), находим ∆ψ(t0). Из соотношения (3.26) вычисляем отклонения ∆tαj ,
на которые следует изменить каждый из моментов переключений, чтобы уменьшить в
конечный момент отклонение от начала координат фазовой траектории движения систе-
мы (3.3). Приближенность выражений (3.24) и (3.26) приводит к итерационной процедуре
нахождения оптимального управления.

Отклонение ∆x̂(tk) может быть значительным и для его компенсации необходимы
большие отклонения моментов переключений ∆tαj , j = 1,m; α = 1, 2(rj − 1). В силу ли-
неаризации и приближенности полученных соотношений возможна расходимость вычис-
лительного процесса. Оценить “малы” или “велики” отклонения ∆ψi(t0), i = 1, n, и гаран-
тируется ли сходимость вычислительного процесса весьма сложно. Более просто судить о
сходимости вычислительного процесса по величине максимального отклонения момента
переключения по сравнению с заданным временем управления. Если maxj,α |∆tαj | 6 γT ,
где γ задано (0 < γ � 1), то отклонения моментов переключений достаточно малы и га-
рантируется сходимость вычислительного процесса. В противном случае компенсируем
отклонение ∆x̂(tk) не сразу полностью, а по частям, беря лишь ξ-ю часть отклоне-
ния ∆x̂(tk), полагая

ξ =
γT

max
j,α
|∆tαj |

. (3.28)

Таким образом, если окажется, что maxj,α |∆tαj | > γT , то ограничиваем максимальное
отклонение предельным значением, т. е. принимаем maxj,α |∆t̃αj | = γT , а остальные от-
клонения пропорционально уменьшаем в ξ раз, т. е. полагаем

∆t̃αj = ξ∆tαj , j = 1,m; α = 1, 2(rj − 1), ∆ψ̃(t0) = ξ∆ψ(t0). (3.29)
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Здесь ∆ψ(t0), ∆tαj — вычисленные значения из уравнений (3.27) и (3.26) соответственно;
∆ψ̃(t0), ∆t̃αj — значения отклонений, которые реально принимаются для последующих
расчетов. Такой подход обеспечивает сходимость итерационного вычислительного про-
цесса для любых начальных условий из области управляемости. Доказательство сходи-
мости вычислительного процесса аналогично [10].

3.9. Изменение момента включения управления

Если заданное время перевода T значительно больше времени оптимального быстро-
действия T0, то в итерационном процессе вычисления оптимального по расходу ресур-
са управления возникает ситуация, когда |[Bj(t)]∗ψ(t)| < 1 на интервале t ∈ [t0, t

∗
j ).

В момент t = t∗j имеем |[Bj(t∗j )]∗ψ(t∗j )| = 1. Следовательно, u(t) ≡ 0 на интервале
t ∈ [t0, t

∗
j ), а момент t = t∗j — это момент включения управления. Ранее принималось, что

t = t0 — момент включения управления. Изменение момента включения управления тре-
бует соответственно изменения расчетных выражений. Следует перейти к следующим
соотношениям. Основное уравнение (3.27) запишем как

m∑
j=1

2rj−1∑
α=1

Φ
(
tk, t

α
j

)
Bj
(
tαj
)
(−1)αMjSj(p)L

(
tαj
)
∆ψ(t0) + ∆x̂(tk) = 0. (3.27)

′

Параметры p и α теперь связаны так: p = E(1/2(α+ 1)), α = 1, 2rj − 1, где E(·) — целая
часть числа. Приближенное выражение (3.26) для каждого ∆tαj , α = 1, 2rj − 1, остается
без изменений. Выражение (3.22) следует записать следующим образом:

∆x̂(tk) = Φ(tk, t0)x(t0) +
m∑
j=1

rj∑
p=1

t2pj∫
t2p−1
j

Φ(tk, τ)Bj(τ)MjSj(p) dτ. (3.22)
′

Выражение (3.19) следует заменить на (3.19)
′ :

m∑
j=1

rj∑
p=1

N̂p
ij

t2pj∫
t2p−1
j

Φ−1(τ, t0)Bj(τ) dτ + Ii = 0, i = 1, n. (3.19)
′

Важно отметить работоспособность итерационного процесса вычисления оптималь-
ного по расходу ресурса управления, если не производится вычисление структуры иско-
мого оптимального управления с помощью квазиоптимального управления, а структура
управления задается произвольно. Отметим особенности итерационного вычислительно-
го процесса в этом случае.
1. Если заданная начальная структура управления (т. е. последовательность знаков
управляющих воздействий на ненулевых интервалах) отличается от искомого оптималь-
ного управления, то в итерационном процессе происходит сближение и пересечение мо-
ментов переключений. Пересечение двух моментов переключений означает, что в вы-
ражении (3.22) в соответствующем члене суммы слагаемых поменялись пределы ин-
тегрирования. Изменение пределов интегрирования влечет смену знака интегрального
выражения, т. е. смену знака управления на этом интервале.
2. Если начальная структура управления не совпадает на нескольких интервалах знако-
постоянства со структурой искомого оптимального управления, то смена знаков управ-
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ления происходит не одновременно, а последовательно и в произвольном порядке чере-
дования смен знаков управления.
3. Если в начальном приближении неправильно задан знак управления на первом ин-
тервале знакопостоянства, то в итерационном процессе первый момент переключения t1j
сближается с моментом t0 и пересекает его. Необходимо изменить знак управления на
первом интервале.
4. Если в начальном приближении неправильно задан знак управления на последнем
интервале, то в итерационном процессе вычисления оптимального управления происхо-
дит сближение и пересечение последнего момента переключения tαj с моментом tk. Это
команда на изменение знака управления на последнем интервале.
5. Если начальное условие x(t0) находится на многообразии переключений, то в итера-
ционном процессе вычисления оптимального управления происходит сближение и “сли-
пание” моментов переключений интервала, на котором управление равно нулю. В ре-
зультате уменьшается количество (число) интервалов оптимального управления.
6. Моменты переключений управления на каждой итерации задаются с помощью сопря-
женной системы заданием новых начальных условий. Поэтому с изменением на каждой
итерации начального условия ψ(t0) изменяются сразу все моменты переключений управ-
ления. Система очень чувствительна к изменению начального условия ψ(t0). Поэтому
для обеспечения сходимости вычислительного процесса параметр γ должен быть весьма
малым (порядка 10−3 и менее при увеличении T ). Однако с уменьшением γ существенно
увеличивается число итераций. При поиске оптимального управления происходит много-
кратное перемещение по оси времени всех моментов переключений, и поэтому сходимость
по норме в этом случае не является монотонной.
7. Начальное неправильное задание структуры искомого оптимального управления тре-
бует многократной прогонки моментов переключений по оси времени с целью сближения
и пересечения моментов переключений на тех интервалах, на которых знаки управления
заданы неверно. Это существенно увеличивает трудоемкость вычислительного алгорит-
ма.
8. Если начальная структура управления задана неверно, то даже точное задание момен-
тов переключений не освобождает от необходимости многократной прогонки моментов
переключений по оси времени для восстановления знаков управления.
9. Суммарная длительность управляющих воздействий прямо пропорциональна расходу
ресурса и уменьшается по мере увеличения времени перевода T .
10. Квазиоптимальное управление позволяет сразу определить структуру искомого оп-
тимального управления и резко сократить число итераций для его вычисления.

4. Моделирование и численное исследование

Рассмотрим систему четвертого порядка:

ẏ1 = y2, y1(t0) = y10,

ẏ2 = y3, y2(t0) = y20,

ẏ3 = y4, y3(t0) = y30,

ẏ4 = a41y1 + a42y2 + a43y3 + a44y4 + bu+ F, y4(t0) = y40, |u| 6M.

(4.1)

Система (4.1) при a41 = −2.9684; a42 = −5.84; a43 = −6.33; a44 = −3.4 имеет следую-
щие комплексно-сопряженные собственные значения матрицы A: λ1,2 = −0.784± j 0.986;
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λ3,4 = −0.916 ± j 1.016. Принято: b = 4; M = 5; F = const. Конечное состояние y(tk) =
(1, 1, 1, 1). Требуется найти оптимальное по расходу ресурса управление, переводящее
систему (4.1) из начального в конечное состояние за заданное время T .

Пусть заданы начальное условие y(t0) = (3,−2,−5, 1), время перевода T = 4.5, воз-
мущение F = 2. Оптимальное по расходу ресурса управление имеет структуру [0; +M ;
0;−M ; 0; +M ; 0; +M ] и следующие значения моментов переключений: t1 = 0.305143;
t2 = 0.602335; t3 = 2.524759; t4 = 2.617164; t5 = 3.626838; t6 = 4.102450; t7 = 4.355869.

Для сравнения отметим, что оптимальное по расходу ресурса управление без воз-
мущения имеет другую структуру управления [0; +M ; 0; +M ; 0; +M ; 0; +M ] и следую-
щие значения моментов переключений: t1 = 0.064855; t2 = 0.648334; t3 = 2.432697;
t4 = 2.509280; t5 = 3.501109; t6 = 4.018049; t7 = 4.255889. Это управление переводит
систему (4.1) в ненулевое конечное состояние y(tk) = (1, 1, 1, 1) при F = 0.

Если время перевода задано равным T = 5, то система (4.1) с возмущением F = 2
переводится из y(t0) = (3,−2,−5, 1) в y(tk) = (1, 1, 1, 1) оптимальным по расходу ресур-
са управлением, имеющим уже другую структуру [0;−M ; 0;−M ; 0; +M ; 0; +M ] и сле-
дующие значения моментов переключений: t1 = 0.932113; t2 = 0.977261; t3 = 3.022865;
t4 = 3.120309; t5 = 4.130055; t6 = 4.608872; t7 = 4.862296.

Если время перевода задано равным T = 5.5, то система (4.1) с тем же возмущением
F = 2 переводится из y(t0) = (3,−2,−5, 1) в y(tk) = (1, 1, 1, 1) оптимальным по расходу
ресурса управлением, имеющим такую же структуру [0;−M ; 0;−M ; 0; +M ; 0; +M ], но
другие значения моментов переключений: t1 = 1.318457; t2 = 1.569962; t3 = 3.532367;
t4 = 3.593677; t5 = 4.630051; t6 = 5.077072; t7 = 5.340022.

Если T = 6.5, то имеем уже другую структуру оптимального управления [0;−M ;
0; +M ; 0; +M ; 0; +M ] и следующие моменты переключений: t1 = 2.235165; t2 = 2.576283;
t3 = 4.515868; t4 = 4.542413; t5 = 5.621938; t6 = 5.994674; t7 = 6.282112.

На рис. 2 приведены эти оптимальные по расходу ресурса управления: 1 — без воз-
мущения при T = 4.5; 2, 3, 4, 5 — с возмущением F = 2 и временами перевода T = 4.5;
T = 5; T = 5.5; T = 6.5 соответственно.

Рис. 2. Оптимальные по расходу ресурса управления
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Заключение

Разработан общий метод вычисления оптимального по расходу ресурса управления
возмущенными динамическими системами, включающий как нормальное, так и вырож-
денное решения задачи. Метод основан на разделении задачи на три независимые подза-
дачи: 1) учет действия возмущения на систему; 2) вычисление структуры оптимального
управления; 3) вычисление моментов переключений оптимального управления. Учет дей-
ствия возмущения на систему и перевод в ненулевое конечное состояние сводятся к пре-
образованию начального и конечного состояний системы. Вычисление структуры основа-
но на оригинальном методе формирования квазиоптимального управления. Структура
квазиоптимального управления совпадает со структурой искомого оптимального управ-
ления. На этом свойстве и основано использование квазиоптимального управления для
нахождения знаков управляющих воздействий для каждой компоненты вектора искомо-
го оптимального управления. Вычисление моментов переключений управления основано
на связи между отклонениями начальных условий сопряженной системы с отклонениями
фазовой траектории в конечный момент. Суммарная длительность управляющих воздей-
ствий прямо пропорциональна расходу ресурса и уменьшается по мере увеличения вре-
мени перевода T . При вычислении моментов переключений оптимального управления
на каждой итерации происходит одновременно изменение всех моментов переключений.
Использование квазиоптимального управления позволяет сразу определить структуру
искомого оптимального управления, что избавляет от многократной прогонки моментов
переключений и существенно уменьшает число необходимых итераций.
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