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Рассмотрены задачи нелинейного цилиндрического изгиба пластин, выполненных
из функционально-градиентного материала. Для описания непрерывного изменения
свойств материала по толщине используются сигмоидальная функция и два степенных
закона распределения объемной доли компонентов функционально-градиентного мате-
риала. C помощью нелинейных зависимостей Кармана деформаций от перемещений
исследовано влияние геометрической нелинейности на решение задачи. Определяющие
уравнения сводятся к линейному дифференциальному уравнению с нелинейными кра-
евыми условиями, что позволяет упростить решение задачи. Приведены результаты
численного решения, по которым можно судить о влиянии распределения свойств ма-
териалов на напряжения и перемещения.
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Введение. Как правило, в условиях экстремального нагружения в многослойных
композиционных материалах высока вероятность разрыва связей. Этого можно избе-
жать, постепенно изменяя объемные доли компонентов композиционного материала.
Функционально-градиентными материалами (ФГМ) называются композиты, функцио-
нальные свойства которых (состав, структура и т. д.) непрерывно изменяются по про-
странственным переменным внутри материала. В связи с этим следует отметить работы
[1–4], в которых функционально-градиентные материалы исследуются с использованием
одной степенной зависимости для описания распределений объемных долей их компонен-
тов. Применение одной степенной функции для многослойного композита приводит к тому,
что на внутренних поверхностях, на которых свойства материала изменяются непрерыв-
но, но достаточно быстро, появляется концентрация напряжений [5, 6]. В работах [7, 8]
распределение объемных долей составляющих описывается с помощью двух степенных

функций, обеспечивающих гладкое распределение напряжения на внутренних контактных
поверхностях.

Широкое применение функционально-градиентных материалов обусловливает необхо-
димость изучения нелинейного поведения пластины из такого материала под действием

нагрузки. Существует большое количество работ, посвященных исследованию нелиней-
ных задач для изотропных и многослойных пластин, однако число работ, в которых изу-
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чается поведение пластин из ФГМ под действием нагрузок, ограничено. В [9] с помощью
рядов Фурье получено аналитическое решение задачи о деформировании функционально-
градиентных пластин и пологих оболочек при больших деформациях под действием по-
перечной механической нагрузки и температурного поля. В [10] с использованием нового
балочного элемента, созданного на основе теории деформации сдвига первого порядка,
исследовано термоупругое поведение стержневых систем. В работе [11] новый балочный
элемент использован при изучении влияния геометрической нелинейности на статику и

динамику изотропных, композиционных и функционально-градиентных стержневых кон-
струкций. В [12] с помощью полуаналитического метода расчета проведено исследование
критических и закритических деформаций прямоугольных пластин из ФГМ при попереч-
ном и продольном нагружении. При этом предполагалось, что свойства материала зависят
от температуры и изменяются по толщине в соответствии со степенным законом распреде-
ления, используемым для описания распределений объемных долей составляющих матери-
ала. Условия закрепления рассматриваемой пластины были следующие: два края жестко
закреплены, остальные два могли быть свободно опертыми, защемленными либо упру-
го закрепленными относительно поворотов. В работе [13] на основе классической теории
пластин проведен анализ нелинейного цилиндрического изгиба пластин из ФГМ.

Из сказанного выше следует, что для описания распределений объемных долей со-
ставляющих материала в основном используется степенная зависимость, в то время как
нелинейные задачи о функционально-градиентных пластинах рассмотрены с использова-
нием сигмоидальной функции лишь в нескольких работах.

В данной работе с помощью сигмоидальной функции исследуется задача нелинейного

цилиндрического изгиба пластин из функционально-градиентного материала. Предпола-
гается, что характеристики таких материалов, за исключением коэффициента Пуассона,
изменяются по толщине пластины в соответствии с двумя степенными функциями рас-
пределения. Для построения определяющих уравнений задачи применяются классическая
теория пластин и нелинейные уравнения Кармана для деформаций.

1. Теоретические основы используемого метода. Ниже приводится математи-
ческая постановка рассматриваемой задачи.

1.1. Свойства составляющих сигмоидально-функционально-градиентного материа-
ла. Функционально-градиентные материалы могут быть получены путем непрерывного

изменения характеристик компонентов многослойных материалов по заданному закону.
Особенностью таких материалов является наличие неоднородных микроструктур с непре-
рывно изменяющимися макросвойствами. Тип ФГМ зависит от распределения объемных

долей его компонентов. При этом для закона распределения, как правило, использует-
ся степенная или экспоненциальная зависимость. Лишь в отдельных работах для закона
распределения используется сигмоидальная функция. В данной работе пластины из ФГМ
детально исследуются с помощью сигмоидальной функции.

Рассмотрим упругую прямоугольную пластину постоянной толщины h, изготовлен-
ную из ФГМ. Составляющими материала являются керамика и металл. На верхней и
нижней поверхностях пластины модуль Юнга и коэффициент Пуассона не одинаковы и за-
даются в соответствии с условиями эксплуатации пластины. Эти параметры изменяются
только по толщине пластины: E = E(z), ν = ν(z). Поскольку в отличие от модуля Юнга
коэффициент Пуассона оказывает менее существенное влияние на деформацию [14], его
значение считается константой. Для определения значения модуля Юнга, который изме-
няется по сигмоидальной зависимости по толщине пластины, используются две степенные
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функции [7, 8]:
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(p — параметр материала).
По правилу смесей модуль Юнга для сигмоидально-функционально-градиентного ма-

терила (СФГМ) можно вычислить следующим образом:

0 6 z 6 h/2: E(z) = V1(z)E1 + [1− V1(z)]E2,

−h/2 6 z 6 0: E(z) = V2(z)E1 + [1− V2(z)]E2

(2)

(E(z) — модуль Юнга; E1, E2 — модули Юнга для нижней (z = +h/2) и верхней (z =
−h/2) поверхностей пластины соответственно).

1.2. Основные уравнения задачи нелинейного цилиндрического изгиба пластин из
СФГМ. Рассмотрим пластину из СФГМ толщиной h и длиной l = 2a. Верхняя поверхность
пластины выполнена из керамики, нижняя — из металла. В соответствии с классической
теорией пластин поле перемещений можно описать с помощью формул

u(x, y, z) = u0(x, y)− z
∂w0

∂x
, v(x, y, z) = 0, w(x, y, z) = w0(x, y),

где u, v, w — перемещения в направлениях x, y, z; u0, v0, w0 — перемещения в срединной

плоскости в направлениях x, y, z.
Уравнения Кармана для нелинейных зависимостей деформаций от перемещений за-

писываются в виде
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+
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∂x2
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+
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∂y
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(3)

Определяющие соотношения для ненулевых деформаций задаются в матричной форме σx

σy

τxy

 =

 Q11 Q12 0

Q12 Q22 0

0 0 Q66


 εx

εy

γxy

 . (4)

С учетом свойств материала (см. (2)) выражения для коэффициентов жесткости Qij

можно записать следующим образом:

Q11 = Q22 =
E(z)

1− ν2
, Q12 =

νE(z)

1− ν2
, Q66 =

E(z)

2(1 + ν)
.

Применяя принцип Гамильтона, получаем уравнения Эйлера — Лагранжа [15]

Nx,x = 0; (5)

Qx,x + q + Nxw,xx = 0, Mx,x −Qx = 0, (6)

где q — поперечная нагрузка. Продольная, поперечная силы и момент определяются сле-
дующим образом:

Nx =

h/2∫
−h/2

σx dz, Qx =

h/2∫
−h/2

τxy dz, Mx =

h/2∫
−h/2

σxz dz. (7)
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Из уравнения (5) следует, что Nx = N0
x = const. При этом уравнения (6) принимают

вид

Mx,xx + q + N0
xw,xx = 0. (8)

Подставляя формулы (3) в (4), а полученный результат — в (7), выразим обобщенные
усилия и момент через составляющие вектора перемещения:

Nx = A11(u,x + w2
,x/2)−B11w,xx; (9)

Mx = B11(u,x + w2
,x/2)−D11w,xx. (10)

Здесь A11, B11, D11 — коэффициенты жесткости на растяжение, совместный изгиб и рас-
тяжение и изгиб соответственно:

A11 =

h/2∫
−h/2

Q11 dz, B11 =

h/2∫
−h/2

Q11z dz, D11 =

h/2∫
−h/2

Q11z
2 dz. (11)

Объемная доля и модуль Юнга пластин из СФГМ определяются уравнениями (1), (2).
Подставляя (2) в (11), получаем

A11 =
h

1− ν2

E1 + E2

2
, B11 =

h2(E1 − E2)

8(1− ν2)

p2 + 3p

(p + 1)(p + 2)
, D11 =

h3

12(1− ν2)

E1 + E2

2
.

Из (9), (10) находим

Mx =
B11

A11
N0

x +
(B2

11

A11
−D11

)
w,xx. (12)

Наконец, подставляя (12) в (8), получаем

w,xxxx − k2w,xx = q0, (13)

где

k2 =
N0

x

D11 −B2
11/A11

, q0 =
q

D11 −B2
11/A11

.

2. Общее решение. Предположим, что на верхней поверхности пластины из СФГМ
действует равномерно распределенная поперечная нагрузка q. Целью данной работы явля-
ется получение аналитического решения задачи о нелинейном изгибе пластины, изготов-
ленной из СФГМ.

2.1. Нелинейный анализ. Уравнение (13) представляет собой обыкновенное линейное
дифференциальное уравнение четвертого порядка. Запишем его решение

w(x) = C1 ch (kx) + C2 −
q0

2k2
x2 (14)

(C1, C2 — константы, определяемые с использованием краевых условий на торцах пласти-
ны). Предположим, что начало системы координат находится в центре пластины. Тогда
граничные условия для шарнирно опертого края пластины имеют вид

w(a) = w(−a) = 0, Mx(a) = Mx(−a) = 0, u(a) = u(−a) = 0.

Поскольку усилие Nx не зависит от x, перемещение в плоскости пластины u можно
вычислить путем интегрирования уравнения (5) с использованием общего решения урав-
нения (14). Граничные условия можно записать в следующем виде:

w(a) = 0, Mx(a) =
B11

A11
N0

x −
(
D11 −

B2
11

A11

)
w,xx

∣∣∣
x=a

= 0; (15)
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u(a) =

a∫
0

( N0
x

A11
+

B11

A11
w,xx −

1

2
w2

,x

)
dx = 0. (16)

Подставляя общее решение (14) в условия (15), находим выражения для констант C1, C2

C1 =
(B11

A11
+

q0

k4

) 1

ch (ka)
, C2 =

q0a
2

2k2
− C1 ch (ka). (17)

Из условия (16) получаем

u(a) =
N0

x

A11
a +

B11

A11
kC1 sh (ka)− B11

A11

q0

k2
a− 1

2
k2C2

1

( 1

4k
sh (2ka)− a

2

)
−

− q2
0a

3

6k4
+ C1

q0

k3
[ka ch (ka)− sh (ka)] = 0. (18)

Для решения уравнений (17), (18) относительно констант C1, C2, N0
x применяются чис-

ленные методы.
2.2. Линейный анализ. В данном случае в соответствии с теорией малых деформаций

нелинейные члены Кармана (второе слагаемое в левой части уравнения (13)) не учитыва-
ются. Тогда решение можно записать в следующем виде:

w(x) =
1

24
q0(x

4 − a4) +
1

12

2B2
11 − 3D11A11

D11A11
q0a

2(x2 − a2),

u(x) =
1

6
q0x

3 B11

A11
− 1

6
q0a

2x
B11

A11
.

3. Обсуждение результатов. Исследование поведения конструкций из СФГМ при

нелинейном изгибе проводилось на примере прямоугольной пластины, нижняя поверхность
которой изготовлена из алюминия, а верхняя — из окиси алюминия. Модуль упругости
алюминия равен 70 ГПа, для окиси алюминия это значение составляет 380 ГПа. Для обоих
материалов коэффициент Пуассона принимался равным 0,3. Толщина пластины h = 5 мм,
длина a = 0,5 м. Результаты численного анализа представлены ниже в следующих безраз-
мерных переменных: x̄ = x/a — координата в плоскости пластины; z̄ = z/h — координата

по толщине пластины; w̄ = w/h — смещение; σ̄x = σx/[Q11m(h/a)2] — осевое напряжение

(Q11m — коэффициент жесткости металлической пластины); qn = q0a
4/(Emh4) — пара-

метр нагружения.
Как указано выше, объемная доля V (z) компонентов материала пластины из СФГМ

изменяется по толщине в соответствии с двумя степенными функциями (1). На рис. 1
представлено распределение объемной доли керамики по толщине пластины при различ-
ных значениях показателя p. При p = 1 объемная доля керамики и металла изменяется
линейно. При p < 1 резкий скачок объемной доли наблюдается вблизи верхней и ниж-
ней поверхностей пластины, при p > 1 — вблизи срединной поверхности. Поэтому, если
пластина из СФГМ используется в качестве подложки для многослойного композита, це-
лесообразно выбирать распределение V (z) при p > 1.

На рис. 2 приведена зависимость смещения в центре пластины от параметра нагруз-
ки qn. Видно, что если максимальная деформация превышает 0,2h, то необходимо исполь-
зовать нелинейное решение. При достаточно большой нагрузке нелинейный анализ дает
меньшие значения смещения по сравнению с линейным анализом. Такая закономерность
отмечена в работах [15, 16] для несимметричных слоистых композитов.

На рис. 3 представлены распределения максимального смещения по продольной коор-
динате при p = 2, q = 1 кН/м2, полученные в результате линейного и нелинейного анализа.
Линейный анализ дает завышенное значение смещения.
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Рис. 1. Распределение объемной доли керамики по толщине пластины из СФГМ
при различных значениях параметра p:
1 — p = 0,2; 2 — p = 0,5; 3 — p = 1; 4 — p = 2; 5 — p = 5

Рис. 2. Зависимость смещения в центре срединной плоскости пластины из

СФГМ wmax от параметра поперечной нагрузки qn (p = 2):
сплошная линия — результаты линейного анализа, штриховая — результаты нелиней-
ного анализа

На рис. 4 показано изменение безразмерного смещения в центре пластины из СФГМ
под действием равномерной поперечной нагрузки при различных значениях параметра p.
Максимальное смещение имеет место для металлической пластины. Этого следовало ожи-
дать, поскольку жесткость такой пластины меньше жесткости керамической пластины

или пластины из СФГМ. Значение смещения для пластины из СФГМ находится между

значениями смещений для пластин из металла и керамики. Из представленных резуль-
татов также следует, что поведение пластины из СФГМ под действием положительной

и отрицательной поперечных сил различается. При отрицательной нагрузке нелинейный
анализ дает бо́льшие значения смещения на начальном этапе нагружения, чем при поло-
жительной. Отметим, что при отрицательной нагрузке параметр p оказывает более суще-
ственное влияние на характер деформирования, чем при положительной нагрузке.

Распределения безразмерных осевых напряжений σ̄x по толщине пластины из СФГМ,
находящейся под действием нагрузки q = 1 кН/м2, при различных значениях параметра
материала p, полученные в результате линейного и нелинейного анализа, представлены
на рис. 5. При сжатии напряжения на нижней поверхности пластины оказались сжимаю-
щими, на верхней — растягивающими. Максимальное растягивающее напряжение имеет
место на верхней поверхности пластины в случае линейного анализа при p = 2. Данная
поверхность является керамической. В случае нелинейного анализа максимальное растя-
гивающее напряжение наблюдается на той же поверхности, но при p = 0,2. Зависимость
напряжений в металлической и керамической пластинах от толщины является линейной

как при линейном анализе, так и при нелинейном. При этом линейное решение дает одни
и те же результаты как для керамических, так и для металлических пластин.

На рис. 6 показано, что смещение по длине пластины из СФГМ прямо пропорцио-
нально соответствующему смещению в металлической пластине. Поэтому, зная свойства
составляющих материала, можно оценить деформации в пластинах из ФГМ.
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Рис. 3. Зависимость смещения от продольной координаты при поперечной нагрузке

q = 1 кН/м2 (p = 2):
1 — результаты линейного анализа, 2 — результаты нелинейного анализа

Рис. 4. Зависимость смещения в центре срединной плоскости пластины из СФГМ wmax

от параметра поперечной нагрузки qn при различных значениях параметра p:
1 — керамическая пластина; 2–4 — композитная пластина (2 — p = 0,5, 3 — p = 1, 4 — p = 2);
5 — металлическая пластина

à áz/h

sx
_0,5

_0,4

_0,3

_0,2

_0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

_2 0 2 4 6_4

z/h

sx
_0,5

_0,4

_0,3

_0,2

_0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

_1 0 2 31 4_2

4
5
6

1
2
3

Рис. 5. Распределение осевого напряжения σ̄x в пластине из СФГМ по толщине при

q = 1 кН/м2 и различных значениях параметра p материала:
а — результаты линейного анализа, б — результаты нелинейного анализа; 1 — керамическая

пластина, 2–5 — композитная пластина (2 — p = 0,2, 3 — p = 0,5, 4 — p = 1, 5 — p = 2); 6 —
металлическая пластина



150 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2013. Т. 54, N-◦ 1

wÑÔÃÌ

wm

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,2 0,4 0,80,60

4

1
2
3

Рис. 6. Зависимость между смещениями в пластине из СФГМ и в металличе-
ской пластине при q = 1 кН/м2 и различных значениях параметра материала p
в случае нелинейного анализа:
1 — p = 0,2, 2 — p = 0,5, 3 — p = 1, 4 — p = 2

4. Выводы. В работе исследован нелинейный цилиндрический изгиб пластин из

СФГМ под действием равномерного давления. Основные уравнения получены с использо-
ванием теории Кармана для больших перемещений. Предполагалось, что свойства СФГМ
изменяются по толщине пластин, при этом распределение материала происходит в соот-
ветствии с двумя степенными функциями. В задаче о цилиндрическом изгибе пластин

уравнения пластин Навье с учетом больших перемещений можно получить в форме ли-
нейных уравнений и нелинейных граничных условий. Использование линейных дифферен-
циальных уравнений существенно упрощает анализ больших перемещений. Для пластины
из керамики и металла определены безразмерные напряжения и перемещения. Установле-
но, что результаты, полученные на основе нелинейного анализа, существенно отличаются
от результатов, полученных на основе линейного анализа. Учет нелинейности приводит
к уменьшению величины поперечного смещения.
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