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С использованием математической модели, полученной из алгебраической модели Роди
рейнольдсовых напряжений, описано течение в дальнем плоском безымпульсном турбу-
лентном следе. Модель аналогична двухпараметрической (k−ε)-модели турбулентности
в приближении дальнего следа с измененной эмпирической постоянной в диффузионных
слагаемых уравнений. Выполнены теоретико-групповой анализ математической моде-
ли следа и автомодельная редукция уравнений модели к системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. С использованием асимптотического разложения решения в
окрестности особой точки построено приближенное решение соответствующей краевой
задачи.

Ключевые слова: дальний плоский безымпульсный турбулентный след, теоретико-
групповой анализ, приближенное решение

Введение. Экспериментальному исследованию плоских безымпульсных турбулент-
ных следов посвящены работы [1–3]. Особенностью таких следов является то, что на рас-
стоянии, равном нескольким десяткам диаметров тела, они становятся практически бес-
сдвиговыми, поэтому влиянием дефекта продольной осредненной компоненты скорости на
характер течения в дальних областях безымпульсных турбулентных следов можно прене-
бречь.

Теоретическое моделирование и численные расчеты безымпульсных турбулентных

следов проведены в работах [1, 3–12]. Основанное на модели Роди [13] исследование дина-
мики плоского безымпульсного турбулентного следа выполнено в [7, 10, 11]. Полученные
результаты расчетов хорошо согласуются с экспериментальными данными [2]. В [8] анало-
гичные расчеты проводились на основе математической модели, включающей уравнение
переноса коэффициента перемежаемости; получены результаты, удовлетворительно согла-
сующиеся с экспериментальными данными [2]. Теоретический и численный анализ авто-
модельности вырождения плоского безымпульсного турбулентного следа выполнен в [1,
4–6, 9–11].

Следует отметить работу [12], в которой установлено, что локально-равновесное при-
ближение в задаче о плоском безымпульсном турбулентном следе является дифференци-
альной связью для модели замыкания третьего порядка.

Работа выполнена в рамках государственного задания № 0287-2021-0002 и при поддержке Краснояр-
ского математического центра, финансируемого Министерством науки и высшего образования РФ в рам-
ках мероприятий по созданию и развитию региональных научно-образовательных математических цен-
тров (соглашение 075-02-2023-912).
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В данной работе, являющейся продолжением работы [11], на основе асимптотического
разложения решения в окрестности особой точки проводится построение приближенного

решения рассматриваемой задачи.
1. Автомодельная редукция. Для описания течения в дальнем плоском безымпульс-

ном турбулентном следе используется следующая математическая модель:

∂U1

∂x
=

∂

∂y
Cµ

k2

ε

∂U1

∂y
; (1)

∂k

∂x
=

∂

∂y
Cµ

k2

ε

∂k

∂y
− ε; (2)

∂ε

∂x
=

∂

∂y

Cµ

σε

k2

ε

∂ε

∂y
− Cε2

ε2

k
. (3)

Здесь U1 = U0 − U — дефект продольной осредненной компоненты скорости U ; U0 — ско-
рость невозмущенного потока; k, ε — кинетическая энергия турбулентности и скорость ее

диссипации соответственно; Cµ = 0,25, σε = 1,3, Cε2 = 1,92 — эмпирические постоянные

модели. Заметим, что в данном случае значение эмпирической постоянной Cµ отличается

от ее значения, принятого для двухпараметрической (k−ε)-модели турбулентности, так
как модель (1)–(3) получена в результате упрощения [11] более сложной алгебраической
модели рейнольдсовых напряжений [13]. Ось Ox системы координат направлена вниз по
течению и совпадает с осью симметрии тела, начало системы координат находится на

задней кромке тела. Переменные задачи обезразмерены с использованием масштабов ско-
рости U0 и длины D (диаметр тела).

Для выполнения автомодельной редукции уравнений системы (1)–(3) проведем

теоретико-групповой анализ [14]. Базис алгебры Ли модели (1)–(3) составляют следую-
щие операторы:
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Используя операторы растяжения X4, X5, X6, несложно получить автомодельное пред-
ставление для решений уравнений модели (1)–(3)

U1(x, y) = xβU2(t), k(x, y) = x2α−2K(t), ε(x, y) = x2α−3E(t), t = y/xα, (4)

позволяющее свести их к следующей системе обыкновенных дифференциальных уравне-
ний:
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Интегрируя уравнение (5) по независимой переменной в пределах от −∞ до ∞, получаем
закон сохранения

∞∫
−∞

U2 dt = 0, (8)

справедливый при условии K2U ′
2/E → 0 при t→ ±∞.
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Для системы (5)–(7) ставятся следующие краевые условия:

U ′
2(0) = K ′(0) = E′(0) = 0; (9)

U2(a) = K(a) = E(a) = 0. (10)

Условия (9) следуют из симметрии течения относительно оси Ox, условия (10) означают
равенство нулю искомых функций в области вне турбулентного следа. Поскольку систе-
ма (5)–(7) допускает операторы растяжения, координата точки a может быть выбрана
произвольным образом. Далее полагается a = 1.

В работе [11] редуцированная система (5)–(7), удовлетворяющая условиям (9), (10),
решалась численно с помощью метода стрельбы. Заметим, что в данной задаче имеет
место автомодельность второго рода [15]. Для определения значения показателя автомо-
дельности α в [9] решалась соответствующая нелинейная задача на собственные значения.
В данной работе значения α и β определяются в ходе построения приближенного решения.

2. Приближенное решение. Для построения приближенного решения краевой за-
дачи (5)–(7), (9), (10) при t = 0 будем соединять асимптотическое разложение решения
системы (5)–(7) в окрестности особой точки a = 1

U2 = u1(1− t)10/7 + u2(1− t)17/7 + u3(1− t)20/7 + u4(1− t)24/7 +

+ u5(1− t)27/7 + o(|1− t|27/7); (11)

K = k1(1− t)10/7 + k2(1− t)17/7 + k3(1− t)20/7 + k4(1− t)24/7 +

+ k5(1− t)27/7 + o(|1− t|27/7); (12)

E = e1(1− t)13/7 + e2(1− t)20/7 + e3(1− t)23/7 + e4(1− t)27/7 +

+ e5(1− t)30/7 + o(|1− t|30/7) (13)

с разложением решения системы уравнений (5)–(7) в точке t = 0 в степенной ряд, который
с учетом условий (9) имеет следующий вид:

U2 = U0 + α2t
2 + α4t

4 + α6t
6 + o(t6); (14)

K = K0 + β2t
2 + β4t

4 + β6t
6 + o(t6); (15)

E = E0 + γ2t
2 + γ4t

4 + γ6t
6 + o(t6) (16)

(выражения для коэффициентов степенных рядов (14)–(16) приведены в приложении).
Первые слагаемые асимптотического разложения (11)–(13) на границе турбулентного

следа за буксируемым телом (в данном случае уравнения (2), (3) включают дополнитель-
ное слагаемое, порождающее энергию турбулентности)

U2 = u1(1− t)1/(2−σε) + o(|1− t|1/(2−σε)), K = k1(1− t)1/(2−σε) + o(|1− t|1/(2−σε)),

E = e1(1− t)σε/(2−σε) + o(|1− t|σε/(2−σε))

представлены в работах [16, 17]. В [17] полученное асимптотическое разложение исполь-
зовалось для построения автомодельного решения с помощью модифицированного метода

стрельбы.
Представляя (11)–(13) в виде степенного ряда (выражения для коэффициентов приве-

дены в приложении) в окрестности точки t = 0:
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Приближенное (штриховые линии) и численное (сплошные линии) решения:
а — кинетическая энергия турбулентности K, б — скорость диссипации кинетической

энергии E, в — дефект продольной осредненной компоненты скорости U2

и требуя равенства коэффициентов при соответствующих степенях переменной t
в (14)–(16) и в (17)–(19), получаем систему, включающую 21 алгебраическое уравнение
для 20 неизвестных величин α, β, U0, K0, E0, ui, ki, ei, i = 1, 2, . . . , 5. В дальнейших

расчетах было отброшено уравнение, полученное для функции E при t6. Система алгеб-
раических уравнений решалась численно.

Описанная процедура применялась к уравнениям (6), (7) для вычисления значе-
ний показателя автомодельности α = 0,306 879 037 8, коэффициентов рядов (15), (16)
K0 = 0,515 429 302 0, E0 = 0,576 496 969 8, коэффициентов асимптотического разложе-
ния (12), (13) k1 = 2,031 304 888, k2 = −5,188 164 727, k3 = 5,536 417 877, k4 = −2,496 289 945,
k5 = 0,632 161 209 1, e1 = 4,017 491 301, e2 = −15,770 272 83, e3 = 19,236 160 81, e4 =
−9,317 613 445, e5 = 2,410 731 134. Указанные значения определялись однозначно с учетом
(9), (10) и условий

α > 0, K0 > 0, E0 > 0, K ′(t) < 0, E′(t) < 0, t ∈ (0, 1).
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Аналогичным образом рассматривалось уравнение (5) и определялись значения β =
−1,773 761 627, u1 = −17,817 144 31, u2 = 107,158 013 3, u3 = −116,779 035 7, u4 =
25,254 856 71, u5 = 3,183 310 011. Значение U0 может быть задано произвольным образом,
так как уравнение (5) допускает оператор растяжения по U2. Далее полагалось U0 = 1.

Полученные значения α, K0, E0 использовались в качестве данных для пристрелки

при решении краевой задачи (5)–(7), (9), (10) методом стрельбы. В результате числен-
ных расчетов найдены значения K0 = 0,515 922 586 0, E0 = 0,580 539 510 7, β = −1,623.
Сопоставление приближенного и численного решений показало, что их разность не превы-
шает 4 % (см. рисунок). При построении приближенного решения для дефекта продольной
осредненной компоненты скорости U1 с целью повышения точности алгебраическое урав-
нение (11) для определения коэффициентов асимптотического разложения было заменено
на интегральное соотношение (8).

Таким образом, на больших расстояниях от тела течение в дальнем плоском

безымпульсном турбулентном следе характеризуется следующими законами вырождения:
U1(x, 0) ∼ x−1,623, k(x, 0) ∼ x−1,386, ε(x, 0) ∼ x−2,386, l ∼ x0,307. Полученные законы согла-
суются с представленными в работах [3, 9, 11].

Заключение. В работе с использованием асимптотического разложения решения в
окрестности особой точки построено приближенное решение для полуэмпирической модели

дальнего плоского безымпульсного турбулентного следа и получено значение показателя

автомодельности. Полученные законы атомодельного вырождения согласуются с извест-
ными экспериментальными данными.

Приложение. Выражения для коэффициентов разложения в формулах (14)–(16) име-
ют вид
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выражения для коэффициентов степенных рядов в формулах (17)–(19) — вид

ᾱ0 = u1 + u2 + u3 + u4 + u5,

ᾱ1 = −(10u1 + 17u2 + 20u3 + 24u4 + 27u5)/7,

ᾱ2 = (15u1 + 85u2 + 130u3 + 204u4 + 270u5)/49,

ᾱ3 = (20u1 − 85u2 − 260u3 − 680u4 − 1170u5)/343,

ᾱ4 = (55u1 − 85u2 − 65u3 + 510u4 + 1755u5)/2401,

ᾱ5 = (198u1 − 187u2 − 104u3 + 408u4 + 351u5)/16 807,

ᾱ6 = (825u1 − 561u2 − 260u3 + 748u4 + 468u5)/117 649,

β̄0 = k1 + k2 + k3 + k4 + k5,

β̄1 = −(10k1 + 17k2 + 20k3 + 24k4 + 27k5)/7,

β̄2 = (15k1 + 85k2 + 130k3 + 204k4 + 270k5)/49,

β̄3 = (20k1 − 85k2 − 260k3 − 680k4 − 1170k5)/343,

β̄4 = (55k1 − 85k2 − 65k3 + 510k4 + 1755k5)/2401,

β̄5 = (198k1 − 187k2 − 104k3 + 408k4 + 351k5)/16 807,

β̄6 = (825k1 − 561k2 − 260k3 + 748k4 + 468k5)/117 649,

γ̄0 = e1 + e2 + e3 + e4 + e5,

γ̄1 = −(13e1 + 20e2 + 23e3 + 27e4 + 30e5)/7,

γ̄2 = (39e1 + 130e2 + 184e3 + 270e4 + 345e5)/49,

γ̄3 = (13e1 − 260e2 − 552e3 − 1170e4 − 1840e5)/343,

γ̄4 = (26e1 − 65e2 + 276e3 + 1755e4 + 4140e5)/2401,

γ̄5 = (78e1 − 104e2 + 276e3 + 351e4 + 1656e5)/16 807,

γ̄6 = (286e1 − 260e2 + 552e3 + 468e4 − 1380e5)/117 649.

Автор выражает благодарность О. В. Капцову и Г. Г. Черных за внимание к работе
и ценные замечания, способствовавшие ее улучшению.
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