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Ïðåä ëî æåí ÷èñ ëåí íûé àë ãî ðèòì äâóìåðíîé òî ìîã ðà ôèè äëÿ òðà åê òî ðèè èñ -
òî÷ íè êà, ñî ñòî ÿ ùåé èç êî íå÷ íî ãî îò ðåç êà. Ïî êà çà íî, ÷òî ýòîò àë ãî ðèòì â ñî ÷å -
òà íèè ñ ðàç ðà áî òàí íûì ðà íåå àë ãî ðèò ìîì ïî ñòðî å íèÿ âèð òó à ëü íûõ ëó ÷å âûõ
(ðåíò ãå íîâ ñêèõ) ïðî åê öèé ìî æåò áûòü èñ ïî ëü çî âàí äëÿ ïî ñòðî å íèÿ àë ãî ðèò ìà
òðåõìåðíîé òî ìîã ðà ôèè ïðè òðà åê òî ðèè èñ òî÷ íè êà, ñî ñòî ÿ ùåé èç îä íîé
îêðóæ íî ñòè.

Ââå äå íèå. Â êëàñ ñè ÷å ñêîé ðåíò ãå íîâ ñêîé êîìïü þ òåð íîé òî ìîã ðà ôèè
äëÿ âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ïëîò íî ñòè îáú åê òà èñ ïî ëü çó þò ñÿ èí òåã ðà ëû ïî âñåì
ïåðå ñå êà þ ùèì åãî ïðÿ ìûì. Ïðè ýòîì èñ òî÷ íèê èç ëó ÷å íèÿ äâè æåò ñÿ ïî
òðàåê òî ðèè, îõ âà òû âà þ ùåé îáú åêò ñî âñåõ ñòî ðîí, íà ïðè ìåð ïî îêðóæ íî ñòè.
Õîòÿ â ðå à ëü íûõ ïðàê òè ÷å ñêèõ ñè òó à öè ÿõ îáú åê òû èìå þò îãðà íè ÷åí íûå
ðàçìå ðû, ïðè âîñ ñòà íîâ ëå íèè ïëîò íî ñòè èñ ïî ëü çó þò ñÿ ôîð ìó ëû îá ðà ùå -
íèÿ, äëÿ êî òî ðûõ òðå áî âà íèå ôè íèò íî ñòè íî ñè òå ëÿ èñ êî ìûõ ôóí ê öèé íå
ÿâëÿ åò ñÿ íå îá õî äè ìûì. Íóæ íî ëèøü, ÷òî áû ñî îò âåò ñò âó þ ùèå èí òåã ðà ëû
ñóùå ñò âî âà ëè. 

Â ðà áî òàõ [1, 2] ïî êà çà íî, ÷òî, åñëè ó÷åñòü óñëî âèå ôè íèò íî ñòè íî ñè òå ëÿ
ôóí ê öèè, ìîæ íî ñó ùå ñò âåí íî óìå íü øèòü îáú åì èí ôîð ìà öèè, íå îá õî äè ìîé
äëÿ âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ôóí ê öèè ïî åå ðåíò ãå íîâ ñêèì ïðî åê öè ÿì.

Â ÷à ñò íî ñòè, â [2] ðå øå íà ñëå äó þ ùàÿ çà äà ÷à. Òðå áó åò ñÿ íàé òè ôóí ê öèþ 
y h h( , )1 2  ïî çà äàí íûì èí òåã ðà ëàì

u x p x p s s ds( , ) ( , )1 1 1 1= +
-¥

¥

ò y (1)

îò íåå âäîëü âñåõ ïðÿ ìûõ, ïå ðå ñå êà þ ùèõ îò ðå çîê [ , ]-1 1  íà îñè h2 0= , åñëè
íî ñè òåëü ôóí ê öèè y h h( , )1 2  ñî äåð æèò ñÿ â ïî ëî ñå - £ £ - ¥ < < ¥1 11 2h h, .

Òà êèì îá ðà çîì, ïðè âîñ ñòà íîâ ëå íèè ôóí ê öèè, ñî ñðå äî òî ÷åí íîé â ïî ëî -
ñå, ìîæ íî èñê ëþ ÷èòü, íà ïðè ìåð, èí òåã ðàëû âäîëü ïðÿ ìûõ, ïà ðàë ëå ëü íûõ
îñè h1 0= , à òàê æå èí òåã ðà ëû âäîëü ïðÿ ìûõ, ïå ðå ñå êà þ ùèõ ýòó îñü çà ïðå -
äåëà ìè îò ðåç êà [ , ].-1 1  Èñ òî÷ íèê èç ëó ÷å íèÿ ìî æåò äâè ãà òü ñÿ òî ëü êî âäîëü
ýòî ãî îò ðåç êà è íå îá õî äèòü îáú åêò ñî âñåõ ñòî ðîí.
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Â äàí íîé ðà áî òå  èç ëî æåí ÷èñ ëåí íûé àë ãî ðèòì ðå øå íèÿ ýòîé çà äà ÷è. 
Òå î ðå òè ÷å ñêèå îñíî âû àëãî ðèòìà âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ. Ïðè ïî ñòðî å íèè ÷èñ -

ëåí íî ãî àë ãî ðèò ìà íà ëî æèì äî ïîë íè òå ëü íûå óñëî âèÿ, åñ òå ñò âåí íûå äëÿ
ïðàê òè ÷å ñêèõ ñè òó à öèé. 

Ïðåä ïîëîæèì, ÷òî íî ñè òåëü ôóí ê öèè y h h( , )1 2  ñî äåð æèò ñÿ â ïðÿ ìî -
óãîëü íè êå - £ £ < < < < <r r h h r hh h1 1 2 2 10 1 0, , , .

Îò ìå òèì, ÷òî ïðè íà øèõ îãðà íè ÷å íè ÿõ ñó ùå ñò âó åò p0  òà êîå, ïðè
êîòîðîì äëÿ âñåõ x1, ïðè íàä ëå æà ùèõ îò ðåç êó [ , ],-1 1  u x p( , ) ,1 1 0=  åñëè 
p p1 0> , ò. å. ôóí ê öèÿ u x p( , ),1 1  çà äà þ ùàÿ èñ õîä íûå äàí íûå, èìå åò ôè íèò -
íûé íî ñè òåëü. Öåëå ñî îá ðàç íîñòü ýòèõ óñëî âèé ìû îáî ñíó åì, îáîá ùàÿ ñâÿçü
ðàñ ñìàò ðè âà å ìîé çà äà ÷è ñ ïðîá ëå ìîé ïîë íîé òðåõ ìåð íîé òî ìîã ðà ôè ÷å ñêîé
ðå êîí ñò ðóê öèè â êî íó ñå ëó ÷åé ïðè íå ïîë íûõ äàí íûõ.

Äëÿ äî êà çà òå ëü ñò âà îñíîâ íî ãî óòâåð æ äå íèÿ â [2] èñ ïî ëü çó åò ñÿ öå ïî÷ êà
çà ìåí ïå ðå ìåí íûõ  âñïî ìî ãà òå ëü íûõ ôóí ê öèé. Â ïðåä ëà ãà å ìîé ðà áî òå ïðè -
âå äåì îñíîâ íûå ôóí ê öèè, íå îá õî äè ìûå äëÿ ïî ñòðî å íèÿ àë ãî ðèò ìà. 

Îò ôóí ê öèè u x p( , ),1 1  çà äà þ ùåé èñ õîä íûå äàí íûå, ïå ðåé äåì ê ôóí ê öèè 
g tr

± ( , ),G  îïðå äå ëÿ å ìîé ðà âåíñòâîì

g t f t f t tr
r

r r
± += ± - > >( , ) [ ( , ) ( , )], , ,G G G G G1 0 0

ãäå

f t u
t

t

t

t

t

t
r

r

( , ) ,
( )

( )

( ) ( )
G

G G
=

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷+

-

+ +

2

1

1

1

2

1
2

2

2 2
ïðè G ³ 0;

f t u
t

t

t

t

t

t
r

r

( , ) ,
( )

( )

( ) ( )
G

G G
= -

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷+

-

+ +

2

1

1

1

2

1
2

2

2 2
ïðè G< 0;

r – ïðî èç âî ëü íîå ÷èñ ëî, óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùåå óñëî âèþ 0 1< <r .
Íàì ïî òðå áó åò ñÿ òàê æå ôóí ê öèÿ n g tr

± ( , ), ñâÿ çàí íàÿ ñ èñ êî ìîé ôóí ê öèåé 
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± ( , ).

Â ðà áî òå [2] ïî êà çà íî, ÷òî l m n n m n m nr r r
± ± ±=( , )~ ( , ) ~ ( , ),g  ãäå l m nr

± ( , ) – íå êî -

òî ðàÿ óíè âåð ñà ëü íàÿ ôóí ê öèÿ, íå çà âè ñÿ ùàÿ îò èñ ñëå äó å ìî ãî îáú åê òà. Îä -
íèì èç ïðåä ñòàâ ëå íèé ôóí ê öèè l m nr
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ãäå B – ýéëå ðîâ èí òåã ðàë ïåð âî ãî ðîäà.
Íà ïîì íèì, ÷òî ïðå îá ðà çî âà íèå Ìåë ëè íà îò ôóí ê öèè îä íîé ïå ðå ìåí íîé

îïðå äå ëÿ åò ñÿ ñëå äó þ ùèì âû ðà æå íè åì [3]:

F i f t t dti( ) ( ) .( )s t s t+ =
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Ïî ëî æèì s = 0, òîã äà
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Äëÿ ôóí ê öèè äâóõ ïå ðå ìåí íûõ îïðå äå ëå íèå àíà ëî ãè÷ íî. Ïðè s = 0 ïî ëó ÷à åì

~ ( , ) ( , ) , ,g g t t t d dt R Ri i
r r

m nm n m n± ±
¥¥

- -= Î Îòò
00

1 1 1 1G G G G ;

~ ( , ) ( , ) , ,n m n n g t g t g t g t m nr r
m n± ±

¥¥
- -= Î Îòò

00

1 1 1 1i i d d R R .

Èñ ïî ëü çóÿ îá ðàò íîå ïðå îá ðà çî âà íèå Ìåë ëè íà, ôóí ê öèþ n g tr
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Àëãî ðèòì âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ. Àë ãî ðèòì âû ÷èñ ëå íèÿ ôóí ê öèè y h h( , )1 2  ïî
ôóí ê öèè u x p( , )1 1  èìå åò ñëå äó þùèé âèä.

Øàã 1. Ïî ôóí ê öèè u x p( , )1 1  âû ÷èñ ëÿ åì ôóí ê öèþ

g t f t f tr
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Øàã 2. Íà õî äèì ïðå îá ðà çî âà íèå Ìåë ëè íà îò ôóí ê öèè g tr
± ( , )G  ïðè s = 0:

~ ( , ) ( , ) , ,g g t t t d dt R Ri i
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m nm n m n± ±
¥¥

- -= Î Îòò
00

1 1 1 1G G G G .
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Øàã 3. Ïî ôóí ê öèè ~ ( , )gr m n±  âû ÷èñ ëÿ åì ôóí ê öèþ ~ ( , ),n m nr
±  èñ ïî ëü çóÿ

ðàâåí ñò âî

~ ( , ) ,
~ ( , )

( , )
n m nr

r

r

m n

l m n

±
±

±
=

g

ãäå

l m n r m r mr
r m r m n r m± - += -

æ

è
ç

ö

ø
÷ ± -

- + - - -
( , ) , ,2

1

2

1i B i B i
i i i +æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

in

2
.

Ôóí ê öèÿ l m nr
± ( , ) íå çà âè ñèò  îò èñ ñëå äó å ìî ãî îáú åê òà è ìî æåò áûòü âû ÷èñ -

ëåíà çàðà íåå.
Îò ìå òèì òàê æå, ÷òî ïðè ìà ëûõ çíà ÷å íè ÿõ ìî äó ëÿ l m nr

± ( , ) íå îá õî äè ìî

èñ ïî ëü çî âàòü ìå òî äû ðå ãó ëÿ ðè çà öèè.
Øàã  4.  Èñ ïî ëü çóÿ  îá ðàò íîå  ïðå îá ðà çî âà íèå  Ìåë ëè íà,  îïðå äå ëÿ åì
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Øàã 5. Ïî ôóí ê öèè n g tr
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Îïè ñà íèå àë ãî ðèò ìà çà êîí ÷å íî.
Ìî äè ôè êà öèÿ àë ãî ðèò ìà âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ñ çà ìå íîé ïðå îá ðà çî âà íèÿ

Ìåë ëè íà ïðå îá ðà çî âà íèåì Ôó ðüå. Ïðå îá ðà çî âà íèå Ìåë ëè íà ìîæ íî ñâå ñ òè ê 
ïðå îá ðà çî âà íèþ Ôó ðüå äëÿ ñî êðà ùå íèÿ âðå ìå íè ñ÷å òà [3]. Îïè øåì øàãè àë -
ãî ðèò ìà äëÿ ýòîãî ñëó ÷àÿ.

Øàã 1. Ïî ôóí ê öèè u x p( , )1 1  âû ÷èñ ëÿ åì ôóí ê öèþ
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69



ãäå, êàê è ïðåæ äå, r – íå êî òî ðîå ôèê ñè ðî âàí íîå ÷èñ ëî, óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùåå
óñëî âèþ 0 1< <r , à ôóí ê öèÿ f t( , )G  îïðå äå ëÿ åò ñÿ ðà âåí ñò âîì
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Òàêàÿ ñòðóê òó ðà àë ãî ðèò ìà ïî çâî ëÿ åò äëÿ ñî êðà ùå íèÿ âðå ìå íè ñ÷å òà èñ -
ïî ëü çî âàòü áû ñò ðîå ïðå îá ðà çî âà íèå Ôó ðüå (ÁÏÔ). Ñëå äó åò îò ìå òèòü, ÷òî
äëÿ ïðè ìå íå íèÿ ÁÏÔ íå îá õî äè ìî èñ ïî ëü çî âàòü ðàâ íî ìåð íóþ ñåò êó, ÷òî â
ðÿäå ñëó ÷à åâ ìî æåò ïðèâåñòè ê ïî òå ðå òî÷ íî ñòè. 

Âîç ìîæ íûå ïðè ìå íå íèÿ àë ãî ðèò ìà. Äâó ìåð íàÿ òî ìîã ðà ôèÿ. Åñëè îáú -
åêò îãðà íè ÷åí íûõ ðàç ìå ðîâ íà õî äèò ñÿ, íà ïðè ìåð, â âåð õ íåé ïî ëó ïëî ñ êî ñòè,
ïðåä ëî æåí íûé àë ãî ðèòì ïî çâî ëÿ åò âîñ ñòà íî âèòü ïëîò íîñòü ýòî ãî îáú åê òà
ïðè äâè æå íèè èñ òî÷ íè êà èç ëó ÷å íèÿ  âäîëü íå êî òî ðî ãî îò ðåç êà ïðÿ ìîé, ðàç -
äå ëÿ þ ùåé ïî ëó ïëî ñ êî ñòè.

Ïðè èñ ñëå äî âà íèè ðÿäà îáú åê òîâ èñ ïî ëü çó åò ñÿ ñëå äó þ ùàÿ ñõå ìà ñêà íè -
ðî âà íèÿ. Äëÿ âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ïëîò íî ñòè ñëîÿ  äâè æå íèå ëè íåé êè äå òåê òî ðîâ
âäîëü íå êî òî ðîé íà ïðàâ ëÿ þ ùåé ñî ÷å òà åò ñÿ ñ âðà ùå íè åì îáú åê òà. Ïðè «îä -
íî ñòî ðîí íèõ» àë ãî ðèò ìàõ  ìîæ íî áó äåò èñê ëþ ÷èòü âðà ùå íèå îáú åê òà.

Àë ãî ðèò ìû âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ, èñ ïî ëü çó þ ùèå èí òåã ðà ëû ïî ïðÿ ìûì, ïå -
ðå ñå êà þ ùèì òî ëü êî îäíó èç ñòî ðîí îáú åê òà, ìî ãóò áûòü ïðè ìå íå íû â êëàñ -
ñè ÷å ñêîé äâó ìåð íîé òî ìîã ðà ôèè. Îäíà êî îñíîâ íûì ñòè ìó ëîì äëÿ ðàç ðà áîò -
êè òà êèõ àë ãî ðèò ìîâ ÿâ ëÿ åò ñÿ ïîë íàÿ òðåõ ìåð íàÿ òî ìîã ðà ôè ÷å ñêàÿ ðå êîí ñò -
ðóê öèÿ â êî íó ñå ëó ÷åé ïðè íå ïîë íûõ äàí íûõ. 

Òðåõ ìåð íàÿ òî ìîã ðà ôèÿ. Ðàñ ñìîò ðèì ïî äðîá íåå ïðè ìå íå íèå âûøåèç ëî -
æåí íî ãî àë ãî ðèò ìà ïðè òî ìîã ðà ôè ÷å ñêîé ðå êîí ñò ðóê öèè â êî íó ñå ëó ÷åé.

Â êëàñ ñè ÷å ñêîé êîìïü þ òåð íîé òî ìîã ðà ôèè èñ ïî ëü çó åò ñÿ äâó ìåð íûé
âååð ëó ÷åé. Äàí íûå î ïðî õîæ äå íèè ÷å ðåç îáú åêò ðå ãè ñò ðè ðó þò ñÿ ñ ïî ìî ùüþ 
îä íî ìåð íîé ëè íåé êè äå òåê òî ðîâ. Ñè ñ òå ìà «äå òåê òî ðû – èñ òî÷ íèê èç ëó ÷å -
íèÿ» äè ñê ðåò íî âðà ùà åò ñÿ âî êðóã íå êî òî ðîé îñè, îñòà âà ÿñü â ïëîñ êî ñòè, îð -
òî ãî íà ëü íîé ýòîé îñè. Ïî ïî ëó ÷åí íûì äàí íûì âîñ ñòà íàâ ëè âà åò ñÿ äâó ìåð -
íàÿ ïëîò íîñòü ñðå çà, êî òî ðûé ïðåä ïî ëà ãà åò ñÿ òîí êèì. Ïî ñëå âîñ ñòà íîâ ëå -
íèÿ ïëîò íî ñòè ñðå çà ñè ñ òå ìà ïå ðå ìå ùà åò ñÿ âäîëü îñè âðà ùå íèÿ è ïðî öåññ
ïî âòî ðÿ åò ñÿ. Ñõå ìû ñêà íè ðî âà íèÿ ìî ãóò âà ðü è ðî âà òü ñÿ, íî ñóòü ïðî öåñ ñà íå
ìå íÿ åò ñÿ: îáú åêò ïðåä ñòàâ ëÿ åò ñÿ â âèäå íà áî ðà òîí êèõ ñðå çîâ è íà êàæ äîì
øàãå ðå øà åò ñÿ çà äà ÷à âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ äâó ìåð íîé ïëîò íî ñòè ñðå çà, òîë ùè -
íîé êî òî ðî ãî ìîæ íî ïðå íå áðå÷ü.

Â òðåõ ìåð íîé òî ìîã ðà ôèè ðå êîí ñò ðóê öèÿ âå äåò ñÿ â òðåõ ìåð íûõ êî íó ñàõ 
ëó ÷åé è ðàñ ñìàò ðè âà åò ñÿ äðó ãàÿ ñõå ìà ïî ëó ÷å íèÿ è îá ðà áîò êè äàí íûõ. Èñ -
òî÷ íèê äâè æåò ñÿ ïî íå êî òî ðîé òðåõ ìåð íîé òðà åê òî ðèè, äëÿ êàæ äîé åãî ïî çè -
öèè äàí íûå ðå ãè ñò ðè ðó þò ñÿ íà ïëåí êå èëè äâó ìåð íîé ìàò ðè öå äå òåê òî ðîâ.
Ïî ñè ñ òå ìå ïî ëó ÷åí íûõ äâó ìåð íûõ äàí íûõ âîñ ñòà íàâ ëè âà åò ñÿ ïëîò íîñòü
òðåõ ìåð íî ãî îáú åê òà â çà äàí íîé òî÷ êå. Íàè áî ëåå ðàñ ïðî ñòðà íåí íû ìè òðà åê -
òî ðè ÿ ìè ÿâ ëÿ þò ñÿ ñè ñ òå ìà äâóõ îêðóæ íî ñòåé, ëå æà ùèõ âî âçà èì íî ïåð ïåí -
äè êó ëÿð íûõ ïëîñ êî ñòÿõ, è âèí òî âàÿ ëè íèÿ (ñïè ðàëü). Îò ìå òèì, ÷òî â íà ñòî ÿ -
ùåå âðå ìÿ âû ïó ñ êà þò ñÿ è ïðî äà þò ñÿ ñïè ðà ëü íûå òî ìîã ðà ôû. Êàê ïðà âè ëî,
ôèð ìû íå ðàñ êðû âà þò äå òà ëåé ñâî èõ àë ãî ðèò ìîâ. Îä íà êî ïî êîñ âåí íûì äàí -
íûì ìîæ íî ïðåä ïî ëî æèòü, ÷òî èñ ïî ëü çó åò ñÿ êëàñ ñè ÷å ñêàÿ ñõå ìà, êî òî ðóþ
ìîæ íî ïðè ìå íÿòü, åñëè øàã ñïè ðà ëè ìàë, ïðè áëè æåí íî ñ÷è òàÿ îäèí âè òîê
ñïè ðà ëè îêðóæ íî ñòüþ. Ïðåä âà ðè òå ëü íûå èñ ñëå äî âà íèÿ ïî êà çû âà þò, ÷òî ïå -
ðå õîä ê òðåõ ìåð íîé ñõå ìå âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ìî æåò ñó ùå ñò âåí íî ïî âû ñèòü ðàç -
ðå øå íèå è ïî íè çèòü äîçó îá ëó ÷å íèÿ.

Íàè áî ëü øåå ïðå è ìó ùå ñò âî ìå òî äû ðå êîí ñò ðóê öèè â òðåõ ìåð íûõ êî íó -
ñàõ ëó ÷åé ïå ðåä äâó ìåð íû ìè (âå åð íû ìè) ìå òî äà ìè èìå þò â ñëó ÷àå ñëîæ íûõ
ïðî ñòðàí ñò âåí íûõ ôîðì èñ ñëå äó å ìûõ îáú åê òîâ è äå ôåê òîâ â íèõ.

Äëÿ ïðè ìå íå íèÿ áî ëü øèí ñò âà ôîð ìóë îá ðà ùå íèÿ ëó ÷å âî ãî ïðå îá ðà çî -
âà íèÿ íå îá õî äè ìî, ÷òî áû èñ ñëå äó å ìûé îáú åêò è òðà åê òî ðèÿ èñ òî÷ íè êà óäîâ -
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ëåò âî ðÿ ëè óñëî âè ÿì Êè ðèë ëî âà – Ñìè òà – Òóÿ. Ãëàâ íîå èç ýòèõ óñëî âèé çà -
êëþ ÷à åò ñÿ â òîì, ÷òî ëþ áàÿ ïëîñ êîñòü, ïðî õî äÿ ùàÿ ÷å ðåç îáú åêò, ïå ðå ñå êà åò
òðà åê òî ðèþ äâè æå íèÿ èñ òî÷ íè êà. Òðà åê òî ðèè, íå óäîâ ëåò âî ðÿ þ ùèå óñëî âè -
ÿì Êè ðèë ëî âà – Òóÿ, íà çû âà þò ñÿ íå ïîë íû ìè. Êàê óïî ìè íàëîñü âûøå, äëÿ
âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ôóí ê öèé, èìå þ ùèõ ôè íèò íûé íî ñè òåëü, íå ÿâ ëÿ åò ñÿ íå îá -
õî äè ìûì âû ïîë íå íèå óñëî âèÿ Êè ðèë ëî âà – Òóÿ (òà êèå ôóí ê öèè ïðè õî äèò ñÿ
èñ ñëå äî âàòü â áî ëü øèí ñò âå ðå à ëü íûõ ñè òó à öèé).

Òàê, â ðà áî òå [1] ïî êà çà íî, ÷òî äëÿ âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ôóí ê öèé, ñî ñðå äî òî -
÷åí íûõ â øàðå, äî ñòà òî÷ íî îä íîé îêðóæ íî ñòè. Â [2] ïî êà çà íî, ÷òî îä íîé
îêðóæ íî ñòè äî ñòà òî÷ íî äëÿ âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ èí òåã ðè ðó å ìûõ ôóí ê öèé, ñî -
ñðå äî òî ÷åí íûõ â öè ëèí ä ðå. Ýòî îçíà ÷à åò, ÷òî, èñ ïî ëü çóÿ òðà åê òî ðèþ èç îä -
íîé îêðóæ íî ñòè, ìîæ íî âîñ ñòà íî âèòü ôóí ê öèþ, íî ñè òåëü êî òî ðîé íå îãðà -
íè ÷åí â îä íîì èç íà ïðàâ ëå íèé. Â ðå à ëü íûõ ñè òó à öè ÿõ îáà ìå òîäà ïðè ìå -
íÿþò ñÿ ê îáú åê òàì êî íå÷ íûõ ðàç ìå ðîâ. Ó êàæ äî ãî èç ýòèõ ìå òî äîâ åñòü ñâîè
ïðå è ìó ùå ñò âà.

Çíàÿ èí òåã ðà ëû âäîëü ïðÿ ìûõ, ïðî õî äÿ ùèõ ÷å ðåç îêðóæ íîñòü, èñïî ëü çóÿ
ïðè ýòîì ñâîé ñò âà ïðå îá ðà çî âà íèÿ Ôó ðüå ëó ÷å âûõ äàí íûõ, ìîæ íî âû ÷èñ -
ëèòü èí òåã ðà ëû âäîëü ïðÿ ìûõ, ïðî õî äÿ ùèõ ÷å ðåç ëþ áóþ âíóò ðåí íþþ òî÷ êó
êðó ãà. Íà ÷èñ ëÿ å ìûå òà êèì îá ðà çîì èí òåã ðà ëû äëÿ âíóò ðåí íèõ òî ÷åê êðó ãà
áó äåì íà çû âàòü âèð òó à ëü íû ìè ëó ÷å âû ìè (ðåíò ãå íîâ ñêè ìè) ïðî åê öè ÿ ìè.
Ñëî âî «âèð òó à ëü íûé» â ýòîì ñëó÷àå îçíà ÷à åò, ÷òî íà ñà ìîì äåëå èñ òî÷ íèê èç -
ëó ÷å íèÿ íå íà õî äèò ñÿ âî âíóò ðåí íèõ òî÷ êàõ êðó ãà, à äâè æåò ñÿ ïî îêðóæ íî -
ñòè, ÿâ ëÿ þ ùåé ñÿ åãî ãðà íè öåé. Íà ïîì íèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î òðåõ ìåð íîì ïðî -
ñòðàí ñò âå, è îñíîâ íîé èí òå ðåñ ïðåä ñòàâ ëÿ þò ïðÿ ìûå, íå ëå æà ùèå â ïëîñ êî -
ñòè òðà åê òî ðèè èñ òî÷ íè êà.  

Àë ãî ðèòì ïî ñòðî å íèÿ âèð òó à ëü íûõ ðåíò ãå íîâ ñêèõ ïðî åê öèé èç ëî æåí â
[4, 5], ðÿä ñâîéñòâ ýòî ãî àë ãî ðèò ìà èñ ñëå äî âàí â [6]. Äå ìîí ñò ðà öè îí íûå âåð -
ñèè ïðî ãðàìì äëÿ ïî ñòðî å íèÿ âèð òó à ëü íûõ ïðî åê öèé äàíû â [7] (ñì. ðàçä.
«Òî ìîã ðà ôèÿ» ñåð âå ðà «Ìå òî äû ðå øå íèÿ óñëîâ íî-êîð ðåê ò íûõ çà äà÷»).

Â ñî ÷å òà íèè ñ ìå òî äîì âèð òó à ëü íûõ ïðî åê öèé âû øå ïðåä ñòàâ ëåí íûé àë -
ãî ðèòì äàåò ìå òîä âîñ ñòà íîâ ëå íèÿ ôóí ê öèè òðåõ ïå ðå ìåí íûõ ïî èí òåã ðà ëàì 
âäîëü ïðÿ ìûõ, êî òî ðûå ïå ðå ñå êàþò åäè íè÷ íóþ îêðóæ íîñòü, ëå æà ùóþ â
ïëîñ êî ñòè z = 0.

Äåé ñò âè òå ëü íî, ñëå äóÿ [2], ðàñ ñìîò ðèì ñå ÷å íèå îáú åê òà íå êî òî ðîé ïëîñ -
êî ñòüþ, îð òî ãî íà ëü íîé ïëîñ êî ñòè z = 0. Åñëè îáú åêò ðàñ ïî ëî æåí âíóò ðè
öèëèí ä ðà åäè íè÷ íî ãî ðà äè ó ñà, òî ôóí ê öèÿ, ïî ëó ÷åí íàÿ â ñå ÷å íèè, ïî îä íîé
èç ïå ðå ìåí íûõ áó äåò ñî ñðå äî òî ÷å íà â ïî ëî ñå [ , ].-1 1  Èí òåã ðà ëû ïî ïðÿ ìûì,
ïå ðå ñå êà þ ùèì îò ðå çîê [ , ],-1 1  ìîæ íî íàé òè, èñ ïî ëü çóÿ ìå òîä âèð òó à ëü íûõ
ïðî åê öèé.

Îãðà íè ÷å íèÿ, ââå äåí íûå íàìè ïðè ïî ñòðî å íèè îä íî ñòî ðîí íå ãî àë ãî ðèò -
ìà, â ñëó ÷àå òðåõ ìåð íîé òî ìîã ðà ôèè â êî íó ñå ëó ÷åé ñâî äÿò ñÿ ê  ñëå äó þ ùå -
ìó:

– ìåæ äó îáú åê òîì è öè ëèí ä ðîì, â êî òî ðîì íà õî äèò ñÿ îáú åêò, äîë æåí
ñóùå ñò âî âàòü «çà çîð» (ò. å. îáú åêò äîë æåí íà õî äè òü ñÿ ñòðî ãî âíóò ðè öè -
ëèíäðà);

– îáú åêò äîë æåí áûòü îò äå ëåí îò ïëîñ êî ñòè z = 0 («âè ñåòü» íàä íåé).
Åñëè ïåð âîå óñëî âèå ÿâ ëÿ åò ñÿ åñ òå ñò âåí íûì äëÿ ðå à ëü íûõ ñè òó à öèé, òî

âòî ðîå òðå áó åò ïî ÿñ íå íèé. Ïðåä ïîëîæèì, ÷òî èñ òî÷ íèê äâè æåò ñÿ â ïëîñ êî -
ñòè z = 0. Ïðè âîñ ñòà íîâ ëå íèè ôóí ê öèè â îêðå ñò íî ñòè ïëîñ êî ñòè z = 0 íóæ íî
èñ ïî ëü çî âàòü ìå òî äû êëàñ ñè ÷å ñêîé äâó ìåð íîé òî ìîã ðà ôèè è (èëè) ìå òîä
Ôåëüä êàì ïà. Ìå òîä  âèð òó à ëü íûõ ïðî åê öèé òåì òî÷ íåå, ÷åì áî ëü øå çîíà, îò -
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äå ëÿ þ ùàÿ  îáú åêò îò ïëîñ êî ñòè z = 0  [6]. Çà òåì âîñ ñòà íîâ ëåí íûé ñëîé íóæ íî 
âû ÷åñòü èç îáú åê òà è ïî ñòðî èòü íî âûå ïðî åê öèè, ñî îò âåò ñò âó þ ùèå ÷à ñ òÿì
îáú åê òà, îò äå ëåí íûì îò ïëîñ êî ñòè z = 0.

Îò ìå òèì òàê æå, ÷òî  ïðè îïðå äå ëå íèè ëó ÷å âî ãî ïðå îá ðà çî âà íèÿ, çà äà âà å -
ìî ãî ôîð ìó ëîé (1), èñ ïî ëü çó åò ñÿ èí òåã ðè ðî âà íèå ïî ýëå ìåí òó îñè s – ds. Òà -
êîå îïðåäåëåíèå ñî îò âåò ñò âó åò îïðå äå ëå íèþ â ðà áî òå [2]. Îáû÷ íî æå ïðè
îïðå äå ëå íèè ëó ÷å âî ãî ïðå îá ðà çî âà íèÿ èñ ïî ëü çó þò èí òåã ðè ðî âà íèå ïî ýëå -
ìåí òó äëè íû ëó÷à l – dl. Ñ òå î ðå òè ÷å ñêîé òî÷ êè çðå íèÿ îáà îïðå äå ëå íèÿ ýê -
âè âà ëåí ò íû, çà èñê ëþ ÷å íè åì èí òåã ðè ðî âà íèÿ ïî òåì ïðÿ ìûì, êî òî ðûå ëå æàò 
â ïëîñ êî ñòè z = 0. Íà ïðàê òè êå âîç íè êà þò íå êî òî ðûå ïðîá ëå ìû â ñëó ÷àå, êîã -
äà z áëèç êî ê íóëþ. Êàê áûëî îò ìå ÷å íî, â ýòîé çîíå ìîæ íî èñ ïî ëü çî âàòü ìå òî -
äû êëàñ ñè ÷å ñêîé äâó ìåð íîé êîìïü þ òåð íîé òî ìîã ðà ôèè.

Çà êëþ ÷å íèå. Àë ãî ðèòì òðåõ ìåð íîé òî ìîã ðà ôè ÷å ñêîé ðå êîí ñò ðóê öèè
äëÿ òðà åê òî ðèè èñ òî÷ íè êà, ñî ñòî ÿ ùåé èç îä íîé îêðóæ íî ñòè, ìî æåò çà êëþ -
÷àòü ñÿ â ñëå äó þ ùåì.  

Ïðè âîñ ñòà íîâ ëå íèè ôóí ê öèè â îêðå ñò íî ñòè ïëîñ êî ñòè äâè æå íèÿ èñ òî÷ -
íè êà  íóæ íî èñ ïî ëü çî âàòü ìå òî äû êëàñ ñè ÷å ñêîé äâó ìåð íîé òî ìîã ðà ôèè è
(èëè) ïðè áëè æåí íûé ìå òîä Ôåëüä êàì ïà. Çà òåì âîñ ñòà íîâ ëåí íûé ñëîé íåîá -
õî äè ìî âû ÷åñòü èç îáú åê òà è ïî ñòðî èòü íî âûå ðåíò ãå íîâ ñêèå ïðî åê öèè, ñî -
îò âåò ñò âó þ ùèå ÷à ñ òÿì îáú åê òà, îò äå ëåí íûì îò ïëîñ êî ñòè äâè æå íèÿ èñ òî÷ -
íè êà. Ê îñòàâ øèì ñÿ ÷à ñ òÿì íàäî ïðè ìå íèòü àë ãî ðèòì âèð òó à ëü íûõ ïðî åê -
öèé è àë ãî ðèòì, ïðåä ëî æåí íûé â äàí íîé ðà áî òå.

Àâ òîð âû ðà æà åò áëà ãî äàð íîñòü À. Ñ. Çà ãî ðóé êî è Ñ. Í. Êà ñü ÿ íî âîé çà ïî -
ëåç íîå îá ñóæ äå íèå ðàáîòû.
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