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Построена численно-аналитическая модель вязкоупругопластического поведения гибких
пологих оболочек с учетом зависимости пластических свойств их материалов от ско-
рости деформирования. Неупругое поведение материалов описывается теорией течения
с изотропным упрочнением. Функции нагружения зависят от параметра упрочнения и
интенсивности скоростей деформаций. Вязкоупругое поведение описывается линейными
определяющими уравнениями модели многоконстантного тела. Поперечные сдвиги кон-
струкций при изгибном деформировании учитываются в рамках теории Амбарцумяна,
а геометрическая нелинейность— в приближении Кармана. Для численного интегриро-
вания поставленной начально-краевой задачи используется явная схема типа “крест”.
Исследовано динамическое деформирование цилиндрической удлиненной панели из по-
лимерного материала. Конструкция нагружается в поперечном направлении давлением,
создаваемым воздушной взрывной волной. Показано, что неучет зависимости пласти-
ческих свойств материала от скорости деформирования приводит к существенному (в
несколько раз) занижению максимального по модулю значения прогиба и наибольшего
значения интенсивности деформаций в процессе осцилляций, а также к завышению мак-
симума интенсивности остаточных деформаций. Кроме того, полученные в результате
такого расчета эпюры остаточных прогибов конструкции не согласуются с эпюрами,
полученными в расчете с учетом указанной зависимости.
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Введение. Современные инженерные конструкции часто подвергаются интенсивно-
му нагружению [1–3], при котором материал конструкции деформируется пластически.
Поэтому актуальной является проблема моделирования неупругого динамического дефор-
мирования конструкций [2–12]. Упругопластическое деформирование конструкций и ма-
териалов численно исследовалось в работах [2, 6, 9], вязкоупругопластическое поведение
материала моделировалось в [4, 5, 11, 12]. Однако известно, что неупругое динамическое
поведение ряда материалов зависит от скорости их деформирования [7, 8, 13], поэтому в ра-
ботах [5, 7, 8, 10] моделировалось вязкопластическое и упруговязкопластическое поведение
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таких материалов. В работе [5] используются соотношения теории вязкоупругопластиче-
ского деформирования сплошной среды с учетом зависимости ее пластических свойств

от скорости деформирования — теория вязкоупруго-вязкопластического деформирования
(теория ВУВП-деформирования).

Как отмечалось в работе [7], при моделировании неупругого поведения материала ак-
туальной является не только проблема получения адекватных определяющих соотноше-
ний, но и проблема разработки численных методов интегрирования возникающих при этом
начально-краевых задач [1–3, 6, 8–12].

Для учета поперечных сдвигов изгибаемых пластин и оболочек, как правило, исполь-
зуются неклассические теории Рейсснера [2, 14, 15] или Амбарцумяна [9–11, 16], позволя-
ющие описывать волновые процессы при динамическом нагружении таких конструкций.

В данной работе с использованием теории ВУВП-деформирования моделируется ди-
намическое поведение гибких пологих оболочек в рамках теории Амбарцумяна. Численное
интегрирование соответствующей начально-краевой задачи проводится с использованием
явной схемы типа “крест”.

1. Численно-аналитическая модель ВУВП-деформирования материала. Бу-
дем считать, что малые деформации εij представляются в виде суммы вязкоупругих eij

и пластических pij составляющих [2, 4–12]. Вязкопластическое течение материала пола-
гается ассоциированным с поверхностью нагружения, которая задается в форме, соответ-
ствующей условию текучести Мизеса [8, 10]:

T = τs(χ, H), (1)

а вязкоупругое поведение описывается моделью пятиконстантного тела:

˙̄eij + α¨̄eij + βēij =
s̈ij

2η
+

ṡij

2G
+

sij

2µ
, i, j = 1, 2, 3,

ε̇0 + α0ε̈0 + β0ε0 =
σ̈0

3η0
+

σ̇0

3K
+

σ0

3µ0
.

(2)

Здесь

T =

√
sijsij

2
, H =

√
2ξijξij , χ =

t∫
t0

√
2ṗij ṗij dt, ξij ≡ ˙̄εij = ˙̄eij + ṗij , ṗll = 0,

sij = σij − δijσ0, σ0 =
σll

3
, ēij = eij − δijε0, ε0 =

εll

3
, i, j = 1, 2, 3,

(3)

ξij — девиатор скоростей деформаций; σij — тензор напряжений; χ — параметр Одкви-
ста; τs — предел текучести при чистом сдвиге; t0 — начальный момент времени t; α,
β, η, G, µ — вязкие и упругие характеристики при сдвиге; α0, β0, η0, K, µ0 — те же

характеристики при объемном растяжении-сжатии; δij — символ Кронекера; точка озна-
чает производную по времени t; по повторяющимся индексам проводится суммирование
от 1 до 3, за исключением особо оговоренных случаев; константы G, K — модуль сдвига

и объемный модуль упругости; µ, µ0 — коэффициенты линейной вязкости при сдвиге и

объемном растяжении-сжатии. Из соотношений (2) как частные случаи следуют опреде-
ляющие уравнения вязкоупругих моделей тела Максвелла — Больцмана, тела Фойгта —
Кельвина и стандартного вязкоупругого тела. При α = α0 = 0 или η = η0 → ∞ уравне-
ния (2) описывают ограниченное упругонаследственное деформирование и неограниченное
вязкое течение [12].
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Следуя [10, 12], с использованием равенств (1)–(3) получаем

ṗij = τ−2
s (1 + g)−1[smlε̇ml + (α− τH/G)smlε̈ml + βsml(εml − pml)−

− αsmlp̈ml − smls̈ml/(2η)− smlsml/(2µ)]sij/2, i, j = 1, 2, 3, (4)

где

g = g(χ, H) ≡
τχ

G
, τχ(χ, H) ≡ ∂τs

∂χ
, τH(χ, H) ≡ ∂τs

∂H
. (5)

Как отмечено выше, для численного интегрирования исследуемой задачи будем ис-
пользовать метод шагов по времени [1–3, 6, 9–12], определяя решение в дискретные мо-
менты времени tn+1 = tn + ∆ (n = 0, 1, 2, . . .), где ∆ = const > 0 — шаг по времени.
При этом двумерные уравнения движения пологой оболочки, как и в [9–12], будем чис-
ленно интегрировать с помощью явной схемы типа “крест” на трехточечном шаблоне по
времени {tn−1, tn, tn+1}, имеющей второй порядок точности по ∆ [2]. Для того чтобы выве-
сти определяющие уравнения в форме, предложенной в [10–12], и обеспечить устойчивость
разрабатываемой численной схемы [11], для произвольной функции f(t) используем фор-
мулу трапеций с шагом назад, также имеющую второй порядок точности по ∆. Из этой
формулы следует [12]

f (n) = ∆ḟ (n)/2 + f (n−1/2), ḟ (n) = 2(f (n) − f (n−1/2))/∆, (6)

где

f (n−1/2) ≡ f (n−1) + ∆ḟ (n−1)/2, f (n) ≡ f(tn), ḟ (n) ≡ ḟ(tn). (7)

Как и в [10–12], используя разложения εij = eij + pij , ε̄ij = ēij + pij и соотношения (6),
выразим в (2), (4) деформации εij , eij , ēij , pij и их вторые производные по t через ско-
рости этих деформаций, тогда преобразованное равенство (4) с учетом преобразованных
соотношений (2) в текущий момент времени tn можно записать в матричной форме

A(n)ε̇(n) = Zσ̇(n) + W (n)σ̈(n) + V (n)σ(n) + q(n), n = 0, 1, 2, . . . , (8)

где

σ = (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6)
т ≡ (σ11, σ22, σ33, σ23, σ31, σ12)

т,

ε = (ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6)
т ≡ (ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε31, 2ε12)

т,
(9)

A(n), Z, W (n), V (n) — матрицы размером 6×6; q(n) —шестикомпонентный вектор-столбец:

A(n) = Ā− (ζ − 2τ
(n)
H /(∆G))Y (n), W (n) = W̄ − Y (n)/(2η),

q(n) = Y (n)[β(ε(n−1/2) − p(n−1/2))− 2α(ε̇(n−1/2) − ṗ(n−1/2))/∆ + 2τ
(n)
H ε̇(n−1/2)/(∆G)]−

− J(βē(n−1/2) − 2α ˙̄e
(n−1/2)

/∆)/ζ + (2α0ε̇
(n−1/2)
0 /∆− β0ε

(n−1/2)
0 )i, (10)

p = (p1, p2, p3, p4, p5, p6)
т ≡ (p11, p22, p33, 2p23, 2p31, 2p12)

т,

ē = (ē1, ē2, ē3, ē4, ē5, ē6)
т ≡ (ē11, ē22, ē33, 2ē23, 2ē31, 2ē12)

т, i = (1, 1, 1, 0, 0, 0)т.

С учетом (5), (7) ненулевые элементы матриц Ā = (āij), Y (n) = (y
(n)
ij ), Z = (zij), W̄ = (w̄ij),

V (n) = (v
(n)
ij ), J = (Jij) размером 6× 6 представляются в виде

āij = δij − (1− ζ)/3, āll = 1/2, zij = δij(2ζG)−1 + [(3K)−1 − (2ζG)−1]/3,

zll = (2ζG)−1, w̄ij = δij(2ζη)−1 + [(3η0)
−1 − (2ζη)−1]/3, w̄ll = (2ζη)−1,
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v
(n)
ij = (6µ)−1(ζ−1 − z̄(n))(3δij − 1) + (9µ0)

−1, v
(n)
ll = (2µ)−1(ζ−1 − z̄(n)),

Jii = 1, Jll = 1/2 (i, j = 1, 3, l = 4, 6 ),

y
(n)
rm = (

√
2 T (n))−2z̄(n)s

(n)
r s

(n)
m (r, m = 1, 6 ),

(
√

2 T (n))2 =
3∑

j=1

s
(n)
j s

(n)
j + 2

6∑
j=4

s
(n)
j s

(n)
j , z̄(n) = c(n)(ζ + g(n))−1,

ζ ≡ 1 + 2α/∆ + β∆/2 = const, g(n) ≡ τ
(n)
χ /G,

(11)

c(n) =

 0, T (n) < τ
(n)
s или T (n) = τ

(n)
s , S(n) 6 0,

1, T (n) = τ
(n)
s , S(n) > 0,

S(n) ≡ s(n)тṡ(n) +
6∑

i=4

s
(n)
i ṡ

(n)
i − 4

H(n)
τ

(n)
s τ

(n)
H ξ(n)тε̈(n), τ

(n)
s = τs(χ

(n), H(n)),

s = (s1, s2, s3, s4, s5, s6)
т ≡ (s11, s22, s33, s23, s31, s12)

т,

ξ = (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5, ξ6)
т ≡ (ξ11, ξ22, ξ33, ξ23, ξ31, ξ12)

т,

c — параметр переключения (c = 0 при вязкоупругом деформировании, разгрузке или
нейтральном нагружении, c = 1 при активном ВУВП-деформировании). Выражение для c
в (11) получено в [10]. В соотношениях (11) по повторяющимся индексам i, l суммирование
не проводится.

Для того чтобы преобразовать (8) к форме, удобной для использования схемы типа

“крест”, вычислим вектор-функцию напряжений σ(n) (см. (9)) и ее вторую производную

σ̈(n) = (σ̇(n))· по формулам (6). Тогда с учетом (7) окончательно получаем

σ̇(n) = B(n)ε̇(n) + p̄(n), n = 0, 1, 2, . . . , (12)

где

B(n) = ¯̄Z
(n)

A(n), p̄(n) = ¯̄Z
(n)

q̄(n), ¯̄Z
(n)

= (Z̄(n))−1,

Z̄(n) = Z + 2W (n)/∆ + ∆V (n)/2, q̄(n) = 2W (n)σ̇(n−1/2)/∆− V (n)σ(n−1/2) − q(n),

(13)

(Z̄(n))−1 — матрица, обратная матрице Z̄(n) размером 6×6; p̄(n), q̄(n) — шестикомпонент-
ные вектор-столбцы.

Как и в [10–12], при t = tn матрицы A(n), W (n), V (n), Z̄(n), ¯̄Z
(n)
и вектор-столбцы q̄(n),

q(n) (см. (10), (11), (13)) полагаются линеаризованными с использованием метода, ана-
логичного методу переменных параметров упругости, поэтому согласно (13) в равенстве

(12) линеаризованными являются элементы матрицы B(n) размером 6× 6 и вектора p̄(n).

Замечание. Если в предыдущий момент времени tm величины ε(m), p(m), ē(m), ε
(m)
0 ,

σ(m), ε̇(m), ṗ(m), ˙̄e
(m)

, ε̇
(m)
0 , σ̇(m), ε̈(m), p̈(m), ¨̄e

(m)
, ε̈

(m)
0 , σ̈(m) (m = n − 1) известны, то

согласно первой формуле (7) в соотношениях (10), (13) известны также величины ε(l), p(l),

ē(l), ε
(l)
0 , σ(l), ε̇(l), ṗ(l), ˙̄e

(l)
, ε̇

(l)
0 , σ̇(l) (l = n− 1/2) при t = tn.

Определяющие уравнения в форме (12) использовались при численном интегрирова-
нии неупругих динамических задач об изгибе композитных пластин [10–12].

2. Метод расчета ВУВП-поведения пологих оболочек. Рассмотрим криволи-
нейную панель толщиной 2h. Введем ортогональную систему координат xi, так чтобы
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отсчетная поверхность x3 = 0 была срединной (|x3| 6 h), а координатные линии x1, x2 —
линиями главных кривизн на этой поверхности. В предположении, что внешними каса-
тельными силами на лицевых поверхностях конструкции можно пренебречь, выражения
для деформаций пологой оболочки εij в рамках неклассической теории Амбарцумяна име-
ют вид [9, 16]

εij(t, r) = (∂iuj + ∂jui)/2− x3 ∂i ∂jw + h−2x3(h
2 − x2

3/3)(∂iε
0
j3 + ∂jε

0
i3) +

+ δijR
−1
i w + ∂iw ∂jw/2,

εi3(t, r) = h−2(h2 − x2
3)ε

0
i3(t,x), j = 1, 2,

(14)

x ∈ Ω, |x3| 6 h, t > t0, x = (x1, x2), r = (x1, x2, x3),

где w — прогиб; ui — тангенциальные перемещения точек срединной поверхности; Ri —
главные радиусы кривизны этой поверхности; ε0

i3 — деформации поперечных сдвигов в

точках срединной поверхности; ∂i — оператор частного дифференцирования по перемен-
ной xi (i = 1, 2); Ω — область, занимаемая панелью в плане. В соотношениях (14) функции
w, ui и ε0

i3 (i = 1, 2) являются неизвестными.
Поскольку конструкция полагается гибкой тонкостенной механической системой, вы-

ражение для поперечного нормального напряжения σ33(t, r) с приемлемой для приложений
точностью можно представить в виде [10–12, 15]

σ33(t, r) = [(σ+(t,x)− σ−(t,x))x3/h + σ+(t,x) + σ−(t,x)]/2, x ∈ Ω, |x3| 6 h, (15)

где σ±(t,x) ≡ σ33(t,x,±h) — известные нормальные напряжения на верхней (знак “+”) и
нижней (знак “−”) лицевых поверхностях.

К выражениям (14), (15) необходимо добавить уравнения движения гибкой искривлен-
ной панели и соответствующие начальные и граничные условия [9, 16].

С учетом соотношений соответствия компонент вектор-столбцов σ и ε (см. (9)) из
третьего уравнения линеаризованной системы определяющих уравнений (12) выразим нор-
мальную компоненту скорости деформации:

ε̇
(n)
33 = (σ̇

(n)
33 − p̄

(n)
3 − b

(n)
31 ε̇

(n)
11 − b

(n)
32 ε̇

(n)
22 − 2b

(n)
34 ε̇

(n)
23 − 2b

(n)
35 ε̇

(n)
31 − 2b

(n)
36 ε̇

(n)
12 )/b

(n)
33 , (16)

где b
(n)
3i (i = 1, 6) и p̄

(n)
3 — компоненты матрицы B(n) и вектора p̄(n). Величина σ̇33 опре-

деляется путем дифференцирования по t соотношения (15). Скорости деформаций ε̇ij , со-
держащиеся в правой части (16), можно получить путем дифференцирования по времени
соотношений (14).

Как отмечено выше, для численного решения исследуемой задачи используется ме-
тод шагов по времени [1–3, 6, 9–12]. Поэтому будем считать, что в дискретные моменты
времени tm известны следующие функции (см. замечание):

w(m)(x) ≡ w(tm, x), u
(m)
l (x) ≡ ul(tm, x), γ

(m)
l (x) ≡ γl(tm, x), σ

(m)
± (x) ≡ σ±(tm, x),

σ
(m)
ij (r) ≡ σij(tm, r), ε

(m)
ij (r) ≡ εij(tm, r), χ(m)(r) ≡ χ(tm, r), ε̇

(s)
ij (r) ≡ ε̇ij(ts, r),

ε̈
(s)
ij (r) ≡ ε̈ij(ts, r), p

(s)
ij (r) ≡ pij(ts, r), ṗ

(s)
ij (r) ≡ ṗij(ts, r), p̈

(s)
ij (r) ≡ p̈ij(ts, r),

ē
(s)
ij (r) ≡ ēij(ts, r) = ε

(s)
ij − δijε

(s)
0 − p

(s)
ij , ˙̄e

(s)
ij (r) ≡ ˙̄eij(ts, r), ¨̄e

(s)
ij (r) ≡ ¨̄eij(ts, r), (17)
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ε
(s)
0 (r) ≡ ε0(ts, r) = ε

(s)
ii /3, ε̇

(s)
0 (r) ≡ ε̇0(ts, r), ε̈

(s)
0 (r) ≡ ε̈0(ts, r),

σ̇
(s)
ij (r) ≡ σ̇ij(ts, r), σ̈

(s)
ij (r) ≡ σ̈ij(ts, r),

i, j = 1, 3, l = 1, 2, s = n− 1, m = n− 1, n, x ∈ Ω, |x3| 6 h,

где

γl(t,x) ≡ 8ε0
l3/5− ∂lw, l = 1, 2. (18)

Заменяя в уравнениях движения гибкой пологой оболочки [16] вторые производные по
времени t от кинематических переменных w, ui, γi их конечно-разностными аналогами
на трехточечном шаблоне, с учетом (18) и обозначений, аналогичных обозначениям в (7),
(17), получаем [9]

2hρ

∆2
(w(n+1) − 2w(n) + w(n−1)) =

=
2∑

l=1

[
∂l

(
F

(n)
l3 +

2∑
j=1

F
(n)
lj ∂jw

(n)
)

+ R−1
l F

(n)
ll

]
+ σ

(n)
+ − σ

(n)
− ,

2hρ

∆2
(u

(n+1)
i − 2u

(n)
i + u

(n−1)
i ) =

=
2∑

j=1

∂j(F
(n)
ij − F

(n)
j3 ∂iw

(n))−R−1
i F

(n)
i3 − (σ

(n)
+ − σ

(n)
− ) ∂iw

(n), (19)

2h3ρ

3∆2
(γ

(n+1)
i − 2γ

(n)
i + γ

(n−1)
i ) =

2∑
j=1

∂jM
(n)
ij − F

(n)
i3 ,

x ∈ Ω, i = 1, 2, n = 1, 2, 3, . . . ,

где Fij , Mil — внутренние силы и моменты:

Fij(t,x) =

h∫
−h

σij(t, r) dx3, Mil(t,x) =

h∫
−h

σil(t, r)x3 dx3,

i, l = 1, 2, j = 1, 3,

(20)

ρ — объемная плотность материала конструкции. Массовые силы в уравнениях (19) не
учитываются.

Используя выражения (20) с учетом предположений (17), можно вычислить все сило-
вые факторы и внешние поперечные нагрузки σ±, входящие в правые части равенств (19),
в данный момент времени tn. Добавляя к (19) требуемые граничные условия [9], из этих

уравнений определяем функции w(n+1), u
(n+1)
i , γ

(n+1)
i в следующий момент времени tn+1.

Далее по формулам (14) с учетом (18) получаем значения деформаций панели ε
(n+1)
ij .

В предыдущий момент времени tn−1 согласно (14), (17), (18) деформации ε
(n−1)
ij известны,

поэтому с использованием формул численного дифференцирования по t и выражения (16)

с учетом (15) можно вычислить все скорости деформаций ε̇
(n)
ij (или ε̇(n)) в каждой точке

пологой оболочки при t = tn. Затем по формуле (12) определяем скорости напряжений

σ̇(n) (или σ̇
(n)
ij ). Подставляя во второе равенство (6) с учетом (4), (7) функции ε̇ij , ṗij , σ̇ij ,



146 ПРИКЛАДНАЯ МЕХАНИКА И ТЕХНИЧЕСКАЯ ФИЗИКА. 2022. Т. 63, N-◦ 2

получаем значения вторых производных ε̈
(n)
ij , p̈

(n)
ij , ¨̄e

(n)
ij , ε̈

(n)
0 , σ̈

(n)
ij (i, j = 1, 3). С использо-

ванием третьего равенства (3) и формулы трапеций параметр упрочнения χ при t = tn
с точностью порядка ∆2 можно определить следующим образом:

χ(n)(r) =

tn∫
t0

√
2ṗij ṗij dt = χ(n−1)(r) +

tn∫
tn−1

√
2ṗij ṗij dt ≈

≈ χ(n−1)(r) +
∆

2

(√
2ṗ

(n)
ij ṗ

(n)
ij +

√
2ṗ

(n−1)
ij ṗ

(n−1)
ij

)
, (21)

где функции χ(n−1), ṗ
(n−1)
ij и ṗ

(n)
ij известны. Так как величины ṗ

(n)
ij итерационно уточняются

методом переменных параметров упругости, то на основе (21) уточняются также значения

параметра Одквиста χ(n)(r). При этом в качестве начального приближения можно задать

χ(n) = χ(n−1).
Таким образом, все функции, указанные в (17), становятся известными при t = tn+1

(при замене индекса n на n + 1). Далее численное решение исследуемой задачи строится
аналогично тому, как это сделано в [9–12].

С учетом принятых предположений (17) в рассматриваемой задаче помимо стандарт-
ных начальных условий для функций w, ul, γl (l = 1, 2) при t = t0 необходимо задать

значения вторых производных ε̈
(0)
ij , p̈

(0)
ij и σ̈

(0)
ij . Если до момента времени t0 конструкция

покоилась в естественном состоянии, то ε̈
(0)
ij (r) = p̈

(0)
ij (r) ≡ 0, σ̈

(0)
ij (r) ≡ 0, i, j = 1, 3.

После дискретизации области Ω по пространственным переменным x1 и x2 получаем

явную численную схему типа “крест” [2, 9–12].
3. Обсуждение результатов расчетов. Рассмотрим ВУВП-деформирование и вяз-

коупругопластическое деформирование относительно тонкой цилиндрической панели тол-
щиной 2h = 2 см, имеющей в плане прямоугольную форму (Ω: |x1| 6 a, |x2| 6 b, a = 3b,
b = 50 см, h/b = 1/50). Оболочка искривлена в направлении x2 (1/R1 = 0, R2 = const) и
имеет стрелу подъема f = 10 см. Радиус кривизны конструкции вычисляется по формуле
[9] R2 = (b2 + f2)/(2f), где 0 6 f 6 0,4b. Панель жестко закреплена по всей кромке Γ
(w = ui = 0, γi = 0, t > t0, x ∈ Γ) и до начального момента времени t = t0 покоится в есте-
ственном состоянии (w = ui = 0, γi = 0, t 6 t0, x ∈ Ω). Затем конструкция нагружается
избыточным давлением p(t), создаваемым воздушной взрывной волной (см. (15), (19)) [1]:

σ+ − σ− ≡ p(t) =

{
pmaxt/tmax, 0 6 t 6 tmax,

pmax e−α(t−tmax), t > tmax,

α = − ln (0,01)/(tmin − tmax) > 0, tmin � tmax.

(22)

Величины pmax, tmax и tmin определены в [9–11]. Согласно первому выражению (22)
при pmax > 0 давлением нагружается нижняя (вогнутая) лицевая поверхность, а при
pmax < 0 — верхняя (выпуклая) поверхность. На основе экспериментальных данных [1]
в расчетах принято tmax = 0,1 мс и tmin = 2 мс.

Панель изготовлена из полимерного материала, неупругое поведение которого при ак-
тивном нагружении и фиксированной скорости деформации при растяжении-сжатии опи-
сывается линейной зависимостью

σ = sign (εp)σs + Esεp,

где σ, εp — осевое напряжение и соответствующая пластическая деформация; Es =
Es(ε̇) — модуль упрочнения; σs = σs(ε̇) — условный предел текучести при скорости де-
формации ε̇ = const. Вязкоупругое поведение материала описывается моделью тела Макс-
велла — Больцмана [17], объемная вязкость материала не учитывается: α = α0 = 0,
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Физико-механические характеристики материала панели [18]
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Рис. 1. Зависимости поперечных колебаний цилиндрической панели в центральной точке
от времени при pmax = 1,7 МПа:
а — расчет с учетом ВУВП-деформации, б— расчет с учетом вязкоупругопластической деформации

β = β0 = 0, η = η0 →∞, µ0 →∞ (см. (2)). Физико-механические характеристики матери-
ала конструкции приведены в таблице (ν — коэффициент Пуассона). (Зависимости σs(ε̇),
Es(ε̇) линейно аппроксимировались по величине ε̇, значения которой приведены в таблице.)

На рис. 1 показаны зависимости поперечных колебаний цилиндрической панели в цен-
тральной точке (w0(t) ≡ w(t, 0, 0)) от времени, на рис. 2 — зависимости наибольших зна-
чений интенсивности деформаций ε∗ от времени (εm(t) = max

r
ε∗(t, r), |x1| 6 a, |x2| 6 b,

|x3| 6 h), полученные при pmax = 1,7 МПа (см. (22)), т. е. при нагружении снизу. (При
pmax = −1,7 МПа, т. е. при нагружении конструкции сверху, зависимости w0(t) и εm(t)
качественно аналогичны показанным на рис. 1, 2, поэтому в данной работе не приводят-
ся.) На рис. 3 представлены эпюры прогибов в центральном поперечном сечении x1 = 0,
определенные в момент времени t = 1 с. Кривые 1 ′, 2 ′ получены без учета зависимости
пластических характеристик материала от скорости его деформирования. (Расчеты прово-
дились по данным, приведенным в таблице и соответствующим скорости деформирования
ε̇ = 5 · 10−4 c−1.) Кривые 1–3 определены с учетом этой зависимости.

Поведение кривых 1 и 1 ′ на рис. 1 свидетельствует о том, что в момент времени
t = 1 с колебания панели практически полностью прекращаются, поэтому кривые на
рис. 3 можно рассматривать как эпюры остаточных прогибов.

Сравнение кривых 1 и 1 ′ на рис. 1 показывает, что в расчете, выполненном без учета
зависимости пластических характеристик материала от скорости деформирования (см.
рис. 1,б), максимальный по модулю прогиб (точки A, A′) занижен более чем в два раза. При
этом остаточный прогиб в центральной точке панели является положительным (участок
t > 0,5 с на рис. 1,б), а в случае учета указанной зависимости остаточный прогиб в этой
точке отрицательный (участок t > 0,5 с на рис. 1,а).

Из результатов сравнения кривых 1 и 1 ′ на рис. 3 следует, что эпюры остаточных
прогибов, полученные в расчетах с использованием теорий вязкоупругопластического де-
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Рис. 2. Зависимость максимального значения интенсивности деформаций пане-
ли от времени при pmax = 1,7 МПа:
а — расчет с учетом ВУВП-деформации, б— расчет с учетом вязкоупругопластической

деформации
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Рис. 3. Эпюры остаточных прогибов в центральном поперечном сечении панели
x1 = 0:
1, 1 ′ — pmax = 1,7 МПа, 2, 2 ′ — pmax = −1,7 МПа, 3 — pmax = 1,3 МПа; 1–3 —
расчет с учетом ВУВП-деформации, 1 ′, 2 ′ — расчет с учетом вязкоупругопластической

деформации
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формирования (кривая 1 ′) и ВУВП-деформирования (кривая 1), качественно различаются.
Аналогичные результаты получены в случае нагружения пологой оболочки сверху (кри-
вые 2 и 2 ′ на рис. 3).

Характер кривых 1, 1 ′, 2, 2 ′ на рис. 3 свидетельствует о том, что после пластического
динамического деформирования в цилиндрической панели образуются складки, ориенти-
рованные в продольном направлении x1. Возникновение складчатой остаточной формы
обусловлено тем, что в процессе изгибного динамического деформирования рассматрива-
емая конструкция прощелкивает (динамическая потеря устойчивости). При этом макси-
мальные по модулю прогибы в центральной точке оболочки могут достигаться после окон-
чания действия внешней нагрузки tmin = 2 мс (см. (22)). Так, на рис. 1,а максимальный
по модулю прогиб достигается в точке A при t ≈ 18,8 мс, а на рис. 1,б — в точке A′ при
t ≈ 25,8 мс. Заметим, что при нагружении панели сверху в расчетах с учетом вязкоупруго-
пластической деформации наибольший по модулю прогиб достигается в момент времени,
соответствующий первой осцилляции, а в расчетах с учетом ВУВП-деформации — значи-
тельно позднее (t ≈ 55,6 мс).

Сравнение кривых 1 и 1 ′ на рис. 2 показывает, что в расчете с учетом вязкоупругопла-
стической деформации (см. рис. 2,б) наибольшее значение интенсивности деформаций, до-
стигаемое в процессе осцилляций (εmax = max

t
εm(t)), в 1,5 раза меньше соответствующего

значения, полученного в расчете с учетом ВУВП-деформации (см. рис. 2,а), а остаточные
деформации, наоборот, приблизительно на 24 % больше (участки t > 0,6 с).

Кривые 1 ′, 2 ′ на рис. 3, рассчитанные с использованием вязкоупругопластической

теории, являются симметричными относительно вертикальной оси x2 = 0 (w(x1, x2) =
w(x1,−x2)). Симметрия кривых 1 и 2, определенных с помощью теории ВУВП-
деформирования, нарушена. Это объясняется тем, что в процессе динамического деформи-
рования цилиндрическая панель может прощелкивать несимметрично. При этом основным
фактором, обусловливающим несимметрию, являются, по-видимому, ошибки округления,
накопленные к моменту времени прощелкивания конструкции. При других входных дан-
ных задачи указанная несимметрия остаточного прогиба может проявляться более отчет-
ливо, чем для кривых 1 и 2 на рис. 3. Кривая 3 на рис. 3 приведена для сравнения и
получена с помощью теории ВУВП-деформирования при pmax = 1,3 МПа (см. (22)). По-
ведение кривой 3 свидетельствует о том, что при таком нагружении форма остаточного
прогиба практически антисимметрична, т. е. w(x1, x2) ≈ −w(x1,−x2), |x2| 6 b.

Заключение. Разработанная численно-аналитическая модель неупругого поведения
материала позволяет рассчитывать остаточные деформации и перемещения тонкостен-
ных элементов конструкций при их интенсивном кратковременном нагружении с учетом

зависимости их пластических характеристик от скорости деформирования.
Расчеты с использованием ВУВП-теории и вязкоупругопластической теории изгибно-

го динамического поведения полимерной цилиндрической панели, пластические свойства
которой слабо зависят от скорости деформирования, показали, что в случае неучета этой
зависимости (вязкоупругопластическое деформирование) существенно (в несколько раз)
занижается максимальный по модулю прогиб, в 1,5 раза — максимальное значение интен-
сивности деформаций, достигаемых в процессе осцилляций, и, наоборот, более чем на 20 %
завышается величина остаточных деформаций конструкции. При этом расчетная форма
остаточного прогиба отличается от формы, получаемой в случае учета зависимости пла-
стических свойств материала от скорости его деформирования.

Установлено, что при нагружении цилиндрической удлиненной панели воздушной
взрывной волной в процессе осцилляций конструкция прощелкивает (динамическая потеря
устойчивости). Максимальный по модулю прогиб достигается в момент прощелкивания,
причем, как правило, значительно позднее момента времени, в который прекращается
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действие внешней нагрузки. Вследствие прощелкивания панели в процессе колебаний она
принимает гофрированную форму со складками, ориентированными в продольном направ-
лении.
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