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В рамках модели двухслойной слабостратифицированной жидкости рассматривается
длинноволновое приближение, описывающее бегущие уединенные волны. Показано, что
волновые режимы реализуются вблизи границы параметрической области сдвиговой
неустойчивости расслоенного течения. Это позволяет объяснить механизм интенсивного
перемешивания в придонных глубоководных слоях.
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Введение. Нелинейные модели первого и второго приближений теории мелкой во-
ды для двухслойной жидкости [1–3] обладают рядом свойств, учитывающих специфику
распространения внутренних волн в стратифицированной среде. В частности, в модели
первого приближения [1] основные эволюционные уравнения могут стать негиперболи-
ческими, что характеризует возникновение сдвиговой неустойчивости на границе разде-
ла слоев. Стационарные модели второго приближения [2, 3] описывают распространение
уединенных внутренних волн в сдвиговых течениях двухслойной жидкости. В данной ра-
боте рассматривается модель внутренних стационарных волн в слабостратифицирован-
ной жидкости, являющаяся обобщением длинноволнового приближения для двухслойной
жидкости [2–5] и аналогичных приближений, учитывающих непрерывную стратификацию
внутри слоев [6–8]. В рамках предлагаемой модели охарактеризована параметрическая об-
ласть уединенных волн и установлено, что такие волновые режимы могут реализовывать-
ся вблизи границы области сдвиговой неустойчивости Кельвина — Гельмгольца. Данная
маргинальная устойчивость нелинейных волновых структур может объяснять механизм

образования экстремально длинных вихревых серий в глубоководных придонных течениях

[9, 10].
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Рис. 1. Схема движения жидкости

1. Исходные уравнения. Рассматривается двумерное стационарное течение двух-
слойной жидкости в области, ограниченной горизонтальным дном y = −h1 и непрони-
цаемой крышкой y = h2 (рис. 1). Предполагается, что в отсутствие волнового движения
неизвестная граница раздела слоев y = η(x) находится в состоянии равновесия: y = 0. Для
течений с уединенными волнами вектор скорости жидкости (u, v) в j-м слое (j = 1, 2) при
x→ ±∞ должен стремиться к постоянному вектору (uj , 0) (uj — фазовая скорость волны

относительно соответствующего слоя). Выражение для плотности жидкости в невозму-
щенном течении задается в виде

ρ0(y) =

{
ρ1 e−N

2
1 y/g, −h1 < y < 0,

ρ2 e−N
2
2 y/g, 0 < y < h2,

(1)

где Nj — частота Брента — Вяйсяля, постоянная внутри j-го слоя; величины ρ2 < ρ1

являются предельными (сверху и снизу) значениями плотности на поверхности раздела.
Указанная выше стратификация, моделирующая тонкий слой скачка плотности внутри
непрерывно стратифицированной жидкости, определяется безразмерными параметрами
Буссинеска σ1, σ2 и числом Атвуда µ:

σj =
N2
j hj

g
, µ =

ρ1 − ρ2

ρ2
.

Фазовые скорости волны характеризуются плотностными числами Фруда Fj и числами
Лонга λj :

F 2
j =

ρj u
2
j

g(ρ1 − ρ2)hj
, λj =

Njhj
πuj

(j = 1, 2),

которые связаны соотношениями

λ2
1 =

πσ1(1 + µ)

µF 2
1

, λ2
2 =

πσ2

µF 2
2

. (2)

Кроме того, в задаче имеется безразмерный геометрический параметр r = h1/h2 — отно-
шение толщин невозмущенных слоев.

Движение жидкости определено, если в каждом слое известна функция тока ψj для
поля скоростей u = ψjy, v = −ψjx. Используя в качестве линейного масштаба толщину
h1 невозмущенного нижнего слоя, а в качестве масштаба для функции тока ψj — расход

жидкости в соответствующем слое, введем безразмерные переменные

(x, y, η) =
h1

π
(x̄, ȳ, η̄), ψj =

ujhj
π

ψ̄j (j = 1, 2).
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Тогда функция тока должна быть решением краевой задачи для нелинейного уравнения

Дюбрей-Жакотэн — Лонга (см. [11]) в нижнем слое

ψ1xx + ψ1yy + λ2
1(ψ1 − y) = σ1(ψ

2
1x + ψ2

1y − 1)/2 (−π < y < η(x)),

ψ1(x,−π) = −π, ψ1(x, η(x)) = 0
(3)

(здесь и далее черта в обозначениях безразмерных величин x̄, ȳ, η̄, ψ̄j опущена). В верхнем
слое аналогичные уравнения имеют вид

ψ2xx + ψ2yy + λ2
2(ψ2 − ry) = σ2(ψ

2
2x + ψ2

2y − r)/2 (η(x) < y < π/r),

ψ2(x, η(x)) = 0, ψ2(x, π/r) = π.
(4)

Из требования непрерывности давления всюду в области двухслойного течения следует

условие, связывающее значения производных ψ1 и ψ2 на границе раздела:

2η = F 2
2 (ψ2

2x + ψ2
2y − r2)− F 2

1 (ψ2
1x + ψ2

1y − 1) (y = η(x)). (5)

В силу уравнений (3), (4) граничное условие (5) равносильно интегральному соотноше-
нию

η∫
−π

e−σ1ψ1

[1

2
µF 2

1

(
ψ2

1y − ψ2
1x + 1

)
+

1 + µ

π

(
ψ1 − y − eσ1ψ1 −1

σ1

)]
dy +

+

π/r∫
η

e−σ2ψ2

[ 1

2r3
µF 2

2 (ψ2
2y − ψ2

2x + r2) +
1

πr

(
ψ2 − ry − eσ2ψ2 −1

σ2

)]
dy = C, (6)

где константа интегрирования C определяется из условия вверх по потоку (т. е. вычисля-
ется на решении ψ1 = y, ψ2 = ry, η = 0, соответствующем безволновому режиму двух-
слойного течения). Соотношение (6) представляет собой интегральный закон сохранения
потока горизонтального импульса жидкости, записанный с использованием функции то-
ка. Динамическое граничное условие в форме (5) целесообразно использовать для анализа
дисперсионных свойств волнового движения, а интеграл (6) более предпочтителен при
построении нелинейной длинноволновой асимптотики.

2. Дисперсионные свойства. Для построения карты волновых режимов в плос-
кости чисел Фруда (F1, F2) рассмотрим линейную задачу о малых возмущениях одно-
мерного кусочно-постоянного течения стационарными волновыми пакетами η(x) = a eikx,
ψ1 = y + W1(y) eikx, ψ2 = ry + W2(y) eikx с безразмерным волновым числом k. Введем
вспомогательные волновые числа κj , полагая

κ2
j = λ2

j − k2
j − (πσj/2)2 (j = 1, 2; k1

def
= rk, k2

def
= k). (7)

Линеаризация уравнений (3)–(5) при заданных параметрах стратификации σ1, σ2, µ при-
водит к дисперсионному соотношению

∆(k;F1, F2) ≡ F 2
1 (κ1 ctg κ1 + πσ1/2) + F 2

2 (κ2 ctg κ2 − πσ2/2)− 1 = 0, (8)

из которого с учетом равенств (2), позволяющих исключить числа Лонга λj с помощью
введенных выше обозначений (7), следует связь волнового числа k с числами Фруда F1, F2.
Спектр линейных стационарных волн образуют точки F = (F1, F2), для которых диспер-
сионное соотношение (8) имеет, по крайней мере, один вещественный корень k. Указанное
спектральное множество двоякосимметрично относительно осей координат плоскости чи-
сел Фруда, так как дисперсионная функция ∆ четна по каждому из параметров F1, F2.
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В зависимости от количества корней, соответствующих точкам этого спектра, в нем вы-
деляется последовательность вложенных модальных областей. В силу самосопряженности
рассматриваемой спектральной задачи число действительных корней уравнения (8) мо-
жет меняться только при переходе пары мнимых волновых чисел на вещественную ось

через точку k = 0. Следовательно, границы модальных областей, описываемые уравнени-
ем ∆(0;F1, F2) = 0, определяются ветвями кривой

F 2
1

[πσ1

2
+

√
πσ1(1 + µ)

µF 2
1

−
(πσ1

2

)2
ctg

√
πσ1(1 + µ)

µF 2
1

−
(πσ1

2

)2 ]
+

+ F 2
2

[√ πσ2

µF 2
2

−
(πσ2

2

)2
ctg

√
πσ2

µF 2
2

−
(πσ2

2

)2
− πσ2

2

]
= 1. (9)

Отметим, что в отличие от последнего равенства в исходном дисперсионном соотноше-
нии (8) присутствуют как тригонометрическая, так и гиперболическая вещественные вет-
ви функции комплексного котангенса, которые аналитически продолжают друг друга при
достижении значения κ1 = 0 или κ2 = 0. Согласно равенствам (7) смена ветвей происхо-
дит в том случае, если выполнено, по крайней мере, одно из соотношений

λ2
1 = rk2 + (πσ1/2)2, λ2

2 = k2 + (πσ2/2)2.

Данные равенства сходны с дисперсионными соотношениями для мод внутренних волн в

экспоненциально стратифицированных слоях жидкости −h1 < y < 0 и 0 < y < h2, по-
движная граница между которыми заменена на жесткую стенку y = 0. Указанные диспер-
сионные соотношения получаются из формул (7), если в них положить κj = mπ (j = 1, 2;
m = 1, 2, 3, . . .). Необычным является факт, что критические для смены ветвей значения
κj = 0 соответствуют несуществующей нулевой моде с номером m = 0. Подобным обра-
зом дисперсионное соотношение (8) учитывает влияние старших мод внутренних волн на
главную моду, описывающую распространение волн вдоль тонкого пикноклина, модели-
руемого слоем скачка плотности на профиле (1). На рис. 2 показана структура спектра
главной моды в плоскости чисел Фруда (F1, F2). На рис. 2,а представлена картина спектра
в общем случае N1 6= 0, N2 6= 0, на рис. 2,б для сравнения показана структура спектра
главной моды в случае, когда жидкость в нижнем слое имеет постоянную плотность ρ1 (в
этом случае N1 = 0 и, соответственно, σ1 = 0).

Переход к пределу σ1 → 0, σ2 → 0 от кусочно-экспоненциальной стратификации к
кусочно-постоянной существенно корректирует структуру и форму спектра. Для двухслой-
ной системы с плотностями слоев ρ1 и ρ2 дисперсионное соотношение имеет известный вид

F 2
1 rk cth rk+ F 2

2 k cth k = 1, поэтому в данном случае имеется только одна волновая мода,
спектральная область которой заполняет единичный круг F 2

1 +F 2
2 6 1. Однако указанный

предельный переход не является равномерным относительно чисел Фруда, поскольку в
уравнении (9) малые параметры σj содержатся при ведущих степенях Fj . Погранслойные
явления проявляются в том, что при всех сколь угодно малых σ1 > 0, σ2 > 0 спектр оста-
ется некомпактным множеством вследствие наличия в нем узких полос толщиной порядка√
σj , простирающихся до бесконечности вдоль координатных осей плоскости (F1, F2). Эти

полосы содержат все спектральные области старших мод внутренних волн, которые ис-
чезают в пределе двухслойной стратификации.

Другой предельный случай имеет место, когда число Атвуда µ также мало и имеет
одинаковый порядок с параметрами Буссинеска σ1, σ2. Это означает, что малый скачок
плотности в слабом пикноклине сравним с суммарными перепадами плотности по всей

глубине прилегающих слоев. Такая ситуация типична для придонных течений в океане
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Рис. 2. Структура спектра главной волновой моды:
а — в случае экспоненциальной стратификации в обоих слоях (σ1 = σ2 = 0,000 08,
µ = 0,003), б — в случае, когда плотность жидкости в нижнем слое постоянна (σ1 = 0,
σ2 = 0,000 08, µ = 0,003); 1 — тригонометрические ветви дисперсионной функции ∆ в

формуле (8), 2 — гиперболические ветви, 3 — тригонометрическая и гиперболическая

ветви дисперсионной функции ∆ в (8)

вследствие экстремально слабой глубоководной стратификации. При этом переход к пре-
делу осложнен тем, что во всех дисперсионных уравнениях содержатся отношения малых
параметров σ1/µ и σ2/µ. Принимая в качестве исходного предположение, что при µ → 0
данные отношения стремятся к единице, и переходя к этому пределу в уравнении (9), в
результате получаем следующее уравнение для границ модальных областей:

√
π F1 ctg (

√
π/F1) +

√
π F2 ctg (

√
π/F2) = 1. (10)

Соответствующая структура спектра линейных волн приведена на рис. 3,а (показаны спек-
тры первых трех мод). Следует отметить, что в этом пределе все модальные области
в плоскости (F1, F2) остаются неограниченными. В спектре волн одно из чисел Фруда Fj
может быть большим при умеренном значении другого числа Фруда за счет большой ве-
личины скачка скорости |u1 − u2| на границе раздела в основном течении, что может вы-
звать развитие неустойчивости Кельвина— Гельмгольца. Известно, что для двухслойных
течений с постоянными плотностями в слоях эта неустойчивость не проявляется в длин-
новолновом диапазоне мод, несущих основную часть энергии, если выполнено неравенство
[3, 12]

|u1 − u2| <
√
g(ρ1 − ρ2)(ρ1h2 + ρ2h1)/(ρ1ρ2). (11)

Формулировка данного критерия в безразмерных переменных приводит к неравенству

|
√
r F1 − F2| <

√
1 + r,

из которого следует оценка положения границ области устойчивости основного течения в

параметрической плоскости чисел Фруда.
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Рис. 3. Карта волновых режимов в плоскости (F1, F2), описываемых уравнени-
ем (13):
а — спектры первых трех мод (1–3) линейных волн, б — параметрическая область

нелинейных волн (увеличенный фрагмент рис. 3,а); 4 — плавный бор, 5 — уединенные

волны, 6 — линейные волны, 7 — область неустойчивости Кельвина — Гельмгольца

3. Длинноволновое приближение. Полагая параметры Буссинеска σ1, σ2 и µ ма-

лыми величинами одного порядка, примем σ
def
= σ1 = σ2 = µ и будем использовать σ в

качестве моделирующего параметра. При выводе модели длинноволнового приближения
используется асимптотическое представление функций тока в виде

ψj(x, y) = ψ
(0)
j (ξ, y) + σψ

(1)
j (ξ, y) +O(σ2) (j = 1, 2), (12)

где ξ =
√
σ x — медленная переменная. Коэффициенты разложения (12) находятся в ре-

зультате интегрирования получаемой из (3), (4) рекуррентной последовательности обык-
новенных дифференциальных уравнений с независимой переменной y, в которые ξ входит
в качестве параметра. В частности, коэффициенты низшего порядка выражаются через
функцию η по формулам

ψ
(0)
1 = y − η

sinλ1(π + y)

sinλ1(π + η)
, ψ

(0)
2 = ry − rη

sinλ2(π − ry)

sinλ2(π − rη)
,

где согласно (2) можно приближенно положить λj = 1/(
√
π Fj). Подставляя ряды (12) в

интегральное соотношение (6) и оставляя в нем слагаемые с точностью до величин порядка
O(σ2), получаем уравнение второго приближения теории мелкой воды для функции η,
описывающей искомую форму границы раздела:(dη

dx

)2
= η2 D(η;F1, F2)

Q(η;F1, F2)
. (13)

Здесь

D(η;F1, F2) =
√
πF1 ctg

( π + η√
π F1

)
+
√
π F2 ctg

(π − rη√
π F2

)
+

1

3
(1− r)η − 1,
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2Q(η;F1, F2) =
(
πF 2

1 − 2
√
π F1η ctgα1 + η2 ctg2 α1

)( η + π

sin2 α1
−
√
π F1 ctgα1

)
+

+
(πF 2

2

r2
− 2

√
π F2

r
η ctgα2 + η2 ctg2 α2

)(π − rη

sin2 α2
−
√
π F2 ctgα2

)
,

где α1 = (π+η)/(
√
π F1); α2 = (π−rη)/(

√
π F2). Решения уравнения (13) типа уединенных

волн описываются квадратурами

x = ±
a∫
η

√
Q(s;F1, F2)

D(s;F1, F2)

ds

s
, (14)

где амплитуда волны определяется простым корнем s = a функции D(s;F1, F2), ближай-
шим к точке s = 0. Параметрическая область уединенных волн задается той частью
плоскости (F1, F2), для которой подкоренная функция Q/D в (14) положительна всюду
в интервале между точками s = 0 и s = a. Заметим, что в силу непрерывности функция
Q остается положительной в окрестности значения s = 0, поскольку в этой точке для нее
имеем

2Q(0;F1, F2) =
[( πF1

sinα1

)2(
1− sin 2α1

2α1

)]∣∣∣
α1=

√
π/F1

+

+
[( πF2

r sinα2

)2(
1− sin 2α2

2α2

)]∣∣∣
α2=

√
π/F2

> 0.

Следовательно, для существования вещественных решений вида (14) необходимо выпол-
нение неравенства

D(0;F1, F2) =
√
π F1 ctg (

√
π/F1) +

√
π F2 ctg (

√
π/F2)− 1 > 0.

Сравнение этого неравенства с формулой (10) показывает, что режимы типа уединенных
волн реализуются в области, сверхкритической по отношению к спектру линейных волн.
Внешней границей области существования уединенных волн служит кривая, являюща-
яся диаграммой решений типа плавного бора для уравнения (13). Указанные решения
получаются для чисел Фруда F1, F2, для которых имеется двукратный ненулевой корень
s = a функции D(s;F1, F2). Диаграмма бора касается границы спектра линейных волн в
точке O, соответствующей нулевой амплитуде волны a = 0 и являющейся точкой бифур-
кации, по мере удаления от которой амплитуда бора медленно увеличивается. Уединенные
волны, реализующиеся для точек (F1, F2) вблизи диаграммы плавного бора (см. рис. 3),
имеют уплощенные вершины типа плато. При этом амплитуда волны является ограни-
ченной, но может неограниченно возрастать эффективная масса жидкости, вовлеченной
в движение в протяженной столообразной волне. Малая ширина параметрической области
существования уединенных волн свидетельствует об их слабой амплитудной дисперсии в

рассматриваемой гидродинамической системе.
Волны малой амплитуды могут быть приближенно описаны в явном виде с использо-

ванием упрощенного слабонелинейного варианта уравнения (13), имеющего вид(dη
dx

)2
= η2 D0 +D1η +D2η

2

Q(0;F1, F2)
, (15)

где D0, D1, D2 — первые три коэффициента в разложении аналитической функции

D(η;F1, F2) по степеням η. По этим коэффициентам однозначно определяются веществен-
ные корни aj(F1, F2) (j = 1, 2) квадратного трехчлена в числителе правой части (15), и
профиль уединенной волны дается формулой

η(x) = a
1− th2 kx

1− θ2 th2 kx
, k =

a
√

3/q0
2θ

,
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где q0 = Q(0;F1, F2); a = a1; θ
2 = a1/a2 < 1. Плавный бор (внутренний фронт) соответ-

ствует кратному корню a = a1 = a2 и имеет профиль функции гиперболического тангенса

η(x) =
a

2
(1 + th kx), k =

a
√

3/q0
2

.

Частичное наложение параметрической области уединенных волн на зону неустойчивости

Кельвина — Гельмгольца приводит к тому, что рассматриваемые волны могут служить
генератором сдвиговой неустойчивости течений вследствие локального увеличения сдвига

скорости, индуцированного проходящей волной. Этот вывод следует из устанавливаемо-
го теорией двухслойной мелкой воды [1] нелинейного критерия устойчивости, который по
форме аналогичен неравенству (11). Данный критерий формулируется с использованием
переменной разности |ū1 − ū2| средних по глубине скоростей жидкости ūj(x, t) в слоях и
переменных толщин слоев h̄1(x, t) = h1+η(x, t), h̄2(x, t) = h2−η(x, t). В этих обозначениях
неравенство (11) является условием гиперболичности нелинейных уравнений гидростати-
ческой модели двухслойной мелкой воды. Согласно данному условию стратифицированное
течение может оказаться локально неустойчивым в результате потери гиперболичности

эволюционных уравнений в окрестности вершины уединенной волны, даже если набегаю-
щий кусочно-постоянный поток перед волной удовлетворял этому условию устойчивости.
Указанный механизм неустойчивости течения, индуцированной нелинейной волной, на-
блюдался в лабораторных экспериментах [13, 14].

4. Внутренние волны в придонных стратифицированных течениях в раз-
ломе Романш. В 2010–2013 гг. проведены натурные экспериментальные исследования

[9, 15–17] на научно-исследовательских судах “Академик Иоффе” и “Академик Сергей Ва-
вилов” в разломе Романш (экваториальная часть Атлантического океана). Этот разлом
в Срединно-Атлантическом хребте является естественным каналом, обеспечивающим пе-
ренос глубинных холодных вод антарктического происхождения из западной Атлантики

в восточные бассейны экваториальной зоны океана [18]. Приток холодной (0,501 ◦C) дон-
ной воды в разлом Романш происходит на глубине 4500 м через два русла в западной
и южной частях входного каньона. Ширина верхней части южного канала, ориентиро-
ванного меридионально, составляет 7 км, глубина — 400 м, ширина узкой донной части
приближенно равна 200 м. Струи течения в поперечном сечении южного канала показаны
на рис. 4,а. На рис. 4,б приведены вертикальные профили продольной скорости потока в
южном канале (штриховые линии соответствуют положению станций судового зондиро-
вания 2509, 2511 и 2513). Скорости потока в южном канале, измеренные с борта судна
непосредственно над порогом (4550 м), превышали 20 см/с; далее по склону, где донная
вода стекает вниз на расстояние, равное 100 м, скорости придонного течения достигали
45 см/с. Температурная стратификация морской воды показана на рис. 4,б. Аномально
большие вертикальные градиенты температуры обнаружены между глубинами 4300 и
4500 м, что свидетельствует о сильном перемешивании воды в этой области. Стационар-
ная донная станция, установленная на глубине 4720 м для регистрации параметров потока
в придонном слое толщиной 350 м, работала автономно в течение 6 мес и зафиксировала
цуги интенсивных внутренних волн вдоль изотермы 0,85 ◦C [9]. Указанная изотерма отде-
ляет нижний слой тяжелой холодной воды от расположенного выше слоя менее холодной

воды. Внутренние волны возникают в результате нестационарных процессов, происходя-
щих в области непосредственно за донным порогом, где была выполнена станция судового
зондирования 2509 [16] (см. рис. 4,б). Распространение внутренних волн сопровождалось
возникновением экстремально длинных серий вихрей Кельвина — Гельмгольца, интен-
сивность которых менялась со временем под действием приливной модуляции. На рис. 5
показаны рассчитанный по формуле (14) гладкий профиль широкой уединенной волны ти-
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Рис. 4. Течение в южном русле входного каньона в разломе Романш:
a — распределение скорости u (см/с) в поперечном сечении; б— распределение потенци-
альной температуры (◦C) в продольном сечении (жирные линии— профили продольной

скорости, штриховые — положение станций зондирования 2509, 2511, 2513)

y, ì

t, ÷12:20 14:00

4500

4450 1

2

Рис. 5. Расчетный профиль уединенной внутренней волны типа плато (1) и
измеренная изотерма 0,85 ◦C (2) в придонном течении в разломе Романш (t —
время регистрации волны донной станцией 4.12.2013 г.)

па плато, измеренная изотерма 0,85 ◦C, а также серия вихрей, вызывающих интенсивное
перемешивание над уплощенной вершиной волны.

Заключение. В работе рассмотрена модель второго приближения теории длинных
волн для слабостратифицированной двухслойной жидкости, описывающая уединенные
волны в пикноклине с малым перепадом плотности. Расчеты по этой модели показывают,
что указанное приближение может быть использовано для описания волновых явлений в

глубоководных придонных течениях.
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