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Предложены численные схемы определения интегральных характеристик проникания
ударника в преграду, в которых применяется алгоритм решения двумерных динамиче-
ских задач упругопластического деформирования, а для построения решения использует-
ся одномерный столбец конечных элементов (двумерная область заменяется одномерной).

Введение. Взаимодействие ударника и преграды сопровождается сложными физиче-
скими процессами. Точная математическая постановка задачи, достаточно полно учиты-
вающая физико-механические свойства материалов ударника и преграды (в том числе их
зависимость от температуры и скорости деформирования), физику явлений, сопровождаю-
щих проникание ударника в преграду (например, фазовые переходы в материале, происхо-
дящие вследствие сильного нагрева), приводит к сложной нелинейной системе дифферен-
циальных уравнений, решение которой возможно только на быстродействующих ЭВМ с

большим объемом оперативной памяти. Задача о высокоскоростном взаимодействии удар-
ника и преграды относится к классу контактных задач динамического деформирования

неупругих тел. В настоящее время разработаны достаточно эффективные алгоритмы чис-
ленного решения таких задач (см., например, [1–7]). Однако оценить погрешности, кото-
рые неизбежно возникают при численном решении, во многих случаях затруднительно.
При решении задачи в лагранжевых переменных требуется многократная перестройка

сетки в областях сильного искажения ячеек и экстраполяция решения с прежней сетки

на новую, что ведет к потере точности. При решении в эйлеровых переменных погреш-
ности появляются, в частности, при расчете быстроменяющихся контактных и свобод-
ных поверхностей и осреднении величин при перетекании вещества из одной ячейки в

другую. При формулировке и решении задач о деформировании материалов при интен-
сивных теплосиловых воздействиях следует учитывать, что экспериментальные данные о
физико-механических свойствах материалов, работающих в экстремальных условиях, как
правило, неполны. Константы материала, характеризующие его прочностные свойства, и
уравнения состояния определяются с погрешностью, которая может достигать десятков
процентов. Поэтому представляет практический интерес построение последовательности
математических моделей, сложность которых возрастает с расширением возможностей
описания качественных и количественных характеристик процесса соударения.

Наиболее полно одномерные и двумерные модели высокоскоростного соударения пред-
ставлены в [8].

Одной из первых одномерных моделей высокоскоростного соударения является гид-
родинамическая модель М. А. Лаврентьева для оценки глубины проникания цилиндриче-
ского стержня в полубесконечную преграду [9]. Согласно этой модели (l/l0)/(ρп/ρс)

−1/2 =
const, где l0 — исходная длина стержня; l — глубина проникания; ρп, ρс — плотность

материалов преграды и стержня соответственно.
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Существуют различные модификации гидродинамической модели, целью которых яв-
ляется приближенный учет влияния прочностных свойств материалов ударника и прегра-
ды [8]. Например, в модели, построенной в предположении, что разрушение преграды про-
исходит в виде выбивания “пробки”, из всех факторов, определяющих сопротивление пре-
грады прониканию ударника, учитывается лишь влияние касательных напряжений. В [10]
предложена модифицированная форма гидродинамической теории, учитывающая влияние
прочности ударника и преграды, и приведены экспериментальные данные по определению
динамического предела текучести. Во всех приближенных моделях содержатся парамет-
ры, которые имеют характер “подгоночных” коэффициентов, и могут быть определены из
экспериментов.

Ниже рассматриваются две численные схемы определения интегральных характери-
стик процесса соударения, которые мы назвали квазиодномерными моделями. В них приме-
няется алгоритм решения двумерных динамических задач упругопластического деформи-
рования [4–7], и в то же время для построения решения используется одномерный столбец
конечных элементов (двумерная область заменяется одномерной).

1. Уравнение состояния. При выводе уравнения состояния предполагается, что 1+
γ′ij ' 1, где γ′ij — компоненты тензора упругих деформаций. Это предположение справед-
ливо для большинства металлов. Считается также, что объемное деформирование элемен-
та среды происходит упруго. При этих предположениях кинематические соотношения в
случае произвольных деформаций можно записать в виде [11]

γ̇ij = αe′ij − γ′jk ωki − γ′ik ωkj − ϕ′ij , γ̇ = αe, ρ = ρ0α
3/2, α = 1− 2γ/3,

eij = eуij + ϕij , ϕijδij = 0, e′ij = eij − eδij/3, (1.1)

γ′ij = γij − γδij/3, e = eijδij , γ = γijδij ,

где ϕij — компоненты тензора скоростей пластических деформаций; ωij = ∂vi/∂xj −
∂vj/∂xi — компоненты тензора скоростей поворотов.

Полные деформации εij удовлетворяют соотношениям

ε̇ij = εki
∂vk
∂xj

+ εkj
∂vk
∂xi

= eij .

При построении определяющих соотношений между напряжениями, деформациями и тем-
пературой считаем, что внутренняя энергия U является функцией первого и второго ин-
вариантов тензора упругих деформаций и энтропии S: U = U(γ, J2, S), J2 = γ′ijγ

′
ij/2. Ис-

пользуя закон сохранения энергии σijeij = ρU̇ и соотношения (1.1), получаем σe+ σ′ije
′
ij =

ραeUγ + ργ′ij(αe
′
ij − γ′kiωkj − γ′kjωki − ϕ′ij)UJ2

+ ρUSṠ. Следовательно,

σ = ραUγ , σ′ij = ραγ′ijUJ2
, ρUSṠ = ργ′ijϕ

′
ijUJ2

. (1.2)

Последнее из соотношений (1.2) перепишем в виде

T Ṡ =
1

αρ
σ′ijϕ

′
ij , (1.3)

где T = US — температура. Через свободную энергию Φ = U−ST соотношения (1.2), (1.3)
записываются в виде

σ = ραΦγ , σ′ij = ραγ′ijΦJ2
, −T ΦTT Ṫ =

1

αρ
σ′ijϕ

′
ij + TΦγT γ̇ + TΦJ2T J̇2. (1.4)

Величина−TΦTT имеет смысл теплоемкости при постоянных деформациях и обозначается

через cV .
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Дальнейшая конкретизация уравнений (1.4) зависит от выбора функции Φ и предпо-
ложения о характере необратимой пластической деформации.

Если принять, что теплоемкость cV не зависит от γ и J2, среднее напряжение σ не
зависит от J2, зависимость σ′ij линейна по γ

′
ij , то функцию Φ можно представить в виде

Φ = [ψ(γ) + Tϕ(γ) + 2µJ2 + f(T )]/ρ0,

где µ — модуль сдвига. При этом соотношения (1.4) записываются в виде

σ = α5/2(ψγ + Tϕγ), σ′ij = 2µα2/5γ′ij , cV Ṫ = (1/αρ)σ′ijϕ
′
ij + (α/ρ0)eTϕγ . (1.5)

В модели упругопластического тела примем следующую зависимость среднего напряже-
ния σ от инварианта упругих деформаций γ и температуры T :

σ = Kα5/2 γ − cV Γρ(T − T0), (1.6)

где K = E/(3(1 − ν)) — коэффициент объемного расширения; E — модуль Юнга; ν —
коэффициент Пуассона; Γ — коэффициент Грюнайзена; T — абсолютная температура;
T0 — температура, соответствующая нормальным условиям (обычно 300 K).

Соотношение (1.6) получается из первого соотношения (1.5), если

ψ = Kγ2/2 + (3/2)cV T0ρ0 ln α, ϕγ = −(cV /α)Γρ0.

При этом третье соотношение (1.5) принимает вид

Ṫ = σ′ijϕ
′
ij/(cV αρ)− ΓTe. (1.7)

Скорость необратимых деформаций определяется соотношениями

ϕ′ij = λγ′ij . (1.8)

Процедура вычисления неотрицательного множителя λ приведена в [7]. Уравнения (1.1),
(1.6)–(1.8) определяют модель упругопластического тела.

В приводимых ниже численных алгоритмах расчетная

Рис. 1

область состоит из одного столбца конечных элементов с

краевыми условиями на границе области, моделирующи-
ми процесс перетекания вещества. В расчетной области ис-
пользуется модель упругопластического течения при боль-
ших деформациях (1.6)–(1.8). Напряжения и деформации в
расчетной области вычисляются по алгоритму, изложенно-
му в [4–7].

Схемы различаются видом краевых условий на грани-
це расчетной области, которые формулируются в зависи-
мости от того, какие качественные и количественные ха-
рактеристики процесса соударения подлежат определению.

2. Квазиодномерная модель для оценки пре-
дельной глубины проникания ударника в прегра-
ду. Ударник рассматривается как абсолютно жесткий цилиндр радиуса R, высоты h и
массы M . Преграда толщины H — изотропная упругопластическая среда. Рассмотрим в
преграде область D (расчетную область), находящуюся под ударником и ограниченную
боковой поверхностью A1A2 (рис. 1).

На боковой поверхности A1A2 в процессе соударения действуют касательные и нор-
мальные напряжения σrz и σr, изменяющиеся во времени. Для определения напряженно-
деформированного состояния в области D нужно знать закон изменения этих напряжений

во времени и по пространственным координатам. Для их определения необходимо решать
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двумерную задачу. При построении квазиодномерной модели воздействие на область D
через поверхность A1A2 со стороны остальной части преграды будем моделировать крае-
выми условиями.

Для оценки предельной величины проникания условия на поверхности A1A2 формули-
руются следующим образом. Радиальное напряжение σr полагается равным нулю.Очевид-
но, что среди всех возможных вариантов краевых условий для σr это условие максимально
ослабляет сопротивление преграды прониканию ударника. При отсутствии радиальных
напряжений на боковой поверхности A1A2 появляются скорости в радиальном направле-
нии, которые приводят к истечению части материала из расчетной области. Материал,
вытекающий через поверхность A1A2, исключается из дальнейших расчетов. Поскольку
масса этого материала имеет скорость в осевом направлении, то исключение ее из расчета
означает, что из системы изымается некоторое количество движения в осевом направле-
нии, что приводит к торможению ударника.

Краевые условия на поверхности A1A2 для скорости в осевом направлении uz и каса-
тельного напряжения σrz формулируются следующим образом. Вначале принимается, что
uz на боковой поверхности равно нулю. Если при этом условии |σrz| < τ∗ (τ∗ — предел

текучести на сдвиг или сопротивление срезу), то решение вычисляется с условием uz = 0
на A1A2. Если же |σrz| > τ∗, то решение вычисляется при условии |σrz| = ±τ∗; при этом
знак σrz принимается таким же, какой был у σrz при нулевом значении uz. При вычис-
лении решения по схемам, изложенным в [4–7], не требуется итераций для реализации
сформулированных краевых условий.

3. Квазиодномерная модель для оценки предельной глубины зоны тыль-
ных отколов. Одним из основных факторов, определяющих тыльные отколы, является
амплитуда давления на фронте ударной волны. Очевидно, что амплитуда давления будет
максимальной, если ударник в процессе проникания считать недеформируемым абсолют-
но жестким телом, а среди вариантов краевых условий для радиальных составляющих
скорости и напряжения на поверхности A1A2 принять условие ur = 0.

Краевое условие для касательного напряжения σrz принимается таким же, как в п. 2.
4. Зависимость глубины проникания от отношения плотностей материалов

ударника и преграды. В этом расчете считается, что ударник является недеформируе-
мым цилиндром массы M , имеющим начальную скорость соударения V0. Затем скорость
его принимается равной нормальной скорости на верхней границе конечного элемента рас-
четной области, соприкасающегося с основанием цилиндра. Поскольку расчетная область
состоит из одного столбца конечных элементов, то вычисление решения по алгоритму,
изложенному в [4–7], ведется по конечным формулам.

Входные данные задачи были следующими: начальная скорость V0 = 5 · 104 см/с,
радиус ударника R = 0,5 см, высота ударника h = 1,0 см, плотность материала преграды
ρ = 8 · 103 г/см3, ρ/ρ0 = 0,4; 0,6; 0,8; 1,0 (ρ0 — плотность материала ударника), модуль
Юнга E = 2 ·105 МПа, касательный модуль E′ = 0, коэффициент Пуассона ν = 0,3, предел
текучести при сдвиге τs = 5 · 102 МПа, коэффициент Грюнайзена Γ = 2,0, теплоемкость
cV = 8,96 · 102 Дж/(кг · K), T0 = 300 K, толщина преграды H = 5 см, число конечных
элементов в столбце N = 50.

На рис. 2 по оси ординат отложена величина l/h (l — глубина проникания удар-

ника), по оси абсцисс — величина
√
ρ0/ρ. Крестиками показаны значения, полученные

в предположении, что на границе расчетной области радиальная скорость равна нулю,
точками — значения, полученные в предположении, что на границе расчетной области
радиальное напряжение равно нулю. Сплошная линия соответствует гидродинамической
модели М. А. Лаврентьева. Для рассмотренных входных данных оба варианта краевых
условий на границе расчетной области приводят к близким результатам.
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Рис. 2 Рис. 3

5. Зависимость глубины проникания цилиндрического стержня в преграду

от скорости соударения. В [10] приведены экспериментальные данные о скоростном

ударе цилиндрических стержней из мягкой стали по мишени из того же материала и

сопоставление их с расчетами по модифицированной гидродинамической модели. Предел
текучести материала Yp = 11 кбар. Диаметр образцов 0,6 см. В модифицированной гид-
родинамической модели содержится безразмерный параметр λ, характеризующий проч-
ностные свойства ударника и преграды и определяемый по адиабате Гюгонио и пределу

прочности.
На рис. 3 представлены зависимости глубины проникания от скорости ударника

V̄ = ρV 2
0 /(4σT ). Треугольниками, квадратами и кружками нанесены эксперименталь-

ные точки [10]. Треугольники соответствуют длине ударника h = 1,25 см, квадраты —
1,5 см, кружки — 2,5 см. Сплошные кривые соответствуют расчетам по модифициро-
ванной гидродинамической модели [10], штриховая — расчетам по схеме, приведенной в
п. 2. Соответствие расчетной кривой экспериментальным данным с учетом их разброса
удовлетворительное.

Рассмотренные примеры свидетельствуют о том, что предложенные простые расчет-
ные схемы могут быть использованы для оценки интегральных характеристик процессов

соударения.
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