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Рассматривается двумерная задача об обтекании неньютоновской жидкостью со степен-
ным реологическим законом горизонтально расположенного цилиндра с квадратным
поперечным сечением. Задача решается численно с использованием метода конечных
объемов, коммерческого пакета программ Ansys Fluent, большой расчетной сетки для
моделирования отсутствия границ (безграничной жидкости) при значениях показателя
степени 0,1 ÷ 2,0 и числа Рейнольдса 0,001 ÷ 45,000. Установлено, что при малых зна-
чениях числа Рейнольдса и показателя степени (n 6 0,5) коэффициент сопротивления
удовлетворяет соотношению CD = A/ Re. Также установлено, что величина A является
степенной функцией. Показано, что коэффициент сопротивления практически не зави-
сит от показателя степени при больших значениях числа Рейнольдса, а длина вихревого
следа нелинейно зависит от числа Рейнольдса и показателя степени.
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Введение. Течение несжимаемой жидкости вдоль неподвижного кругового цилиндра
является классической проблемой гидродинамики. Сложная физика и прикладной харак-
тер задачи вызывают интерес исследователей на протяжении более 100 лет, поэтому су-
ществует большое количество теоретических и экспериментальных работ по данной теме.
Несмотря на простую геометрию, обтекание кругового цилиндра считается базовым слу-
чаем более сложных течений [1]. Важной величиной, характеризующей течение жидкости
по нормали к цилиндру, является коэффициент сопротивления, который был вычислен
экспериментально и численно во многих работах по гидродинамике (см., например, [2.
P. 176; 3. P. 324]), в которых коэффициент сопротивления приводится для значений числа
Рейнольдса от Re = 0,1, когда поток является ламинарным, до Re = 106, когда поток
становится турбулентным. Следует отметить, что значения коэффициента сопротивле-
ния для кругового цилиндра вычислялись для неограниченного течения, т. е. для случая,
когда цилиндр находится в жидкости, не имеющей границ. Однако для численного или
экспериментального расчета коэффициента сопротивления наличие границ необходимо.
Экспериментальные исследования проводятся в аэродинамических трубах, где границами
являются стенки трубы; в численных расчетах границами являются границы расчетной
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Рис. 1. Расчетная область и схема течения:
1 — цилиндр, 2 — вихри

области. При обтекании любого тела, погруженного в поток и ограниченного жесткими
стенками, возникает блокирующее ограничение. Жесткие стенки препятствуют попереч-
ному смещению потока и в окрестности стенок скорость больше, чем в безграничной жид-
кости. Насколько существенно влияние стенок и можно ли их расположить на таком рас-
стоянии, чтобы считать жидкость безграничной, зависит от значения числа Рейнольдса.
При Re = 0 это невозможно, при Re > 0 стенки можно отодвинуть настолько далеко, что
это позволит рассматривать жидкость как безграничную [3. P. 321]. Влияние стенок на
поток при обтекании тела рассматривалось в работе [4]. Интерес к данной задаче обуслов-
лен, возможно, наличием экспериментальных данных об обтекании наклонной пластины
в аэродинамической трубе. В [4] исследовано влияние препятствия на образование сле-
да позади плохообтекаемого тела и предложена теория, частично использующая модель
Гельмгольца обтекания тела. Также в [4] предложена формула для вычисления коэффици-
ента сопротивления ограниченного потока с использованием коэффициента сопротивления

для неограниченного потока. В работе [5] предложена уточненная формула для вычисле-
ния коэффициента сопротивления. В работе [6] полученные в [4, 5] формулы использованы
для корректировки результатов расчетов для ограниченных течений и вычисления коэф-
фициентов сопротивления для неограниченных течений.

Несмотря на то что преобразование неограниченной области в ограниченную являет-
ся некоторой аппроксимацией, это позволяет решить задачу [3]. В случае если область
мала, можно получить только грубые оценки, если область большая, то точность ре-
зультатов увеличивается. В большинстве численных исследований используются очень

большие вычислительные области, с тем чтобы влиянием границ можно было прене-
бречь. Одной из первых работ, посвященных изучению обтекания круговых цилиндров,
является работа [7]. В [8] использовалась вычислительная область, характерный размер
которой равен 300 диаметрам цилиндра. Увеличение мощности компьютеров позволило
увеличивать размеры расчетных областей. В [9] изучались импульс и теплоперенос при
ламинарном поперечном обтекании цилиндра при 10−4 6 Re 6 200. Для того чтобы по-
грешность составила менее 0,1 %, область расчета при Re < 1 (рис. 1) должна удовле-
творять условию H/D > 4000 Re−0,8, для того чтобы получить погрешность до 1 % —
H/D > 320 Re−0,8. Это означает, что при Re = 0,1 расчетная область должна удовлетво-
рять условию H/D > 25 000 (высокая точность), H/D > 2000 (погрешность приблизитель-
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но равна 1 %). В [10] для решения задачи об обтекании вращающегося кругового цилин-
дра использовалась расчетная область, удовлетворяющая условию 1000 6 H/D 6 100 000
в зависимости от значения числа Рейнольдса. По мнению авторов [10], при уменьшении
числа Рейнольдса размер расчетной области должен быть значительно увеличен. В [11]
с помощью метода спектральных элементов при 5 6 Re 6 250 в расчетной области, удо-
влетворяющей условиюH/D = 8000, исследовались течения, перпендикулярные круговому
цилиндру. В [12] для исследования стационарного безграничного течения жидкости со сте-
пенным реологическим законом вокруг эллиптического цилиндра при 0,01 6 Re 6 40,00
использовалась расчетная область, удовлетворяющая условию H/D = 1200. В работе [13]
расчетная область, удовлетворяющая условию H/D = 8000, применялась для исследо-
вания стационарного течения жидкости вокруг неподвижного кругового цилиндра при

6 6 Re 6 40. Во многих работах, посвященных изучению обтекания жидкостью кругового
или эллиптического цилиндра, большие расчетные области используются для того, чтобы
избежать влияния границ на результаты.

В работе [14] представлены результаты численных расчетов для цилиндра с квадрат-
ным поперечным сечением при Re 6 300, H/D = 12. В [15] численно исследовано вихре-
образование в области за цилиндром с квадратным поперечным сечением при H/D = 6.
В [16] исследовалось обтекание цилиндра с квадратным поперечным сечением под углом
при малых числах Рейнольдса. В этой работе приведены результаты 13 работ для обла-
стей 7 < H/D < 125, собственные результаты получены для расчетной областиH/D = 40.
В [17] исследованы теплопередача и гидродинамика при плоском ламинарном обтекании
цилиндра с квадратным поперечным сечением в расчетной области размером H/D = 20.
В работе [18], являющейся наиболее полным исследованием обтекания неньютоновской

жидкостью со степенным реологическим законом цилиндра с квадратным поперечным се-
чением, вычислены коэффициент сопротивления и длина вихревого следа при показателе
степени n = 0,5÷ 2,0, числе Рейнольдса Re = 1÷ 45 и размере области расчета H/D = 30.
В [19] проведено исследование смешанной конвекции от нагретого цилиндра с квадратным
поперечным сечением в ньютоновской и неньютоновской жидкостях в области размером

H/D = 30. В [20] изучалось нестационарное обтекание жидкостью со степенным рео-
логическим законом цилиндра с квадратным поперечным сечением в расчетной области

размером H/D = 20. В работе [21] исследовался теплообмен при обтекании жидкостью
цилиндра с квадратным поперечным сечением в расчетной области размером H/D = 120.
В [22] исследовались установившееся течение и перенос тепла от наклонного цилиндра
с квадратным поперечным сечением в жидкость со степенным реологическим законом в

расчетной области размером H/D = 100. В работе [23] численно моделировалось тече-
ние жидкости вокруг цилиндра с квадратным поперечным сечением в расчетной области

размером H/D = 12 и показано, что коэффициент сопротивления существенно зависит
от размера расчетной области и экспоненциально увеличивается с его уменьшением. Вли-
яние блокировки является более существенным при малых числах Рейнольдса [24]. При
малом размере области (большом коэффициенте блокирования D/H) длина вихревого сле-
да уменьшается [25].

Из сказанного выше следует, что ранее при решении задачи об обтекании цилиндра с
квадратным поперечным сечением в основном использовались расчетные области малых

размеров. Размер максимальной расчетной области в этом случае удовлетворял соотно-
шению H/D = 120, в то время как в случае кругового цилиндра максимальная расчет-
ная область достигала размера H/D = 100 000. Очевидно, что малые расчетные области
недостаточны для расчетов при малых числах Рейнольдса, т. е. задача о безграничном
обтекании цилиндра с квадратным поперечным сечением при малых числах Рейнольдса

до сих пор не решена.
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Целью настоящей работы является исследование течений ньютоновской и неньютонов-
ской жидкостей вокруг цилиндра с квадратным поперечным сечением при малых числах

Рейнольдса Re = 0,001 ÷ 45,000. Выбор данного диапазона значений числа Рейнольд-
са обусловлен тем, что при Re > 45 поток становится периодическим во времени [26].
В настоящей работе размер расчетной области удовлетворяет условию H/D = 50 000 и
жидкость можно считать неограниченной. В работе [27] приведены значения коэффициен-
та сопротивления для тел различной формы, в том числе для цилиндров с круговым (при
Re = 0,1÷107) и квадратным (при Re = 104÷106) поперечными сечениями. Поскольку для
других значений числа Рейнольдса данные отсутствуют, целью настоящей работы явля-
ется вычисление коэффициента сопротивления для обтекаемого безграничной жидкостью

цилиндра с квадратным поперечным сечением, как это сделано для кругового цилиндра.
1. Математическая модель и ее численная реализация. Рассмотрим обтекание

неньютоновской жидкостью со степенным реологическим законом горизонтально распо-
ложенного цилиндра с квадратным поперечным сечением (см. рис. 1). Полная система
уравнений для данного течения включает следующие уравнения [28]:
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Тензор напряжений τ и тензор скоростей деформации S связаны соотношением

τij = 2ηSij , (1)

где η — кажущаяся вязкость. Тензор деформации определяется следующим образом:
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С учетом уравнений (1), (2) уравнения импульсов принимают следующий вид:
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Здесь x, y — горизонтальная и вертикальная координаты; u, v — горизонтальная и верти-
кальная скорости; p — давление; ρ — плотность жидкости. Кажущаяся вязкость находится
из соотношения
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где n — показатель степени; K — коэффициент консистенции, который в случае ньюто-
новской жидкости имеет смысл динамической вязкости. Жидкость характеризуется как
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псевдопластическая при 0 < n < 1, дилатантная при n > 1 и ньютоновская при n = 1.
К псевдопластическим жидкостям с малым показателем степени (n = 0,2) относятся, на-
пример, полимерный расплав и резина.

Течение зависит от числа Рейнольдса следующим образом:

Re = ρu2−n
∞ Dn/K

(D — длина стороны цилиндра (см. рис. 1); u∞ — скорость набегающего потока). Коэф-
фициент сопротивления определяется из выражения [18]

CD =
F

ρu2
∞D/2

=
1

ρu2
∞D/2

( ∫
s

pnx dS +

∫
s

τnx dS
)
, (3)

где F — сила, действующая на цилиндр; S — площадь поверхности; nx — компонента

вектора нормали к поверхности цилиндра в направлении x. В правой части (3) первый
интеграл по поверхности представляет собой силу давления, второй — силу реакции.

Численное исследование проводилось с помощью пакета программ Ansys Fluent (вер-
сия 12.0). Моделировалось двумерное стационарное ламинарное течение с использованием
схемы Muscl третьего порядка для конвективных слагаемых в уравнении импульсов. Для
определения давления и скорости использовалась связанная схема, для определения вязко-
сти— степенная модель неньютоновской жидкости. Вычисления, проводившиеся с двойной
точностью, заканчивались, если невязки в уравнениях неразрывности и движения были
меньше 10−10. Для вычислений использовался код CFD (computational fluid dynamics) [12,
29, 30].

Задавались следующие граничные условия:
— на границе AE

u = u∞, v = 0;

— на границе BC

∂u

∂x
=

∂v

∂x
= 0;

— на границах AB и EC

u = u∞, v = 0. (4)

На сторонах цилиндра ставились условия непроскальзывания (прилипания). Для
моделирования бесконечной области все границы располагались на большом (25 000D,
H/D = 50 000) расстоянии от цилиндра. Для получения точных результатов расчетная
сетка вблизи поверхности цилиндра сгущалась. Сетка такого размера применялась авто-
ром в работах [31, 32], в одной из которых рассматривалось течение неньютоновской жид-
кости со степенным реологическим законом. Для построения расчетной сетки на поверх-
ности цилиндра использовалась специальная функция, встроенная в пакет Ansys Fluent.

2. Результаты исследования и их обсуждение. В табл. 1 приведены значения ко-
эффициента сопротивления при обтекании цилиндра c квадратным поперечным сечением,
полученные в работе [33] и настоящей работе для расчетной области одинакового размера
(80 диаметров перед центром цилиндра, 100 диаметров за центром цилиндра, ширина об-
ласти — 100D) (см. рис. 1, [33. § 6.2]) при идентичных граничных условиях. В работе [33]
использовался метод конечных элементов, в то время как пакет Fluent основан на методе
конечных объемов, при этом полученные результаты близки. Таким образом, при исполь-
зовании различных методов для сеток одинакового размера с одними и теми же граничны-
ми условиями результаты идентичны. Это свидетельствует о надежности используемых
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Та бли ц а 2

Значения коэффициента сопротивления и длины вихревого следа

для случая течения ньютоновских жидкостей, перпендикулярного плоской пластине
при различных значениях числа Рейнольдса

Re
CD L/D

Работа [35] Настоящая

работа

Различие

результатов, %
Работа [35] Настоящая

работа

Различие

результатов, %

1 9,66 9,75 <1 0,21 0,21 0
5 3,75 3,78 <1 0,65 0,65 0
10 2,75 2,75 0 1,16 1,16 0
20 2,09 2,11 <1 2,43 2,38 2
30 1,82 1,84 1 3,89 3,76 3
40 1,68 1,68 0 5,48 5,25 4
50 1,57 1,57 0 7,03 6,75 4

методов. Также в табл. 1 приведены результаты, полученные в настоящей работе для сет-
ки очень большого размера H/D = 50 000 (практически безграничное течение). Сравнение
результатов, полученных на сетках относительно небольшого размера и очень большого
размера, показывает, что различие очень существенно при малых значениях числа Рей-
нольдса и уменьшается при больших значениях Re. Следовательно, для точного решения
задачи при малых числах Рейнольдса необходимо использовать очень большую расчет-
ную область. В настоящей работе вычислены значения коэффициента сопротивления для
двух областей различного размера (H/D = 100, H/D = 50 000). При Re = 0,001 погреш-
ность составила 147 %. Полученные данные о том, что в небольшой расчетной области
коэффициент сопротивления увеличивается, подтверждают результаты работы [11]. Из
результатов, приведенных в табл. 1, следует, что коэффициент сопротивления CD суще-
ственно зависит от размера расчетной области. Также в табл. 1 приведены результаты
для кругового цилиндра при малых значениях числа Рейнольдса, полученные в настоящей
работе и работе [34]. Эти результаты хорошо согласуются.

В табл. 2 представлены значения коэффициента сопротивления и длины вихревого

следа для течения, нормального к плоской пластине, полученные в настоящей работе и
работе [35]. (Плоскую пластину можно считать частным случаем цилиндра с квадрат-
ным поперечным сечением очень малой ширины.) Из табл. 2 следует, что приведенные
результаты также хорошо согласуются. Следует отметить, что значения коэффициента
сопротивления для цилиндра с квадратным поперечным сечением и для плоской пластины

(см. табл. 1, 2) близки при Re ≈ 30 и различаются при Re < 30.
В табл. 3 приведены значения коэффициента сопротивления для неньютоновских жид-

костей, свидетельствующие о надежности используемого кода.
В табл. 4 приведены результаты для случая обтекания неньютоновской жидкостью

цилиндра с квадратным поперечным сечением для очень большой области расчета при

малых и больших значениях числа Рейнольдса.
С учетом сказанного выше можно предположить, что значения коэффициента сопро-

тивления, полученные в настоящей работе, будут меньше, чем полученные в работах

с небольшой расчетной областью (в случае малой расчетной области коэффициент со-
противления увеличивается). Например, при Re = 1, n = 0,6 CD = 18,79 (настоящая
работа), CD = 28,95 (работа [18]). Различие составляет 54 %. При Re = 0,1, n = 1 (ньюто-
новская жидкость) CD = 58,1400; 71,3064 в настоящей работе и работе [21] соответственно
(см. табл. 3) (различие — 23 %). При Re = 5, n = 1 (ньютоновская жидкость) CD = 4,25;
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Таб ли ц а 3

Значения коэффициента сопротивления для случая обтекания неньютоновской жидкостью

со степенным реологическим законом кругового цилиндра

при различных значениях показателя степени n

CD

n
Re = 1 Re = 10

Работа [12]
(H/D = 1200)

Настоящая

работа

(H/D = 50 000)

Различие

результатов,
%

Работа [12]
(H/D = 1200)

Настоящая

работа

(H/D = 50 000)

Различие

результатов,
%

0,2 26,91 26,86 <1 3,25 3,16 3
0,6 17,24 17,19 <1 2,85 2,90 2
1,0 10,36 10,28 <1 2,73 2,75 <1
1,4 7,38 7,35 <1 2,64 2,64 0
1,8 5,85 5,84 <1 2,57 2,56 <1

n

A

20

22

24

26

28

30

32

0,20,1 0,3 0,4 0,5

Рис. 2. Зависимость коэффициента A (CD = A/ Re) от показателя степени n

4,90 в настоящей работе и работе [17] соответственно (различие — 15 %). Во всех случаях
при малых числах Рейнольдса значения коэффициента сопротивления в неограниченном

потоке меньше, чем полученные в других работах.

Результаты, представленные в табл. 4, получены при малых значениях числа Рей-
нольдса, для которых до настоящего времени данных не существовало. Из табл. 4 следует,
что при малых значениях числа Рейнольдса (Re 6 1) и показателя степени (n 6 0,5) ко-
эффициент сопротивления удовлетворяет закону CD = A/ Re. Значения константы A (при
n = 0,1 A = 31,14, при n = 0,2 A = 30,83, при n = 0,3 A = 28,95, при n = 0,4 A = 25,82,
при n = 0,5 A = 21,82) приведены на рис. 2, где через них проведен наилучший полином.
Уравнение полинома с наилучшим приближением для указанных значений имеет вид

A = 30,493 + 13,335 714n− 61,642 857n2.

В табл. 5 приведены значения длины вихревого следа для течения неньютоновской жид-
кости, перпендикулярного цилиндру с квадратным поперечным сечением. Эти значения
больше, чем вычисленные в меньших областях. Например, длина вихревого следа при
Re = 10, n = 1, рассчитанная в данной работе, равна L/D = 0,6063, в то время как в
работе [18] (см. уравнение (6)) при H/D = 8 L/D = 0,4898 (различие составляет 19 %).
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Та бли ц а 5

Значения длины вихревого следа L/D для случая,
когда течение неньютоновской жидкости со степенным реологическим законом

перпендикулярно цилиндру с квадратным поперечным сечением (H/D = 50 000)

n
L/D

Re = 1 Re = 2 Re = 5 Re = 10 Re = 20 Re = 30 Re = 40

0,1 0,0798 0,0825 0,1287 0,2141 0,4277 1,4089 2,9424
0,2 0,0539 0,0707 0,1119 0,1958 0,4476 1,0472 2,1489
0,3 0,0280 0,0432 0,0966 0,1989 0,4842 0,9969 1,8438
0,4 — 0,0188 0,0829 0,2141 0,5574 1,0701 1,8254
0,5 — — 0,0814 0,2507 0,6398 1,1800 1,9109
0,6 — — 0,0997 0,3011 0,7497 1,2761 2,0208
0,7 — — 0,1302 0,3636 0,8550 1,4043 2,1611
0,8 — — 0,1775 0,4308 0,9694 1,5554 2,3259
0,9 — — 0,2309 0,5086 1,1113 1,7934 2,5273
1,0 — 0,0707 0,2919 0,6063 1,2624 1,9994 2,7227
1,2 0,0569 0,1683 0,4323 0,8199 1,5813 2,4114 3,1987
1,4 0,1454 0,2782 0,5849 1,0625 1,9902 2,9012 3,6748
1,6 0,2401 0,4033 0,7772 1,3188 2,4755 3,4505 4,1570
1,8 0,3499 0,5468 0,9740 1,6942 2,9698 4,0227 5,0847
2,0 0,4735 0,7177 1,2548 2,0757 3,5741 4,6514 5,7943

На рис. 3, 4 приведены зависимости коэффициента сопротивления от числа Рейнольдса и
показателя степени. Видно, что коэффициент сопротивления уменьшается при увеличении
числа Рейнольдса и перестает зависеть от показателя степени. При Re = 20 коэффици-
ент сопротивления практически не зависит от показателя степени и приближенно равен

коэффициенту сопротивления ньютоновской жидкости. Заметим, что при Re 6 1 кривые
зависимостей, соответствующие значениям n = 0,1, n = 0,5, параллельны (см. рис. 3),
в случае если справедливо соотношение CD = A/ Re.

На рис. 5 приведена зависимость длины вихревого следа от показателя степени. Видно,
что при Re = 1; 2, n∗1 6 n 6 n∗2, n∗∗1 6 n 6 n∗∗2 вихревой след отсутствует. Также на рис. 5
видно, что длина вихревого следа сначала уменьшается, а затем, достигнув минимума,
начинает увеличиваться.

На рис. 6 показана зависимость длины вихревого следа от числа Рейнольдса при раз-
личных значениях показателя степени. Полученные результаты свидетельствуют о том,
что зависимость длины вихревого следа от числа Рейнольдса линейна в случае ньютонов-
ской жидкости и нелинейна в случае неньютоновской жидкости. Нелинейность зависимо-
сти L/D(Re) существенна при малых значениях показателя степени (n = 0,1), уменьша-
ется при n ≈ 1 и исчезает при n = 1. При дальнейшем увеличении показателя степени
нелинейность вновь возрастает. На рис. 5, 6 видно, что при изменении Re и n длина вих-
ревого следа меняется нелинейно.

Заключение. В работе исследована задача об обтекании неньютоновской безгранич-
ной жидкостью цилиндра с квадратным поперечным сечением. Получены следующие ре-
зультаты.

Для расчета обтекания безграничной жидкостью при малых значениях числах Рей-
нольдса необходима большая вычислительная область. Использование небольшой вычис-
лительной области приводит к завышенным значениям коэффициента сопротивления и

заниженным значениям длины вихревого следа.
При Re 6 1, n 6 0,5 коэффициент сопротивления удовлетворяет закону CD = A/ Re.
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Рис. 3. Зависимость коэффициента сопротивления от числа Рейнольдса при

различных значениях показателя степени:
1 — n = 0,1, 2 — n = 0,5, 3 — n = 1,0, 4 — n = 1,6, 5 — n = 2,0

Рис. 4. Зависимость коэффициента сопротивления от показателя степени при

различных значениях числа Рейнольдса:
1 — Re = 1, 2 — Re = 2, 3 — Re = 5, 4 — Re = 10, 5 — Re = 20, 6 — Re = 40
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Рис. 5. Зависимость длины вихревого следа от показателя степени при различ-
ных числах Рейнольдса:
1 — Re = 1, 2 — Re = 2, 3 — Re = 5, 4 — Re = 10, 5 — Re = 20, 6 — Re = 40

Рис. 6. Зависимость длины вихревого следа от числа Рейнольдса при различ-
ных значениях показателя степени:
1 — n = 0,1, 2 — n = 0,5, 3 — n = 1,0, 4 — n = 1,6, 5 — n = 2,0
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Влияние показателя степени на коэффициент сопротивления уменьшается при увели-
чении числа Рейнольдса, при Re = 20 коэффициент сопротивления перестает зависеть от
показателя степени.

Длина вихревого следа нелинейно зависит от числа Рейнольдса и показателя степени.
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