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Исследуется распространение сдвиговых волн в первоначально напряженном триклин-
ном слое, расположенном между двумя полупространствами. Верхнее полупространство
полагается трансверсально-изотропным упругим, нижнее— неоднородным изотропным
пористо-упругим. Для нижнего полупространства задача сводится к дифференциально-
му уравнению Уиттекера. Для слоя и полупространств построены частотные уравнения.
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Введение. Недра земли состоят из слоев, структура и температура которых раз-
личны. Бо́льшая часть информации о недрах земли и причинах землетрясений получена
на основе исследований сейсмических волн расширения (P-волн) и сдвиговых волн (SH-
волн). Волны расширения вызывают изменение материальных объемов, в то время как
сдвиговые волны вызывают изменение формы материальных объемов. Результаты изуче-
ния горизонтально поляризованной сдвиговой волны (SH-волны) используются в сейсмо-
логии, гражданском строительстве, механике горных пород и геофизике. Исследованию
дисперсии SH-волн в упругих твердых телах посвящено большое количество работ. В [1]
приведен обзор работ, в которых изучалось распространение сейсмических волн. В [2]
получено точное решение уравнения распространения SH-волны в неоднородных средах.
В работе [3] изучено распространение сейсмических волн в анизотропных слоях, в [4] —
распространение упругих волн в трансверсально-изотропных средах. Исследование дис-
персии, отражения и преломления волн в триклинных и моноклинных слоях земной ко-
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ры при наличии в них неравномерностей, вязкости и гофрированной границы проведено
в работах [5–9]. При изучении процесса распространения SH-волн использовались метод
преобразования Фурье, метод конечных разностей, методы, основанные на использовании
функции Грина [10–12]. В работах [13–15] исследовалось влияние неоднородности вязкости
и коэффициента песчаности на процесс распространения SH-волны. Дисперсия SH-волны в
магнитоупругом анизотропном слое земной коры, расположенном над нерегулярным неод-
нородным полупространством, изучалась в [16]. В работах [17, 18] исследовалось распро-
странение SH-волны в слоистой среде, расположенной между двумя упругими полупро-
странствами и двумя анизотропными слоями, с учетом наличия гофрированной границы,
вязкости, неоднородности материала и гравитационных сил. Рассеяние сейсмических волн
в триклинной среде изучалось в работах [19, 20]. Во многих работах исследовалось рас-
пространение SH-волн в пористо-упругих твердых телах в рамках теории Био [21, 22].
В работе [23] изучалось распространение SH-волн в пористом слое неравномерной тол-
щины, в [24] — распространение SH-волн в пористо-упругой среде, расположенной между
двумя упругими полупространствами. Распространение волн сдвига в магнитопористо-
упругой диссипативной изотропной среде, расположенной между двумя пористо-упругими
полупространствами, исследовалось в работе [25]. В [26] изучалось распространение сдви-
говой волны в магнитопористо-упругой среде, расположенной между самоупрочняющейся
пористо-упругой средой и пористо-упругим полупространством.

Нижние слои земной поверхности пропитаны жидкостью. Поры содержат отложения
углеводородов, таких как газ и нефть. Характеристики распространения волн в анизотроп-
ных и изотропных средах существенно различны. Исследование распространения SH-волн
в триклинной среде, расположенной между полубесконечным трансверсально-изотропным
и пористо-упругим полупространствами, имеет большое значение при решении геофи-
зических задач, его результаты могут быть использованы при разведке месторождений

углеводородов, горных кристаллов и металлов в недрах земли.
В данной работе исследуется процесс распространения SH-волны в триклинной сре-

де, расположенной между трансверсально-изотропным полупространством и изначально
напряженным неоднородным пористо-упругим полупространством.

1. Постановка и решение задачи. Рассматривается процесс распространения SH-
волны в заключенном между двумя полупространствами триклинном слое, в котором дей-
ствует начальное напряжение P1. Верхнее полупространство является трансверсально-
изотропным упругим, нижнее — неоднородным пористо-упругим, в котором действует
начальное напряжение P2 (рис. 1). Таким образом расположены слои в земной коре. Вво-
дится трехмерная система координат, начало которой расположено на границе раздела
триклинного слоя и нижнего полупространства. Ось x параллельна слою, и ее направле-
ние совпадает с направлением распространения волны, ось z направлена вниз. Толщина
триклинного слоя (−H < z < 0) равна H. В верхнем полупространстве координата z
изменяется в интервале −∞ < z < −H, в нижнем полупространстве — в интервале z > 0.

1.1. Распространение волн в трансверсально-изотропном упругом верхнем полупро-
странстве (−∞ < z < −H). Рассмотрим горизонтально поляризованную сдвиговую вол-
ну в верхней половине пространства, распространяющуюся в направлении оси x. При
этом смещения точек среды происходят в направлении оси y. В этом случае выражения
для компонент вектора смещения записываются следующим образом:

u1 = w1 = 0, v1 = v1(x, z, t).

Волновое уравнение имеет вид [22]

N1
∂2v1

∂x2
+ L1

∂2v1

∂z2
= ρ1

∂2v1

∂t2
, (1.1)
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Рис. 1. Геометрия задачи:
1 — трансверсально-изотропное полупространство, 2 — триклинный слой, 3 — гете-
рогенное пористо-упругое полупространство

где N1, L1 — жесткости в направлении осей x, z соответственно; ρ1 — плотность матери-
ала слоя.

Для SH-волны выражение для компоненты вектора смещения v1 можно представить

в виде

v1(x, z, t) = f1(z) ei(kx−wt), (1.2)

где k — волновое число; w = ck — круговая частота; c — фазовая скорость; f1(z) —
амплитуда. Подставляя (1.2) в (1.1) и решая полученное дифференциальное уравнение,
находим амплитуду

f1(z) = A1 eS1z + A2 e−S1z

(S1 =
√

N1/L1 − c2/β2
1 k; β1 =

√
L1/ρ1 — скорость сдвиговой волны, распространяющейся

в верхнем полупространстве; A1, A2 — произвольные константы). Так как должно выпол-
няться условие f1(z) → 0 при z → −∞, то

v1(x, z, t) = A1 eS1z ei(kx−wt) . (1.3)

1.2. Распространение волн в триклинном слое (−H < z < 0). Пусть u2, v2, w2 — ком-
поненты вектора смещения в триклинном слое в направлениях осей x, y, z соответственно.
Для анизотропного триклинного слоя соотношения между напряжениями и деформациями

записываются в виде

σi =
6∑

j=1

Cijej , i = 1, 2, . . . , 6,

где σi, ei (i = 1, 2, . . . , 6) — компоненты тензоров напряжения и деформации,
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Cij = Cji, σ1 = σxx, σ2 = σyy, σ3 = σzz, σ4 = σyz = σzy,

σ5 = σxz = σzx, σ6 = σxy = σyx,

e1 = exx, e2 = eyy, e3 = ezz, e4 = eyz = ezy, e5 = exz = ezx, e6 = exy = eyx,
(1.4)

2exy =
∂u2

∂y
+

∂v2

∂x
, 2eyz =

∂v2

∂z
+

∂w2

∂y
, 2ezx =

∂w2

∂x
+

∂u2

∂y
.

Для SH-волн, распространяющихся в направлении оси x со смещением точек среды в
направлении оси y, выражения для компонент вектора смещения записываются в виде

u2 = w2 = 0, v2 = v2(x, z, t). (1.5)

Из (1.4), (1.5) следует

σ1 = σ2 = σ3 = σ5 = 0.

Уравнение движения в триклинном слое, находящемся под действием сжимающего напря-
жения P1, в отсутствие массовых сил имеет следующий вид [2]:

∂ (σ6)

∂x
+

∂ (σ4)

∂z
− P1

2

∂2v2

∂x2
= ρ2

∂2v2

∂t2
. (1.6)

Из (1.4), (1.6) следует(
C66 −

P1

2

)∂2v2

∂x2
+ 2C46

∂2v2

∂x ∂z
+ C44

∂2v2

∂z2
= ρ2

∂2v2

∂t2
, (1.7)

где ρ2 — плотность материала триклинного слоя; C44, C46, C66 — упругие константы

материала триклинного слоя.
Решение уравнения (1.7) можно записать в следующем виде:

v2(x, z, t) = f2(z) ei(kx−wt) . (1.8)

Подставляя (1.8) в (1.7), получаем

f2(z) = e−az/2 (A3 cos qz + A4 sin qz).

Таким образом, выражение для смещения точек в SH-волне в триклинном слое имеет вид

v2(x, z, t) = e−az/2 (A3 cos qz + A4 sin qz) ei(kx−wt), (1.9)

где q =
√

b2 − a2/4; a = 2ikC46/C44; b =
√

P1/(2C44)− C66/C44 + c2/β2
2 k; β2 =

√
C44/ρ2 —

скорость сдвиговой волны в триклинном слое; A3, A4 — произвольные константы.
1.3. Распространение волн в нижнем гетерогенном изотропном пористом упругом

полупространстве (z > 0). Пусть u3, v3, w3 и U3, V3, W3 — компоненты вектора смещения

в твердом теле и жидкости соответственно. Компоненты векторов смещения точек в на-
правлении оси y в SH-волне, распространяющейся вдоль направления оси x, записываются
в следующем виде:

u3 = w3 = 0, v3 = v3(x, z, t), U3 = W3 = 0, V3 = V3(x, z, t).

Уравнения движения для нижнего пористого упругого полупространства, находящегося
под действием сжимающего напряжения P2, имеют вид [21, 22]

∂

∂x

(
N∗

3
∂v3

∂x

)
+

∂

∂z

(
N∗

3
∂v3

∂z

)
− P ∗

2

2

∂2v3

∂x2
= ρ∗11

∂2v3

∂t2
+ ρ∗12

∂2V3

∂t2
,

ρ∗12
∂2v3

∂t2
+ ρ∗22

∂2V3

∂t2
= 0,

(1.10)
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где

N∗
3 = N3(1 + αz), ρ∗11 = ρ11(1 + αz), ρ∗12 = ρ12(1 + αz),

ρ∗22 = ρ22(1 + αz), P ∗
2 = P2(1 + αz),

(1.11)

N3 — модуль сдвига; ρ11, ρ12, ρ22 — массовые коэффициенты; α — константа, имеющая
размерность, обратную размерности длины.

Из (1.10), (1.11) следует

N3(1 + αz)
∂2v3

∂x2
+ N3α

∂v3

∂z
+ N3(1 + αz)

∂2v3

∂z2
− P2

2
(1 + αz)

∂2v3

∂x2
= d1(1 + αz)

∂2v3

∂t2
, (1.12)

где d1 = ρ11 − ρ2
12/ρ22.

Для SH-волны решение уравнения (1.12) можно записать в виде

v3(x, z, t) = f3(z) ei(kx−wt) . (1.13)

Из уравнений (1.12), (1.13) следует уравнение для функции f3(z)

d3f3(z)

dz2
+

α

1 + αz

df3(z)

dz
− k2

(
1− P2

2N3
− c2

β2
3

)
f3(z) = 0, (1.14)

где β3 =
√

N3/d1 — скорость сдвиговой волны в нижнем полупространстве. Используя
безразмерные параметры γ11 = ρ11/ρ, γ12 = ρ12/ρ, γ22 = ρ22/ρ [21], выражение для β3

можно записать в виде

β3 =
√

N3/d1 = β0

√
1/d,

где β0 =
√

N3/ρ; ρ = ρ11 + 2ρ12 + ρ22; d = γ11 − γ2
12/γ22 — параметр пористости.

Возможны следующие варианты изменения параметра d:
1) если нижнее полупространство не является пористым твердым телом, то d → 1;
2) если нижнее полупространство представляет собой жидкость, то d → 0;
3) если нижнее полупространство является пористо-упругим, то 0 < d < 1.
В результате замены f3(z) = ϕ(z)/

√
1 + αz уравнение (1.14) принимает вид

ϕ′′(z) +
[ α2

4(1 + αz)2
− k2

(
1− P2

2N3
− c2d

β2
0

)]
ϕ(z) = 0. (1.15)

Переходя в уравнении (1.15) к новой независимой переменной η = 2Fk(1 + αz)/α,
получаем

d2ϕ(η)

dη2
+

( 1

4η2
+

R

η
− 1

4

)
ϕ(η) = 0, (1.16)

где

R =
k

2Fα

( c2

β2
3

− 1 +
P2

2N3
+ F 2

)
, F =

√
1− P2

2N3
− c2d

β2
0

.

Уравнение (1.16) является дифференциальным уравнением Уиттекера [27], решение кото-
рого имеет вид

ϕ(η) = A5W(R,0)(η) + A6W(−R,0)(η)

(A5, A6 — произвольные константы; W(R,0)(η), W(−R,0)(η) — функции Уиттекера).
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Так как смещение должно обращаться в нуль при z →∞, то

ϕ(η) = A5W(R,0)(η).

Следовательно,

f3(z) =
ϕ(η)√
1 + αz

=
A5W(R,0)(η)
√

1 + αz
;

v3(x, z, t) =
A5W(R,0)(η)
√

1 + αz
ei(kx−wt) . (1.17)

2. Граничные условия и частотное уравнение. На межслойных поверхностях
задаются следующие граничные условия:

1) при z = −H перемещения являются непрерывными, т. е. v1 = v2, напряжения также
непрерывны: (σyz)1 = (σyz)2, следовательно

L1

(∂v1

∂z

)∣∣∣
z=−H

= C44

(∂v2

∂z

)∣∣∣
z=−H

; (2.1)

2) при z = 0 перемещения являются непрерывными, т. е. v2 = v3, напряжения также
непрерывны: (σyz)2 = (σyz)3, следовательно,

C44

(∂v2

∂z

)∣∣∣
z=0

= N3(1 + αz)
(∂v3

∂z

)∣∣∣
z=0

. (2.2)

Подставляя выражения (1.3), (1.9), (1.17) в условия (2.1), (2.2), разлагая функцию
Уиттекера и ее производную и сохраняя только линейные члены, получаем четыре урав-
нения для четырех неизвестных констант Ai (i = 1, 2, 3, 4). Из условия существования
нетривиального решения этой системы следует соотношение

tg (qH) =
qC44(L1S1X1 −N3X2)

X1C2
44b

2 + C46X1k2 + N3X2S1L1
, (2.3)

где

X1 = e−Fk/α
( α

8FK
− 1

)
, X2 =

−X1(1 + α)

2
− e−Fk/α α2

16F 2k2
.

Соотношение (2.3) является частотным уравнением для SH-волны в триклинном слое.
Рассмотрим частные случаи частотного уравнения.
1. ЕслиN1 = L1 (верхнее полупространство является изотропным и упругим) и P2 = 0,

d → 1, α = 0 (нижнее полупространство является однородным изотропным упругим и
свободным от напряжений), то уравнение (2.3) принимает следующий вид:

tg (qkH) =
C44q(N1S1 + N3Fk)

C2
44b

2 + C46k2 −N1N3S1Fk
. (2.4)

2. Если помимо условий, указанных для случая 1, выполняется равенство S1 = 0
(верхнее полупространство отсутствует), то частотное уравнение (2.4) сводится к следу-
ющему:

tg
(√

P1

2C44
+

c2

β2
2

+
C2

46

C2
44

− C66

C44
kH

)
=

=
N3C44

√
P1/(2C44) + c2/β2

2 + C2
46/C

2
44 − C66/C44

√
1− c2/β2

3

C2
44(P1/(2C44) + c2/β2

2 − C66/C44) + C46
. (2.5)
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Уравнение (2.5) представляет собой уравнение дисперсии для SH-волны в первоначаль-
но напряженном триклинном слое, находящемся над однородным упругим полупростран-
ством.

3. Если помимо условий, указанных для случая 2, выполняются равенства P1 = 0,
C46 = 0, C44 = C66 = N2, то уравнение (2.5) сводится к следующему:

tg
[( c2

β2
2

− 1
)1/2

kH
]

=
N3

N2

(1− c2/β2
3)1/2

(c2/β2
2 − 1)1/2

. (2.6)

Здесь β2 < c < β3; β2 =
√

N2/ρ2; β3 =
√

N3/ρ11.
Уравнение (2.6) представляет собой частотное уравнение для классической волны Ля-

ва, распространяющейся в однородном слое, расположенном над однородным полупро-
странством [1].

3. Результаты численных расчетов. Зависимости фазовой скорости от волно-
вого числа вычислялись методом деления отрезка пополам с использованием пакета

MATLAB и приведены на рис. 2–5. Расчеты проводились с использованием следующих

значений параметров: для верхнего трансверсально-изотропного полупространства (цинк)
N1 = 6,7 · 1010 Н/м2, L1 = 3,96 · 1010 Н/м2, ρ1 = 7140 кг/м3 [4]; для триклинного слоя (пес-
чаник горного массива Вогезы) C44 = 5,64 · 109 Н/м2, C46 = 0, C66 = 6,912 · 109 Н/м2,
ρ2 = 2400 кг/м3 [8]; для нижнего анизотропного пористо-упругого полупространства (пес-
чаник, насыщенный водой) N3 = 0,922 · 1010 Н/м2, ρ11 = 1,9032 · 103 кг/м3, ρ12 = 0,
ρ22 = 0,268 · 103 кг/м3 [25]. Остальные параметры задачи имели следующие значения:
P1/(2C44) = 0,75, P2/(2N3) = 0,2, d = 0,2, αH = 15.

На рис. 2 приведена зависимость фазовой скорости c2/β2 от волнового числа kH при

различных начальных значениях напряжения P1/(2C44) в триклинном слое. Видно, что с
увеличением начального напряжения и волнового числа фазовая скорость уменьшается.

На рис. 3 показана зависимость фазовой скорости от волнового числа при различных
начальных значениях напряжения P2/(2N3) в нижнем полупространстве.Из рис. 3 следует,
что с увеличением начального напряжения P2/(2N3) фазовая скорость уменьшается.

На рис. 4 представлена зависимость фазовой скорости от волнового числа для SH-волн
при различных значениях пористости d. Видно, что фазовая скорость уменьшается с уве-
личением параметра пористости.

kH

c/b2

2,512,50 2,582,572,562,552,542,532,52
1,35

1,36

1,37

1,38

1,39

1,40

1

2

3

Рис. 2. Зависимость фазовой скорости от волнового числа при различных

начальных значениях напряжения P1/(2C44) в триклинном слое:
1 — P1/(2C44) = 0,71, 2 — P1/(2C44) = 0,73, 3 — P1/(2C44) = 0,75
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Рис. 3. Зависимость фазовой скорости от волнового числа при различных

начальных значениях напряжения P2/(2N3) в нижнем полупространстве:
1 — P2/(2N3) = 0,16, 2 — P2/(2N3) = 0,20, 3 — P2/(2N3) = 0,24
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Рис. 4. Зависимость фазовой скорости от волнового числа для SH-волн при
различных значениях пористости d:
1 — d = 0,15, 2 — d = 0,20, 3 — d = 0,25

На рис. 5 приведена зависимость фазовой скорости от волнового числа при различных
значениях параметра неоднородности αH. Из рис. 5 следует, что с увеличением параметра
неоднородности αH фазовая скорость уменьшается.

Заключение. В работе изучено распространение SH-волн в триклинном слое, распо-
ложенном между трансверсально-изотропным упругим полупространством и неоднород-
ным пористо-упругим полупространством, при наличии в нем начального напряжения.
Выражения для перемещений в слое и полупространствах получены в замкнутом виде.
Решение для неоднородного пористо-упругого полупространства выражается через функ-
ции Уиттекера. Изучено влияние начального напряжения в триклинном слое, пористости
и неоднородности полупространств на фазовую скорость волны. Результаты проведен-
ного исследования позволяют сделать следующие выводы. С увеличением безразмерного
волнового числа фазовая скорость уменьшается. При наличии начальных напряжений и
при увеличении параметра неоднородности фазовая скорость уменьшается, а при увеличе-
нии пористости — увеличивается. В отсутствие верхнего полупространства, начального
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Рис. 5. Зависимость фазовой скорости от волнового числа при различных

значениях параметра неоднородности αH:
1 — αH = 15,0, 2 — αH = 15,5, 3 — αH = 16,0

напряжения и неоднородности материала дисперсионное соотношение совпадает с класси-
ческим соотношением для волн Лява.

Полученные результаты могут быть использованы при разведке месторождений кри-
сталлов и минералов.
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